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VORREDE. 

Das  vorKegende  Buch  schliesst  sich  im  Wesentlichen  den 
Vorlesungen  an,  die  ich  seit  einer  Reihe  von  Jahren  an  den 
technischen  Hochschulen  zu  Prag  und  Zürich  gehalten  habe 
und  ist  in  erster  Linie  meinen  Zuhörern  bestimmt;  aber  ich 
hoffe,  dass  es  auch  in  weiteren  Kreisen  nützlich  sein  kann. 

Seine  Form  ist  die  eines  Grundrisses;  in  den  grundlegen- 
den Hauptsachen  wollte  ich  deutlich  und  klar,  möglichst  kurz 
zumeist  sogar  auf  Andeutungen  mich  beschränkend  in  den  Folge- 
rungen sein,  doch  aber  reich  genug  in  diesen,  um  den  Vorträgen 
schon  innerhalb  des  Gegebenen  die  Freiheit  einer  auswählenden 
Bewegung  zu  lassen  und  um  auch  dem  liebevolleren  Selbststu- 
dium noch  dauernd  Stoff  zu  bieten;  ich  suche  demselben  durch 
Quellen-  und  Literatur-Nachweisungen  noch  weiter  zu  dienen. 

Das  Buch  ist  eine  darstellende  Geometrie  ohne  Atlas; 
aber  dass  die  Figur  dem  Texte,  der  sich  auf  sie  bezieht,  un- 
mittelbar zur  Seite  stehe,  erschien  mir  so  werthvoll,  dass  ich 
mich  entschloss,  auf  alle  die  grösseren  Ausführungen  zu  ver- 
zichten, welche  eine  reichliche  Beigabe  gestochener  Tafeln  in 
Quart  ermöglicht  hätte,  und  dass  ich  selbst  die  Gefahr  nicht 
scheute,  zuweilen  auch  eine  unentbehrliche  Figur  durch  die 
nöthige  Kleinheit  dem  Verständniss  etwas  wepiger  bequem 
werden  zu  sehen.  Die  ausgeführten  Beispiele  sollen  ja  nur 
die  selbstständige  Wiederdurchführung  erleichtern  und  damit 
zur  Durchführung  der  grossen  Menge  anderer  Probleme  an- 
leiten und  anregen,  welche  nur  in  Worten  gegeben  sind.  Dem 
sorgfältigen  Leser,  welcher  mit  den  Elementen  der  darstellen- 
den Geometrie  in  dem  Maasse  vertraut  ist,  wie  solches  heut- 
zutage an  den  technischen  Hochschulen  vorausgesetzt  werden 
darf,  wird  diese  Anleitung  ausreichend  sein;  die  Selbstaus- 
führung zu  ersparen  ist  in  keinem  Falle  meine  Ab- 
sicht gewesen. 


IV  Vorrede. 

Eigentlich  technische  Beispiele  und  Anwendungen  sind 
ausgeschlossen^  theils  um  Raum  und  Figuren  zu  ersparen,  na- 
mentlich aber,  weil  sie  zeitlich  und  örtlich  vielfach  bedingt 
und  darum  nicht  von  allgemeingültigem  Werthe  für  den  Zweck 
der  Wissenschaft  sind 

Der  Entwickelungsgang,  welchen  ich  befolge,  ist  in  der 
Aufgabe  der  darstellenden  Geometrie  an  der  technischen  Hoch- 
schule der  Gregenwart  und  in  ihrer  Stellung  im  Unterrichts- 
Organismus  derselben  begründet.  Natürlich  sind  beide  durch 
die  Herausbildung  der  technischen  Schulen  zu  Hochschulen 
der  Mathematik  und  der  Naturwissenschaften,  die  sie  jetzt 
sein  müssen  um  ihre  Aufgabe  ganz  zu  erfüllen,  wesentlich 
beeinflusst  worden  und  weil  jene  Entwickelung  erst  im  letzten 
Jahrzehnt  mehr  und  mehr  vollzogen  respective  angestrebt 
oder  doch  für  nothwendig  erkannt  worden  ist,  so  mag  es 
nicht  überflüssig  sein,  in  Kürze  von  dem  zu  sprechen,  was 
dabei  die  darstellende  Greometrie  betrifft. 

Die  Stellung  derselben  im  Ünterrichts-Organismus  ist  in- 
sofern dieselbe  geblieben,  als  sie  ihrer  technischen  Anwen- 
dungen wegen  nach  wie  vor  zu  den  Studien  des  ersten  Jahres 
gehört;  aber  sie  ist  wesentlich  dadurch  verändert,  dass  sie 
mathematische  Kenntnisse  überhaupt  und  ihre  Elemente  selbst 
in  gegen  früher  nicht  unbeträchtlich  erweitertem  Umfange 
voraussetzen  darf,  nur  nicht  die  analytische  Geometrie  des  Rau- 
mes; und  dass  streng  wissenschaftliche  mathematische  Vorle- 
sungen, insbesondere  ein  umfassender  Curs  der  höhern  Ana- 
lysis,  ihr  parallel  gehen.  Was  die  Aufgabe  der  darstellenden 
Geometrie  an  der  technischen  Hochschule  betrifft,  so  ist  das 
zu  bewältigende  Material  im  Wesentlichen  gleichfalls  das  Alte 
geblieben;  für  Kegel  und  Cy linder,  für  die  Flächen  zweiten 
Grades,  für  windschiefe  Regelflächen  und  Rotationsflächen  als 
die  technisch  vorzugsweise  zur  Verwendung  kommenden  Typen 
hat  sie  die  Darstellung  und  die  constructive  Behandlung  der 
Berührungs-  und  Durchdringungsprobleme  zu  lehren.  Dagegen 
hat  man  im  Fortschritt  jener  Entwickelung  immer  mehr  er- 
kennen müssen,  dass  die  eigentliche  Aufgabe  dieses  Unterrichts 
die    wissenschaftliche    Entwickelung    und    Durchbil^ 


Vorrede.  V 

düng  des  Vermögens  der  Raumanschauung  sei  und 
dass  diese  Aufgabe  nicht  wohl  durch  die  Ueberlieferung  einer 
blossen  Methode  der  Darstellung  und  einer  Anzahl  technisch 
nothwendiger  oder  brauchbarer  Constructionen  erfüllt  wer- 
den kann. 

Und  wenn  von  Monge  und  seinen  Nachfolgern  die  dar- 
stellende Geometrie  hingestellt  werden  konnte  als  die  Anwen- 
dung von  Lehrsätzen^  die  anderwärts  und  zwar  analjrtisch 
bewiesen  wurden^  zur  Begründung  der  Constructionen^  die  in 
den  verschiedenen  Zweigen  des  Ingenieurwesens  gebraucht 
werden  y  so  hat  sich  mit  der  fortschreitenden  Arbeitstheilung 
im  Oebiete  des  hohem  Unterrichts  eine  dem  entsprechende 
Behandlung  —  schon  an  sich  von  sehr  zweifelhaftem  Werthe 
in  der  gewohnlichen  Form  —  immer  mehr  als  unwissenschaft- 
lich und  als  ganz  unverträglich  mit  dem  Gharacter  einer  Hoch- 
schule herausstellen  müssen;  man  hat  daher  selbst  mit  einem 
Schein  von  Gonsequenz  bis  zu  einer  vollständigen  Verweisung 
dieser  Disciplin  an  die  Vorbereitungsschulen  vorgehen  können; 
aber  es  ist  diess  gewiss  mit  Unrecht  und  zum  grossen  Schaden 
der  Sache  geschehen^  denn  die  Durchbildung  des  Rauman- 
schauungsvermögens ist  für  den  Techniker  ebenso  wichtig  und 
nothwendig  als  im  erforderlichen  Umfange  auf  früheren  Stufen 
des  Unterrichts  unerreichbar  und  nicht  so  gut  oder  doch  nicht 
so  natürlich  durch  andere  Disciplinen  zu  erzielen.  Vielmehr 
nur  Eins  bleibt  übrig,  die  darstellende  Greometrie  an  der  tech- 
nischen Hochschule  muss  durch  die  Behandlung  ihres  Materials 
das  geistige  Interesse  tief  und  nachhaltig  genug  anzuregen 
wissen,  um  den  Schülern  neben  gediegenen  rein  mathema- 
tischen Collegien  doch  soviel  Arbeitslust  und  Liebe  abzuge- 
winnen, dass  die  mühsame  construct^ve  Durchführung  einer 
grossem  Reihe  von  Problemen  nicht  zu  lästig  wird  —  denn 
nur  durch  solche  ideelle  Anregung  und  Durchdringung  kann 
das  in  der  freien  Luft  der  Hochschule  gelingen;  und  ander- 
seits, nur  durch  solche  vielseitige  geistige  und  graphische  Ar- 
beit kann  jenes  eigentliche  zugleich  im  höchsten  Sinne  practische 
Ziel  der  Wissenschaft,  die  Durchbildung  der  Raumauffassung, 
erreicht  werden;  es  ist  eine  Durchbildung  an  der  Hand 
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der  zeichnenden  Darstellung,  aber  mit  dem  Endziele^ 
die  ideelle  Anschauung  so  lebendig  und  so  sicher  zu 
machen,  dass  jene^  die  Zeichnung^  ganz  oder  doch 
auf  weite  Strecken  erspart  werden  kann.  Und  die  Ge- 
schichte  der  Geometrie  in  der  jüngsten  Epoche  selbst  durch  . 
die  Rolle,  die  wir  darin  die  Schule  von  Monge  spielen  sehen, 
predigt  ja  die  Wahrheit  und  zwar  nicht  für  die  Kreise  der 
technischen  Hochschulen  allein,  dass  die  Geometrie  so  lange 
practisch  construieren  muss  bis  gelernt  ist,  ohne 
äussere  Anschauung  räumlich  zu  denken. 

Die  Losung  der  Aufgabe^  die  ich  hier  darbiete,  habe  ich 
vor  einer  Reihe  von  Jahren  (1863  in  der  „Zeitschrift  f.  Ma- 
them.  u.  Physik'^  in  kurzem  Ueberblick  skizziert  und  seitdem 
vielfach  erprobt.  Ich  entwickele  an  der  Betrachtung  der 
Raumelemente:  Gerade  Linie,  Punkt  und  Ebene,  und  an  ihren 
gegenseitigen  Beziehungen  und  einfachsten  Zusammensetzungen 
in  Polygonen  und  Polyedern,  wie  an  den  als  Projectionen  des 
Kreises  entstehenden  Kegelschnitten  die  Methoden  der  dar- 
stellenden Geometrie-,  ausgehend  von  der  Centralprojection, 
dann  aufsteigend  zur  centrischen  Collineation  der  Räume  als 
der  Theorie  der  Modellierungs-Methoden  und  zurückgehend 
zu  dem  Specialfall  der  Parallelprojection  gewinne  ich  alle 
die  Hilfsmittel,  welche  für  die  constructive  Theorie  der  krum- 
men Linien  und  Flächen  nöthig  sind.  Es  sind  die  Unter- 
suchungsmittel der  neueren  synthetischen  oder  der  Geometrie 
der  Lage;  vor  allem  wichtig  für  das  Ziel  der  darstellenden 
Geometrie  die  klare  Einsicht  in  den  Zusammenhang  und  den 
Formenwandel  der  coUinearverwaiidten  Figuren  und  die  Er- 
kenntniss,  dass  die  involutorischen  Systeme  in  der  Ebene  und 
im  Raum  die  Quelle  bilden,  aus  der  alle  Arten  von  Symmetrie 
entspringen. 

Eine  solche  Entwickelung  ist  unter  der  Voraussetzung 
wohl  möglich,  dass  ein  elementarer  Cursus  der  darstellenden 
Geometrie  vorausgegangen  ist;  in  Folge  dessen  genügt  es  dann, 
in  dem  Abschnitt  von  der  Parallelprojection,  ihren  Transfor- 
mationen und  der  Axonometrie  nur  recapitulierend  und  er- 
gänzend   zu    verfahren,    um    namentlich    die    Vortheile    zu 
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entwickeln,  welche  von  den  gewonnenen  allgemeinen  Ge- 
sichtspunkten und  Methoden  ftir  diese  elementaren  Gebiete 
zu  ziehen  sind.  Vollständigkeit  ist  daher  weder  im  Text 
noch  in  den  Aufgaben  dieses  Abschnittes  angestrebt,  vielmehr 
sind  ganze  Richtungen  der  Untersuchung  und  Entwickelung 
nur  flüchtig  berührt  worden.  Ich  habe  die  Gefahr  nicht  un- 
terschätzt, die  darin  liegt,  und  muss  es  der  billigen  Beurthei- 
kmg  der  Leser  überlassen,  festzustellen  ob  ich  sie  vermieden 
habe;  jedenfalls  ist  dieser  Abschnitt  aus  zahlreichen  Lehr- 
büchern leicht  zu  ergänzen. 

Diese  Durchführung  einer  Methodik  durch  die  ganze 
Reihe  der  wesentlichen  Projections-  und  Modellierungs-Metho- 
den  hat  obwohl  in  ganz  anderer  Folge  der  Materien  und  in 
geringerer  Allgemeinheit  zuerst  H.  K.  Pohlke's  „Darstellende 
Geometrie."  Erst«  Abth.  (Berlin  1860;  2.  Aufl.  1866.)  gegeben, 
eine  Schrifb,  welcher  leider  trotz  guter  Aufnahme  eine  Fort- 
setzung nicht  gefolgt  ist.  Früher  schon  zog  H.  G.  Schreiber 
in  seinem  Werke  „Geometrisches  Portfolio"  (Karlsruhe  1839) 
wenigstens  die  Centralprojection  in  den  Bereich  der  darstel- 
lenden Geometrie.  Ich  selbst  hatte  von  1859  ab  in  veröffent- 
lichten Arbeiten  für  mein  Programm  gewirkt  und  1867  eine 
Darstellung  meiner  Methodik  in  den  Hauptzügen  gegeben 
(„Sitzungsberichte  der  K.  K.  Akad.  d.  Wissensch."  55.  Bd.); 
diese  Letztere  hat  H.  Schlesinger  Anlass  geboten,  sein  Buch 
„Die  darstellende  Geometrie  im  Sinne  der  neueren  G^eometrie" 
(Wien  1870)  zu  verfassen,  in  welchem  die  grössere  erste 
Hälfte  ebenfalls  der  Methodik  gewidmet  ist.  Ich  will  dazu 
bei  diesem  Anlass  nur  das  Eine  bemerken,  dass  ich  die  dog- 
matische nicht  aus  der  Anschauung  der  Projection  im  Raum 
begründete  Einführung  des  Begriffs  der  „Projection  in  der 
Ebene"  vom  Standpunkte  der  darstellenden  Geometrie  aus  für 
einen  Rückschritt  und  gerade  auch  für  elementare  Zwecke 
für  ganz  unpädagogisch  halte;  denn  gerade  diess.  hat  leider 
bereits  Nachahmung  gefunden. ' 

Ich  habe  eine  Reform  des  Unterrichts  in  den  Elementen 
nicht  im  Auge  und  halte  sie  für  entbehrlich,  glaube  aber, 
dass  man  sie  in  keinem  ¥alle  wird  vollziehen  können  ohne 
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eine  Reform  des  gesammten  geometrischen  Unterrichts  damit 
zu  verbinden.  Aber  ich  sehe  auch  in  den  gegenwärtigen 
Programmen  keine  Nothigung^  die  hergebrachte  unsymmetrische 
Behandlungs weise  der  dreiseitigen  Ecke  beizubehalten;  die  viel 
mehr  anschauliche^  die  Beziehungen  zum  sphärischen  Dreieck 
so  viel  besser  aufschliessende^  die  ich  vor  langem  gegeben 
habe,  (Quellen-  u.  Literatur-Nachweisungen"  p.  584.),  wäre 
wohl  geeignet,  mit  Yortheil  sie  zu  ersetzen. 

In  der  Anordnung  der  Lehre  von  den  Curven  und 
Flächen  ist  von  fast  allen  Schriftstellern  das  aus  gaüz 
andern  Verhältnissen  entsprungene  Schema  von  Monge  bei- 
behalten worden:  Erzeugungsweise  der  krummen  Flächen,  Tan- 
gentialebenen und  Normalen  derselben,  Durchschnitte  der  krum- 
men Flächen  mit  Ebenen  und  unter  einander  —  oft  mit  Hin- 
weglassung  seines  Schlusstheils,  in  welchem  Monge  von 
den  Baqmcurven  und  developpabeln  Flächen  und  von  den 
KrümmuQgsverhältnissen  der  Flächen  handelt.  Die  Lehre  von 
der  Perspective  und  die  Construction  der  Schatten,  welche 
doch  im  gewöhnliehen  Sinne  ihrem  geometrischen  Kerne  nach 
ganz  aufgeht  in  der  Construction  der  Berührungskegel  von 
gegebener  Spitze  und  ihrer  Durchschnitte  mit  den  aufGemgen- 
den  Flächen,  bleibt  dann  wie  bei  Monge  noch  ausserhalb  des 
Rahmens,  um  mit  so  ganz  heterogenen  Dingen  wie  Stein- 
schnitt etc.,  Grnomonik,  Zahnräderconstructionen  unter  dem 
Titel  „Anwendungen*'  verbunden  zu  werden. 

Meine  Entwickelung  zeigt,  dass  die  einfache  und  orga- 
nische Gliederung  nach  den  Titeln:  „Curven  und  developpable 
Flächen,  krumme  Flächen  im  Allgemeinen  und  Flächen  zwei- 
ten Grades  insbesondere,  windschiefe  Regelflächen,  Rotations- 
flächen ohne  alle  Schwierigkeit  durchführbar  ist;  so  dass  die 
darstellende  Geometrie  mit  der  reinen  nach  dem 
gleichen  Plane  vorgeht  und  ganz  natürlich  da  in 
dieselbe  mündet,  wo  sie  ihre  Aufgabe  beendet.  Mit 
den  einfach  unendlichen  Reihen  ebener  Elemente,  den  die  Ee- 
gelflächen  als  Specialfall  einschliessenden  developpabeln  Flächen 
als  Tangentenflächen  räumlicher  Curven,  muss  begonnen  wer- 
den, weil  es  unerlaubt  ist,  auch  nur  den  einfachsten  Fall  einer 
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Durchdrmgimg  zu  behandeln^  ohne  die  wesenÜichen  Charactere 
einer  Baumcurve  und  die  Art  untersucht  zu  haben^  wie  sich 
dieselben  in  den  Projectionen  manifestieren;  die  aus  der  Be- 
trachtung des  geraden  Ereiscylinders  hervorgehende  Schrau- 
benlinie bietet  ein  erstes  vortrefOliches  Beispiel  für  diese 
Lehren,  die  dann  am  Studium  der  Durchdringungscurven  von 
zwei  Kegeln  zweiten  Grades  ihren  weiteren  Ausbau  finden. 
Damit  ist  die  Untersuchung  der  krummen  Flächen  vorbereitet, 
da  die  beiderlei  Mittel  zu  ihrer  constructiven  Behandlung,  die 
aufgeschriebenen  Gurven  und  die  umschriebenen  Developpabeln, 
verfügbar  sind;  für  die  Flächen  zweiten  Orades  wird  ihre  erste 
Anwendung  gemacht,  alle  die  besten  Methoden  ihrer  con- 
structiven Behandlung  werden  begründet  und  entwickelt,  die 
Durchdringungscurven  derselben  werden  als  gleichartig  und 
identisch  mit  den  Durchdringungscurven  der  Kegel  zweiten 
Grades  erkannt  und  das  dualistisch  entsprechende  Problem 
der  gemeinsam  umschriebenen  Developpabelo ,  das  allgemeine 
Problem  der  Schatten  bei  solchen  Flächen,  gelöst.  Die  Theorie 
der  windschiefen  Regelflächen  schliesst  sich  ganz  naturgemäss 
an,  die  technisch  vorkommenden  Typen  derselben  geben  vor- 
treffliche Gelegenheit  zu  ihrer  Entwickelnng  und  Erläuterung, 
mit  einer  kurzen  Behandlung  der  Regelflächen  dritten  Grades 
schliesse  ich  sie,  weil  letztere  geeignet  sind,  gewisse  allgemeine 
Anschauungen  zu  iUustrieren.  Endlich  erhalten  die  Rotations- 
flächen ihrer  technischen  Bedeutung  wegen  eine  eigne  ein- 
gehende Behandlung;  ich  nehme  dabei  Anlass,  die  sogenannten 
Beleuchtungs-Constructionen  als  Constructionen  umschriebener 
Developpabeln,  deren  Richtungskegel  coaxiale  Rotationskegel 
sind;  zu  -erledigen  und  für  alle  die  betrachteten  Flächen  zu 
erklären,  üeberall  dringt  die  Behandlung  vor  bis  zu  den  Ele- 
menten der  Lehre  von  der  Krümmung  der  Flächen,  deren  weitere 
Ausführung  jedoch  über  den  Plan  meines  Buches  hiuausgeht. 
Diese  Anordnung  fordert  mit  mehr  Sicherheit  als 
die  dem  Schema  von  Monge  entsprechende  die  wis- 
senschaftliche Durchbildung  der  Raumanschauung, 
weil  sie  eine  bestimmte  wichtige  Raumform  oder  eine  Gruppe 
solcher  Formen  von  wesentlich  gleichen  Characteren  im  Zu- 
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sammeuhange  nach  allen  Richtungen  zu  studieren  erlaubt^ 
statt  die  verschiedensten  Formen:  Kegel,  Rotationsflächen, 
windschiefe  Regelflächen  etc.  im  Fluge  nach  einander  vorüber- 
zuf Uhren,  um  nur  z.  B.  die  eine  Frage  nach  der  Tangential- 
ebene bei  gegebenem  Berührungspunkte  zu  erörtern.  Ich 
wähle  diess  Beispiel,  weil  es  nebenbei  sehr  geeignet  ist  zu 
zeigen^  dass  das  Princip  dieser  Zusammenordnung  lediglich 
ein  formal  analytisches  der  Geometrie  selbst  vollkommen  frem- 
des ist,  dass  es  also  unmöglich  sein  muss,  mit  solcher  Anord- 
nung eine  auf  sich  selbst  oder  doch  auf  die  Mittel  der  Geo- 
metrie gestellte  Entwickelung  zu  vereinigen.  Sicher  ist  das 
sorgfältige  und  zusammenhängende  Studium  des  einen  Bei- 
spiels der  Schraubenlinie  und  ihrer  developpabeln  Fläche  für 
die  Entwickelung  der  Raumanschauung  werthvoUer  und  er- 
folgreicher als  die  flüchtige  Berührung  vieler  verschiedener 
Beispiele  sein  würde.  Wie  bei  dieser  das  Naheliegendste  über- 
sehen werden  kann,  zeigt  der  Umstand,  dass  der  Selbstdurch- 
dringung oder  Doppelcurve  der  developpabeln  Schraubenfläche 
nirgends  Erwähnung  gethan  ist.  Noch  werthvoUer  womöglich 
ist  die  Behandlung  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art 
und  der  nach  dem  Gesetz  der  Dualität  ihr  entsprechenden 
Developpabeln  mit  ihren  involutorischen  Symmetrien;  denn  sie 
umfasst  eine  grosse  Reihe  der  häufigst  vorkommenden  Durch- 
dringungsformen,  und  es  ist  nicht  nur  im  aUgemeinen  Falle 
fast  unmöglich,  sondern  auch  im  specielleu  Falle  unvortheil- 
haft,  solche  ohne  die  Kenntniss  jener  Symraetriegesetze  con- 
struieren  zu  wollen.  Gleichwohl  ist  eine  derai*tige  Behand- 
lung nirgends  auch  nur  versucht  worden;  die  Untersuchung 
der  developpabeln  Fläche,  welche  zwei  Kegelschnitten  gemein- 
sam umschrieben  ist^  unter  dem  Gesichtspunkt  der  Schatten- 
bestimmung in  dem  grossen  an  treffllichen  Einzelheiten  so 
reichen  Werke  von  H.  de  la  Goumerie  „Traite  de  geometrie 
descriptive"  3  part.  Paris  1860  —  64  (4^-  72  Bogen  und 
150  Tafeln),  das  einzige  Beispiel  einer  Inangriflhahme  dieser 
Probleme  in  einem  Werke  über  darstellende  Geometrie,  das 
ich  kenne,  ruht  durchaus  auf  analytischer  Basis  und  bleibt 
für  den  Unterricht  unfruchtbar,  so  lange  maü  nicht  die  ana- 
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lytisclie  Geometrie  des  Raumes   in  weit   grÖ8ser($m  Umfange 
voraussetzen  und  unbeschränkt  benutzen  darf. 

Aber  wichtiger  noch  als  der  pädagogische  erscheint  mir 
der  wissenschaftliche  Gewinn^  den  diese  Behandlungsweise  mög- 
lich macht.  Es  schiene  mir  schon  von  Werth,  wenn  durch  die 
Untersuchungen  der  darstellenden  Geometrie  das  Verständniss 
bezüglicher  Parthien  in  v.  Staudt's  Hauptwerk  erleichtert 
würde  9  das  wirklich  solcher  Erleichterung  bedarf;  aber  es  ist 
wichtiger^  dass  nun  die  darstellende  Geometrie  die  na- 
türliche Einführung  in  die  Geometrie  der  Lage  ist. 
Sie  hat  alle  die  Grundanschauungen  und  Untersuchungsmittel 
derselben  auf  dem  directesten  Wege  entwickelt  und  ihre  Frucht- 
barkeit im  Gebiete  des  Darstellbaren  bewährt;  bei  gereifter 
und  durchbildeter  Raumanschauung  darf  sie  nun  der  reinen 
Greometrie  die  Weiterführung  derselben  Betrachtungsweise  zu 
systematischem  Ausbau  und  über  die  Grenzen  des  Darstell- 
baren hinaus  überlassen.  Das  Studium  der  projectivischen 
Eigenschaften,  das  der  darstellenden  Geometrie  unumgänglich 
ist,  weil  nur  durch  'diess  auö  dem  Abbild  die  Eigenschaften 
des  Originals  sich  erkennen  lassen,  führt  nun  zum  Studium 
der  Raumformen  durch  Vergleichung  der  Originale  mit  Ab- 
bildern nach  einfachen  Gesetzen  des  Entsprechens  in  allge- 
meinster Lage  und  Auffassung.  In  der  Systematik  schliessen 
sich  an  die  perspectivische  Collineation  und  Involution  und 
an  die  Polarreciprocität  der  ebenen  Systeme  und  der  Räume 
die  allgemeine  Collineation  und  Keciprocität  der  Gebilde  zwei- 
ter und  dritter  Stufe.  In  der  Lehre  von  den  aus  der  Ver- 
bindung projectivischer  Gebilde  hervorgehenden  Erzeugnissen 
kann  nun  von  der  allgemeinen  Behandlung  der  Kegelschnitt- 
Büschel  und  Schaaren  aus  die  Untersuchung  der  Beziehungen 
zweier  Kegelschnitte  abschliessend  geführt  werden.  Und 
welche  schönen  Einblicke  in  das  Wesen  geometrischer 
Yerallgemeinerung  gewährt  dann  die  Vergleichung  der 
Ergebnisse  derselben  mit  den  involutorischen  Symmetrien  der 
Durchdringungscurve  und  der  gemeinsam  umschriebenen  De- 
Teloppabeln  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades,  die  nun  schon 
bekannt   sind  und   die   so  vollständig   an  dem    gemeinsamen 
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Quadrupel  harmonischer  Pole  und  Polarebenen  das  wieder- 
holen,  und  so  viel  reicher  entwickeln,  was  für  die  Schnitt- 
punkte und  die  gemeinsamen  Tangenten  von  zwei  Kegel- 
schnitten stattfindet  in  Bezug  auf  das  ihnen  gemeinsame  Tripel 
harmonischer  Pole  und  Polaren.  Es  kann  zur  Greneration  von 
Gurren  und  Kegelflächen  höherer  Ordnungen  und  Classen, 
zur  Theorie  der  Netze  und  Systeme  vorgegangen  werden; 
ebenso  von  der  Behandlung  der  Büschel  und  Schaaren  von 
Flächen  zweiten  Grades  zu  Flächenbündeln  und  Systemen  und 
ihren  Erzeugnissen.  In  den  Materialien  der  neuem  Unter- 
suchungen also,  wie  sie  z.  B.  der  zweite  Theil  von  H.  Reye^s 
Vorträgen  „Die  Geometrie  der  Lage"  (Hannover  1868)  behan- 
delt, in  einem  Gebiete,  bis  zu  welchem  sie  sonst  im  Rahmen 
einer  Vorlesung  kaum  vorzudringen  vermag,  beginnt  nun  die 
specielle  Entwickelung  der  Greometrie  der  Lage  und  man  kann 
sie  sicher  so  weit  führen,  dass  das  volle  und  unverwischbare 
Interesse  erweckt  wird,  welches  sie  darbietet. 

Und  jene  Einführung  ist  besonders  auch  deshalb  so  glück- 
lich, weil  sie  von  vornherein  zur  räumlichen  Betrachtung 
führt  und  die  Einschränkung  auf  die  Ebene,  den  Ejrebsscha- 
den  dieser  Disciplin,  ganz  unmöglich  macht;  ich  halte  aber 
auch  das  für  einen  Vorzug  dieser  Verbindung  der  Geometrie 
der  Lage  mit  der  darstellenden  Geometrie,  dass  dadurch  die 
metrischen  und  projectivischen  Eigenschaften  in  ihrem  Zu-' 
sammenhange  gezeigt  und  die  Uebergänge  zwischen  ihnen 
gerade  besonders  beleuchtet  werden.  Die  Geometrie  der 
Lage  enthält  ja  die  Geometrie  des  Maasses  als  einen 
Theil;  die  Theorie  der  Involution  führt  von  jener  zu  dieser. 

Es  ist  endlich  ein  wesentliches  Glied  in  meinem  Plane,  dass 
in  dem  Abschnitte  von  den  projectivischen  Coordinaten  aus 
den  Grundanschauungen  der  Geometrie,  zu  denen  die  Dar- 
stellung geführt  hat,  die  analytische  Bestimmungs-  und 
Ausdrucksweise  sich  ergiebt;  denn  allerdings  ohne  die  Be- 
nutzung gewisser  analytischer  Begriffe  und  Wahrheiten,  wie 
der  Begriffe  von  Ordnung  und  Classe,  und  der  Sätze  von  der 
Zahl  der  gemeinsamen  Wurzeln  von  zwei  oder  drei  Gleichungen, 
ohne  die  Mitinbetrachtnahme  imaginärer  Elemente  wäre  der 


Vorrede.  ~  Xllt 

Vorschritt  des  Ganzen  sehr  erschwert;  wenn  aber  die  wesent- 
liche Einheit  der  allgemeinen  analytischen  und  der  rein  geo- 
metrischen Untersuchungsmethode  erkannt  ist,  so  kann  von 
Eigenschaften  der  Curven  oder  Flächen  n*«'  Ordnung  oder 
Classe  gesprochen  werden  und  man  wird  sich  selbst  den  Ge- 
brauch z.  B.  der  Formeln  von  Plücker,  welche  zwischen  den 
Zahlen  der  Singularitäten  algebraischer  Curven  bestehen^  oder 
den  Begriff  des  Geschlechts  etc.  nicht  zu  versagen  brauchen. 

Die  Vereinigung  der  analytischen  und  der  geometrischen 
Methoden  ist  aber  überhaupt  nicht  leicht  4ioch  genug  zu 
schätzen;  selbst  die  Analysis  entnimmt  für  verwandte  Fragen 
in  den  allgemeinen  Regionen^  für  die  sie  sich  die  Anschauung 
eines  Raumes  von  n  Dimensionen  oder  den  Begriff  einer 
n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  schuf^  ihre  besten  und 
zielsichersten  Methoden  aus  der  Verallgemeinerung  der  im 
Räume  von  drei  Dimensionen  bewährten^  die  ihrerseits  die 
analytischen  Formen  der  Methoden  der  reinen  Geometrie  sind. 
Das  volle  Verständniss  solcher  Vereinigung  darf  daher  als 
eins  der  wichtigsten  Ziele  des  hohem  Unterrichts  angesehen 
werden;  es  sichert  der  modernen  Behandlungsweise  der  ana- 
lytischen Greometrie  erst  ihren  ganzen  Erfolg  und  für  eine 
Darstellung  der  Greometrie^  wie  sie  gegeben  ist  in  H.  Cremona's 
,^eliminari  di  una  teoria  geometrica  delle  superficie"  (Bo- 
logna 1866 — 68)  und  in  seinem  preisgekrönten  ^^^moire  de 
geom^trie  pure  sur  les  surfaces  du  troisieme  ordre^^  (Berl.  1868) 
—  von  welchen  Arbeiten  uns  eine  deutsche  Uebersetzung  unter 
seiner  Mithülfe  in  Aussicht  steht  — ,  einer  Behandlungsweise^ 
die  so  fruchtbar  ist  an  Resultaten  ^  weil  sie  sich  auf  die  Be- 
nutzung aller  Hilfsmittel  gründet^  können  so  tüchtig  vor- 
bereitete Jünger  gewonnen  werden.. 

Diese  Hoffiiung  auf  eine  Förderung  der  Wissenschaft  und 
ihrer  Verbreitung  ist  es  gewesen,  die  mich  in  der  mühevollen 
Arbeit  der  Vorbereitung  dieses  Buches  ermuntert  hat.  Wenn 
gewiss  ist,  dass  die  darstellende  Geometrie  für  die 
technische  Hochschule  der  beste  und  natürlichste 
Weg  zur  Aneignung  der  geometrischen  Wissenschaft 
bleiben  wird,  so  hat  sie  schon  damit  eine  für  Pflege  und 
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Fortschritt  der  Mathematik  wichtige  Mission;  vielleicht  aber 
muss  man  sie  als  ein  wichtiges  und  werthvolles  Stück  der 
mathematischen  Studien  überhaupt  anerkennen  und  ihre  Pflege 
überall  da  aufnehmen^  wo  man  solche  wahrhaft  erfolgreich 
fordern  will.  Jedenfalls  sind  die  modernen  Theorien  noch  in 
weitem  Umfange  zu  praktischer  Yerwerthung  geeignet  und 
bestimmt  und  gewiss  werden  sie  selbst  am  sichersten  gefordert 
durch  die  Ausbreitung  ihrer  Eenntniss  in  weiteren  Kreisen 
der  studierenden  Jugend.  Möge  mein  Buch  in  diesem  Sinne 
nützlich  sein!     * 

Hirslanden  bei  Zürich,  im  Juli  1870. 

Dr.  Wilh.  Fiedler. 


April  1871. 

Seit  ich  das  Vorige  schrieb,  ist  der  grosse  Krieg  vorüber- 
gebrausst  und  wir  Deutschen  allerwärts  haben  mit  sorgen- 
vollem Antheil,  mit  Dank  und  Jubel,  mit  stolzer  Erhebung 
ob  der  wiedergewonnenen  Einheit  des  Vaterlandes,  den  gewal- 
tigen Gang  der  Ereignisse  begleitet.  Nun  widmet  sich  das 
deutsche  Volk  mit  freudigem  Vertrauen  in  seine  Kraft  der 
Pflege  der  Werke  des  Friedens,  der  Früchte  seiner  Arbeit 
sicher,  wie  nie  zuvor.  Glücklich,  wem  es  vergönnt  ist,  daran 
mit  zu  wirken  in  seinem  Kreise! 

Ich  habe  dem  Vorigen  nichts  hinzuzufügen.  Nur  bemerken 
will  ich,  dass  die  Literaturnotizen  bis  zu  Anfang  dieses  Jahres 
fortgeführt  sind,  und  mit  Dank  erwähnen,  dass  ich  für  die 
Correctur  des  Buches  meinen  gegenwärtigen  Assistenten,  den 
Herren  Beck  und  Hemming,  und  für  einige  Figuren  der  älteren 
Mitarbeit  früherer  Assistenten,  der  Herren  Morstadt  in  Prag 
(Tafel  VH  und  XH)  und  Fliegner  in  Zürich  (Tafel  IH  und  XI) 
verpflichtet  bin.  Auch  muss  ich  dankbar  anerkennen,  dass 
der  Herr  Verleger  in  sorgfaltiger  Ausstattung  Alles  gethan 
hat,  was  ich  wünschen  konnte. 
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Einleitung  über  Zweck  and  Bedeutang  .       1 

Methode 2 

Entwickelangflgang 3 

Erster  Thoil.  Die  Methodenlehre,  entwickelt  an  der  üntersnchnng 
der  geometrisclien  Elementarformen  nnd  ihrer  einfachen 

Verbindungen. 

A.     Die   Centralprojection    als   Darstellungsmethode 
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büschels. 
25.,     -  40.      Construction    des   vierten    Punktes    zu    drei   gegebenen 

Punkten   einer  Reihe  bei  vorgeschriebenem  Doppelver- 

haltniss. 
26.,     -  42.      Construction  projectivischer  Reihen  aus  drei  Paaren  ent- 
sprechender Punkte. 
27.,  n.,  h.,  p.  44.      Bestimmung  der  Geraden    aus    den    Bildern    und 

Tafelabständen  von  drei  Punkten  derselben.    Fig.  27.,  a. 

az  onometrisch. 

Construction  projectivischer    Büschel    aus    drei   Paaren 

entsprechender  Strahlen. 

Construction  der    entsprechenden   Reehtwiukelpaare    in 

zwei  perspectivischen  Büscheln. 

Die  projecti vischen  Doppelreihen  und  Doppelbüschel  in 

centrischcollinearen  ebenen  Systemen. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  characteristischen  Con- 

stauten  der  Central-Collineation.     Axonometrisch. 

Die    entsprechenden    Rechtwinkelpaare    der    projectivi- 

schen    Doppelbüschel    in    centrischcollinearen    ebenen 

Systemen. 

Perspectivische  Dreiecke. 

Die  Drehung  centralprojectivischer  ebener  Systeme  um 

ihre  Durchschnittslinie. 

-  35.,     •  54.      Die  involutorische  Ccntralcollineation  ebener  Systeme. 

-  36.,  a.  und  b.,  p.  58.     Parallel  pro  jection  ebener  Systeme.    Fig.  36.,  b. 

axonometrisch. 

-  37.,    p.  58.      Axensymmetrie  ebener  Systeme. 

-  38.,  a.  und  b.,  p.  59.     Aehnlichkeit  und  ähnliche   Lage  ebener  Sy- 
steme.    Fig.  38.,  b.  axonometrisch. 

-  39.,    p.  59.      Centrale  Symmetrie  ebener  Systeme. 
•     40.,  a.  und  b.,  p.  60.     Congruenz  ebener  Systeme.     Fig.  40.,  b.  axo- 
nometrisch. 

-  41.;  a.,  b.,  c;   p.  62.     Die   centrische   Collineation  ebener    Systeme 

wird  durch  zwei  einander  entsprechende  Vierecke  be- 
stimmt; a)  die  Vierecke,  Ableitung  der  Gegenaxen  und 
der  Centra  aus  denselben  mittelst  der  projectivischen 
Reihen  in  zwei  Gegenseiten,  b)  Die  vier  centrisch 
collinearen  Anordnungen  in  der  Kbene,  ihre  Axen  und 
Gegenaxen.  c)  Axonometrische  Skizze  über  die  beiden 
räumlichen  centrischcollinearen  Lagen. 

-  42.,  a,  und  b.;  p.  64.     Viereck  und  Quadrat  in  Projectivität  zur  Be- 
gründung ihrer  projectivischen  Eigenschaften. 

-  43.,    p.  70.      Die  Reihe    der  Durchstosspunkte    eines    projicierenden 

Strahlenbüschels  und  das  Büschel  der  Spuren  der  zu 
ihnen  respective  normalen  projicierenden  Ebenen. 

-  44.,    -71.      Die  Fundamentaleigenscliaften  des  Kreises,  seiner  Punkte 

und  seiner  Tangenten. 
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XXVIII  Uebersicht  der  Figuren  und  Tafeln.  • 

Fig.  45.,    p.    72.     Der   Uebergang   derselben  Auf   die    Projectioneu    des 

Kreises  und  zwar  die  elliptischen. 

-  46.,     -    73.      Der   Uebergang   derselben    auf   die   Projectioneu   des 

Kreises  und  zwar  auf  die  hyperbolischen. 
47.,  a.  und  b.;  p.  75.     Fundamentaleigenschaften    des  Kegelschnitt- 
büschels und  der  Kegelschnittschaar. 

-  48.,    p.    77.     Die  centrischen  CoUinearverwandten  des   Kreises  als 

Hyperbel,  Ellipse,  Parabel. 

-  49.,  a.  und  b.;  p.  79.     Die    Collination   zwfiier   Kegelschnitte    über- 

haupt. 

50.,    p.    79.      Die  centrische  Collineation  zweier  Kegelschnitte. 
51.,    -    80.      Das  PascaPsche  Sechseck. 

-  52.,     -    80.     Die  Construction  des  Kegelschnitts  aus  fünf  Punkten 

und  die  der  Tangente  in  jedem  seiner  Punkte. 

-  53.,     -    82.      Construction   der  Tangenten   in  zweien  der  fünf  Be- 

stimmungspunkte eines  Kegelschnitts. 

-  54.,         83.      Construction  des  Kegelschnitts  aus  drei  Punkten  und 

den  Tangenten  in  zweien  derselben. 

-  55.,    -    84.      Das  Brianchon'sche  Sechsseit. 

56.,    -    88.      Construction    der    Schnittpunkte    einer    Geraden    mit 
einem  durch  fünf  Punkte  gegenenen  Kegelschnitt. 

-  57.,    -     89.     Construction  der  Tangenten  aus  einem  Punkte  an  einen 

durch  fünf  Tangenten  bestimmten  Kegelschnitt. 

-  58.,    -     91.      Construction    der    Kegelschnitte,    welche    durch    vier 

Punkte  gehen  und  eine  Gerade  berühren. 

-  59.;  a.,  b.,  c;  p.  92.    Der  Kegelschnitt  als  in  involutorischer  Cen- 

tral-Collineation  mit  sich  selbst  für  einen  Punkt  seiner 
Ebene  als  Centrum  oder  eine  Gerade  derselben  als 
Axe.  a)  Elliptisch  mit  Doppelelementen,  b)  Hyperbo- 
lisch mit  Doppelelementen,  c)  Elliptisch  ohne  und 
parabolisch  mit  Doppelelementen. 

-  60.,    p.    96.      Die   Gerade    von   einem  Punkte   nach  dem  unzugäng- 

lichen Schnittpunkt  von  zwei  Geraden  mittelst  der  In- 
volution (vergl.  Fig.  110.). 
61.,    -    96.      Construction  der  Polare   eines  Punktes  in  Bezug  auf 
den  durch  fünf  Punkte  bestimmten  Kegelschnitt. 

-  62.,    -    97.      Construction  des  Mittelpunkts  für  den  durch  fünf  Tan- 

genten bestimmten  Kegelschnitt. 

-  63.,  a.  und  b. ;  p.  98.    Construction  der  Involution  von  Punkten  (a) 

und  von  Strahlen  (b)  aus  zwei  Paaren  insbesondere 
ihrer  Doppelelemente. 

-  64.,    p.   99.      Construction  der  Rechtwinkelstrahlen   eines  involuto- 

rischen  Büschels. 

-  65.,    -  102.      Construction  der  Involution  harmonischer  Pole  in  einer 

Geraden  in  Bezug  auf  einen  durch  fünf  Punkte  1, . . .,  5 
bestimmten  Kegelschnitt. 

-  66.,     -  105.      Ein  Durchmesser  der  Hyperbel  und  zu  ihm  conjugierte 

Sehnen  derselben. 

• 

-  67.,    -  108.      Construction  der  Tangenten  und  der  Punkte  der  El- 

lipse aus  zwei  conjugierten  Durchmessern. 

-  68.,     -  109.     Construction  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  und  der 

Tangenten  ans  einem  Punkte  mit  einer  Ellipse,  die 
durch  zwei  conjugierte  Durchmesser  bestimmt  ist,  mit 
Hilfe  der  Affinität  derselben  zum  Kreise. 

-  69.,  a.,  b.,  c;  p.  111.    Die  CoUinearverwandten  des  Kreises  für  seinen 

Mittelpunkt  als  Collineationscentrum :  Ellipse,  Hyper- 
bel, Parabel. 


Üebersicht  der  Figuren  und  Tafeln.  XXIX 

Fig.  70.,  p.  113.  und  Fig.  71.,  p.  114.  Die  Brennpunkte  eines  Kegel- 
schnitts als  Scheitel  rechtwinkliger  Involutionen  har- 
monischer Polaren:  Ellipse  und  Hyperbel. 

-  72.  a.  und  b.,  p.  116.    Die  Beziehungen  der  Brennpunkte  zu  den  Tan- 

4l^nten  der  Kegelschnitte:  Ellipse,  Hyperbel. 

-  73.,    p.  118.      Der  Krümmungskreis  für  einen  Punkt  im  Kegelschuitt 

und  seine  Construction. 

-  74.,    -  120.      Construction    des   Krammungskreises    im  Scheitel   aus 

der  Hauptaxe  und  einem  Punkte  des  Kegelschnitts. 

-  75 ,     •  126.      Der  constructive   Zusammenhang   von   zwei   centrisch 

collinearen  Raumfiguren;  axonometrisch. 

-  76.,    -  127.  und  Fig.  77.,  p.  128.     Die  Ableitung   der  orthogonalen 

Parallelprojectionen  der  centrisch  collinearen  Raum- 
figur zu  einer  gegebenen  aus  den  Projectionen  der 
letzteren.  ^ 

-  78.,     -  131.      Perspectivisch  affine  räumliche  Systeme;  axonometrisch. 

-  79.,     -  135.      Zur  Bestimmung   von    projecüvisch    collinearen  räum- 

lichen Systemen;  axonometrisch. 

-  80.,    -  137.      Drei  in  Paaren  centrisch  coUineare  räumliche  Systeme 

haben  ihre  Centra  in  einer  Geraden;  axonometrisch. 

-  81  ,     '139.     Die  Bestimmung  des  Punktes  in  Bezug  auf  zwei  Ebenen 

und  einen  Anfangspunkt  in  ihrer  Schnittlinie;  axono- 
metrisch. 

-  82.,    -  139.  und  Fig.  116.,  p.  185.     Die  Bestimmung  des  Punktes  in 

Bezug  auf  drei  Projections-  oder  Coordinatenebenen; 
axonometrisch. 

-  83.,     -  142.      Die  sechs  Halbierungsebenen  und  vier  Halbierungsaxen 

des  Projectionssystems ;  axonometrisch.  (Vergl.  die 
Anmerk.  von  p.  188.) 

-  84.,    -  143.  und  Fig.  118.,   p.  186.     Die   Spuren  einer  Ebene,   ihre 

Normale  vom  Anfangspunkte  und  ihre  Schnittlinien  mit 
den  Halbierungsebenen  des  Projectionssystems;  axo- 
nometrisch. 

-  85.,    -  144.      Die  Construction  des  vollständigen  Vierecks  der  Schnitt- 

punkte der  Halbierungsaxen  einer  Ebene  aus  dem 
Spurendreieck  derselben. 

-  86.,     -  146.      Der  Zeichenwechsel  der  Coordinaten  in  den  Flächen- 

theilen  der  Ebene,  welche  die  Coordinatenebenen  be- 
grenzen. 

-  '  87.,     -  148.      Die  projicierenden  Ebenen  und  die  Durchstosspunkte 

der  Geraden  mit  denProjectionsebenen;  axonometrisch. 

-  88.,     -  148.  und  Fig.  91.,  p.  152.     Die  Punkte  $i  und  Si  einer  Ge- 

raden in  ihrer  Beziehung  zu  dem  System  der  Linie 
hi  und  der  Spuren  st  einer  durch  sie  gehenden  Ebene. 

-  89.,     -  150.      Die  drei  Projectionen  eines  Punktes  und  sein  Abstand 

vom  Anfangspunkt. 

-  90.,    •  152.      Die  drei  Projectionen  einer  Geraden  und  ihre  Durch- 

stosspunkte. 

-  92.,    -  154.      Die   drei   Spuren   einer   Ebene   und   die    Projectionen 

ihrer  Punkte  ffi,  das  Dreieck  derselben  und  das  voll- 
ständige Viereck  der  hi  in  wahrer  Grösse. 

-  93.,    -  165.      Die  Tafelneigungen  einer  Ebene  aus  ihren  Spuren. 

-  94.,    -  158.      Construction  der  Projectionen  des  Schnittpunktes  einer 

Geraden  gi  mit  der  durch  zwei  Gerade^,/  bestimmten 
Ebene. 

-  95.,    -  158.     Construction  der  Projectionen  der  Schnittlinie  d  von 

zwei  Ebenen,  deren  jede  durch  zwei  sich  schneidende 
Gerade  g^  l;  g^,  /|  bestimmt  ist. 


XXX 

Fig.    96., 

p.  160. 

-       97., 

-  160. 

-       98., 

-  162. 

-       99., 

-  164. 

-     100., 

-  166. 

üebersicht  der  Figuren  und  Tafeln. 

Die  Bestimmung  der  Projectionen  eines  ebenen  Systems, 
das  durch  die  Affinitätsaxe  kg^\"  und  die  Projectionen 

eines  Punktes  A  ausser  ihr  gegeben  ist. 
Die  Bestimmung    der    Projectionen  eines   ebenen  Sy- 
stems, das  durch  die  beiden  Affinitätsaxcn  hj>\  hj\"' 

bestimmt  ist. 

Die  Construction  der  wahren  Grösse  des  Winkels  von 
zwei  Geraden. 

Die  Umlegung  einer  ebenen  Figur  und  die  Halbierungs- 
ebenen des  bezüglichen  Drehungswinkels. 
Die  Bestimmung  der  Orthogonalprojection,  in  welcher 
ein    gegebenes   Dreieck    einem    andern  Dreieck    ähn- 
lich wird. 
101.,     -  167.     Die  Construction   der  Transversalen  zweier  Geraden, 

welche  gegebene  Länge  haben  und  einer  bestimmten 
Ebene  parallel  sind;  axonometrisch. 
Die  constructive  Auflösung  der  dreiseitigen  Ecke:  aus 
drei  Kantenwinkeln  die  Flächenwinkel.  (Vergl.  p.  584.) 
Construction  derjenigen  Ebenen,  welche  gegen  die 
erste  Projcctionsebeue  und  eine  gegebene  vertical  pro- 
jicierende  Ebene  vorgeschriebene  Winkel  machen. 
Die  Projectionen  des  regulären  Ikosaeders,  das  eine 
seiner  Flächen  in  der  ersten  Projectionsebene  hat. 

Construction  des  ebenen  Querschnitts  einer  Pyramide 
und  seiner  wahren  Grösse  und  Gestalt  mit  Hilfe  der 
centrischen  CoUineation,  in  der  er  zu  ihrer  Basis  steht. 
Schematigur  zur  Durchdringung  zweier  Polyeder. 
Construction  der  Durchdringung  eines  Würfels  mit  vcr- 
ticaler  Hauptdiagonale  und  eines  Ikosaeders  mit  hori- 
zontaler Fläche. 

108.,    -  176.     Construction    der    Durchdringung     einer    vierseitigen 

Pyramide  mit  einem  Prisma  mit  Hilfe  der  Ebenen  des- 
jenigen Büschels,  welches  die  Parallele  aus  der  Spitze 
der  erstem  zu  den  Längenkauten  des  letztem  zur 
Scheitelkante  hat;  axonometrisch. 

109.,     -  177.     Die    Parallelverschiebung    der  Projectionsebene    xoy 

und  ihre  Folgen  für  die  Projectionen  eines  Punktes 
und  einer  Geraden  sowie  für  die  Spuren  einer  Ebene. 
Bei  dieser  Figur  und  den  nächsten  bis  mit  Fig.-  120. 
ist  es  zweckmässig  für  den  Zeichner,  die  einander  fol- 
genden Transformationen  durch  verschiedene  Far- 
ben in  Zeichnung  und  Schrift  zu  unterscheiden. 

HO.,  -  178.  Construction  der  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  bei  un- 
zugänglichem zweiten  Durchstosspunkt  derselben. 

111.,     -  179.     Die  Transformation   durch  Drehung  der  Objecte    um 

die  Axe  und  O=>-f*30^  für  Punkt,  gerade  Linie  und 
Ebene;  die  Horizontalspuren  s^  und  i»,  sind  Tangenten 
desselben  aus  0  beschriebenen  Kreises  in  Punkten, 
deren  Bogenabstand  BB-[~d^  ist. 

112.,     -  181.     Die  Veränderungen  der  ersten  und  dritten  Projection 

einer  Pyramide  bei  Drehung  der  Projectionsebenen 
xoy  und  rOZ  um  die  Axe  OV. 

118.,  -  182.  Construction  der  Ebenen  8,  8*,  welche  durch  die  Ge- 
rade g  gehen  und  mit  der  Geraden  l  Winkel  tp  ein- 
schliessen,  für  die  «incpaiO,  4  ist,  durch  Benutzung 
der  Transformation  des  Projectionssystems.  Die  Buch- 
staben ^E'  und  ^F^  sind  zu  vertauschen. 
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Fig^.  114.,    p.  184.     Die  Ableitung  der  Projecüoncn  eines  Prisma^a  nns  ge- 
gebenen Daten  mit  Hilfe  einer  neuen  Projectionsebene. 

-  115.,     -  185.     Die  Auflösung  des  axonometrischen  Problems  für  ortho- 

gonale Parallelprojection  durch  Transformation. 

-  117.,    -  186.     Die  directe  Auflösung  des  axonometrischen  Problems 

für  orthogonale  Parallelprojection. 

-  119.,    -  189.     Die  directe  Lösung  des  axonometrischen  Problems  für 

die  gegebenen  Maassstabsverhältnisse  10 : 9  :  6. 

-  120.,    -  190.     Die  Construction    des    axonometrischen  Problems  für 

schiefwinklige  Parallelprojection:  Bestimmung  der  pro- 
jicierenden  Strahlen  und  der  Projectionsebeuen  für 
gegebene  Axen  und  Maassstabsverhältnisse;  die  abso- 
luten Maassstäbe  erhält  man  durch  die  Bestimmung 
der  wahren  Länge  des  Bildes,  z.  B.  (/  X  eines  der 
Axenabschnitte  0  X  in  der  schrägen  Ebene. 

Zweiter  Thetl. 

-  121.,     -  196.     Die  Singularitäten  ebener  Curven:    a)  Doppelpunkt; 

b)  Doppeltangente;  c)  Inflcxionstangente;  b)  und  d) 
Rückkehrpunkt. 

122.,     -  198.     Die  Benutzung  von  Hilfscurven   für  die   Bestimmung 

des  Berührungspunkts  einer  gegebenen  Tangente, 
der  Tangente  für  gegebenen  Berührungspunkt, 
des  Krümmung8mitteJpunk.ts  für  einen  Punkt  der 
Curve  und 

des  Fusspunktes  der  Normale  aus  einem  gegebenen 
Punkt  auf  die  Curve. 
Die  Raumcurve,  ihre  Punkte,  Tangenten  und  Schmie- 
g^ngsebenen,  d.  h.  ihre  developpable  Fläche. 
Die  centralprojectivische  Bestimmung  einer  Kegel- 
fläche mit  ebener  Leitcurve,  insbesondere  ihrer  Er- 
zeugenden. 

Die  beiden  ersten  Projcctionen  einer  Kegelfläche  mit 
ebener  Leitcurve,  ihre  Punkte  und  Erzeugenden  und 
ihre  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden. 

129.,  a.,  b.,  p.  207.     a)  Die  Tangentialebenen  von  einem  Punkte  im 

Raum  an  eine  Kegelfläche  mit  ebener  Leitcurve  in 
Central projection.  b)  Dieselben  in  orthogonaler  Paral- 
lelprojection. 

130.,    p.  209.     Die  Aehnlichkeit  und  ähnliche  Lage  der  Spur  und  der 

Fluchtlinie  der  Kegelflächen. 

131.,  -  210.  Die  Construction  der  Tangentialebenen  der  Kegel- 
fläche aus  einem  Punkte  und  die  Bestimmung  ilirer 
Schatten. 

132.,    -  211.     Die  Construction  der  Umrisse    einer  Kegelfläche  aus 

der  ersten  Projection  ihrer  Leitcurve  und  gegebener 
Ebene  derselben. 

133.,     -  213.     Der    Zusammenhang    ebener    Querschnitte    desselben 

Kegels  als  collinearer  Curven. 

134.,     -  217.  und  Fig.  135.,  p.  218.      Die    Construction    des    ebenen 

Querschnittes  einer  Kegelfläche  bei  gegebener  erster 
Spur  und  Spitze  desselben. 

136.,     -  219.     Construction  der  zweiten  Spur    einer  Kegelfläche  aus 

der  ersten  Spur  und  den  Projcctionen  der  Spitze. 

137.,     -  220.     Die  Centralprojection  des  ebenen  Schnittes  einer  Kegcl- 

fläche  aus  der  Spitze  und  der  in  einer  gegebenen  Ebene 
enthaltenen  Leitcurve  derselben. 
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Fig.  138.,    p.  222. 


139.,    -  228. 


140.,     -  229. 


141., 
142., 

143., 
144., 


-  281. 

-  232. 

-  234. 

-  237. 


145.,     -  239. 


146., 
147., 
148., 
149., 


Tafel.  I.,     -  247. 


Fig.  150.,     -  249. 


Tafel  IL,     -  261. 


Fig.  151.,    -  265. 


152., 


Directe  Bestimronng  der  wahren  Gestalt  des  Schnittes 
einer  Ebene  mit  der  darch  die  erste  Spur  und  die 
Projectionen  der  Spitze  bestimmten  Kegelfläche. 
Constroction  der  Umrisse  eines  Rotationskegels  in 
Parallelprojection  ans  Aze,  Scheitel,  Basis- Halbmesser 
und  Mittelpunkt. 

Construction    der    Umrisse    eines    Rotattonskegels    in 
Centralprojection  ans  denselben  gegebenen  Stücken. 
Ebener  Schnitt  des  Rotationskegels  (Hyperbel). 
Directe  Bestimmung  der  Brennpunkte  und  Directrixen 
des  ebenen  Querschnittes  eines  Rotationskegels. 
Ellipse  und  Hyperbel  als  Focalkegelschnitte. 
Der  elliptische  Schnitt  eines  Rotationskegels,  dessen 
Aze  in  XOZ  und  zu  OZ  parallel  liegt,  durch  eine  ver- 
tical  projicierende   Ebene  und  seine  Abwickelung  in 
die    Tangentialebene    des    Scheitels    A;    insbesondere 
Construction  der  Inflezionsstellen  der  Abwickelung. 

Zur  Entstehung  der  Inflezionen  in  der  Abwickelung 
von  Curven  mit  developpablen  Flächen,  auf  welchen 
sie  liegen. 

Zur  Bestimmung  der  Veränderung  des  Krümmungs- 
radius einer  solchen  Curve  in  Folge  der  Abwickelung. 
Die  Entstehung  der  Schraubenlinie  als  der  geodätischen 
Linie  des  Rotationscylinders. 

Die  Tangentenconstruction  der  Schraubenlinie  und  die 
developpable  Fläche  derselben. 

Bestimmung  der  Rückkehrkante  einer  developpabeln 
Schraubenfläche  aus  zweien  ihrer  coazialen  Schrauben- 
linien von  gleicher  Ganghöhe. 

Azonometrische  Darstellung  der  Schraubenlinie  8  und 
ihrer  developpabeln  Fläche  zur  Veranschaulichung 
ihrer  Doppelcurven  D. 

Construction  der  Schmiegungsebenen  der  Schrauben- 
linie durch  einen  gegebenen  Punkt  P  mit  Hilfe  des 
Richtungskegels. 

Der  Querschnitt  der  developpabeln  Schraubenfläche 
mit  einer  zweiten  projicierenden  Ebene ;  seine  unend- 
lichen Aeste  und  Asymptoten,  Doppelpunkte  und 
RQckkehrpunkte. 

Die  Abwickelung  der  developpabeln   Schraubenfläche 
und    ihres    ebenen    Querschnitts   zwischen    den  Spnr- 
evolventen  eines  Ganges, 
a)  p.  258.     Construction  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse 
für  ihre  Scheitel. 


-  240. 

-  242. 

-  245. 

-  246. 


152.,  b)  p.  258.     Construction  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse 

für  die  Endpunkte  von  zwei  conjugierten  Durch- 
messern. 

153  ,  p.  259.  und  154.,  p.  261.  Azonometrische  Darstellung  der  Tan- 
genten /,  der  Hauptnormalen  n,  der  Binormalen  6,  der 
Polarlinien  p,  der  Mittelpunkte  der  Krümmungskreise  Af^ 
der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln  K^  und  der 
Punkte  zweier  Evoluten  B,  E*  für  eine  Raumcurve  P. 

155  ,  -  263.  Dasselbe  für  die  Schraubenlinie  in  orthogonaler  Paral- 
lelprojection. 

156.,    -  265.  nnd  157.,  p.  267.    Zur  Construction  der  Durchdringungs- 

curven  von  zwei  Kegelflächen  mittelst  des  Büschels  der 
Hilfsebenen  durch  die  Verbindungslinie  ihrer  Spitzen. 
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Fi$r.  158.,    p.  273.     Zwei  Orthogonalprojectionen  der  Darchdringungscurve 

von  zwei  Cylindern  zweiten  Grades  mit  einem  Doppel- 
punkt. 
159.,    -  275.     Zwei  Orthogonalprojectionen  der  cubischen  Ellipse  und 

ihrer  developpabeln  Fläche. 

-  160.,     -  277.     Centralprojection  der  cnbischen  Parabel;  Fluchtlinie 

QV  und  Spur  8^  ihrer  developpabeln  Fläche. 
•     161.,     -  282.     Zur  Characteristik  des  Zusammenhangs  zwischen  einer 

Raumcnrve  und  ihrer  ebenen  Abbildung. 
162.,     -  286.     Darstellung  des  Zusammenhangs  zwischen  einer  Raum- 

curve  und  dem  ebenen  Querschnitt  ihrer  developpabeln 
Fläche. 

-  163.,     -  292.     Zur  Entstehung  des  Rückkehrpunktes  in  der  Parallel- 

projection  einer  Raumcnrve. 

-  164.,    -  296.     Durchdringung   zweier   Kegel  zweiten  Grades,    wenn 

die  Spitze  des  einen  auf  dem  Mantel  des  andern  liegt. 

-  165.,     -  299.     Die  Raumcnrve  vierter  Ordnung  mit  einem  stationären 

Punkte  als  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  mit  einer  gemeinsamen  Tangentialebene,  wenn 
die  Spitze  des  einen  auf  dem  Mantel  des  andetn  liegt; 
Darstellung  der  Doppelcurve  ihrer  developpabeln  Fläche 
und  der  involutorischen  Collineation ,  in  welcher  die 
Curve  und  Developpable  sich  selbst  entsprechen. 

Taf.  III.,     -  301.     Die  Orthogonalprojectionen  der  Durchdringung  zweier 

Kegel  zweiten  Grades  mit  einer  gemeinsamen  zu  XOZ 
parallelen  Hauptebene,  ihre  doppelt  projicierenden  Ke- 
gel, die  Horizontalspur  der  Developpabeln  und  die 
Projectionen  ihrer  Doppelcurven.  Die  Gruppen  der 
Curvenpunkte  mit  sich  schneidenden  Tangenten. 

Taf.  IV.,     -  307.     Die  Durchdringung  eines  zu  OZ  parallelen  Rotations- 

cylinders  mit  einem  Rotationskegel  von  zu  0  y  paral- 
leler und  die  des  Cylinders  schneidender  Axe  nach 
ihren  Symmetrien,  insbesondere  mit  den  beiden  übrigen 
doppelt  projicierenden  Kegeln. 

Fig.  166.,  p.  311.  Die  Schnittcurve  der  Tangentialebene  einer  krum- 
men Fläche  in  der  Nachbarschaft  des  Berührungs- 
punktes nach  ihren  drei  wesentlichen  Formen. 

-  167\,    -  313.     Zur  Veranschaulichung   des   conischen  Punktes   oder 

Doppelpunktes  einer  Fläche, 

Tafel  V.,    -  317.     Zwei  Orthogonalprojectionen  des  durch  drei  Gerade  g 

bestimmten  einfachen  Hyperboloids;  die  Oonstruction 
der  /,  insbesondere  die  der  zu  den  gegebenen  g  paral- 
lelen 1  und  das  von  ihnen  mit  jenen  bestimmte  Paral- 
lelepiped.  Umrisse,  Horizontalspur,  Mittelpunkt  der 
Fläche. 

Taf.  VI.,    p.  319.     Die  Centralprojection  des  einfachen  Hyperboloids  zu 

drei  gegebeneu  Erzeugenden  g;  Construction  der  Er- 
zeugenden ;,  insbesondere  der  zu  den  g  parallelen  1; 
Bestimmung  desjenigen  /,  welches  mit  einem  gegebe- 
nen g  dasselbe  Bild  hat.  Fluchtcurve,  Spur,  Umriss, 
Mittelpunkt  und  Asymptotenkegel  der  Fläche. 

Tig.  168.,  -  323.  Construetion  aller  durch  eine  Gerade  ^i  gehenden  Tan- 
gentialebenen des  einfachen  Hyperboloids  und  ihrer 
Berührungspunkte  aus  drei  entsprechenden  Paaren  der- 
selben; beispielsweise  in  einem  gegebenen  vierten  und 
^        für  den  unendlich  fernen  Punkt  derselben. 

Taf.  VII.,  -  332.  Construction  der  beiden  gemeinschaftlichen  Transver- 
salen /|,  ff  zu  vier  gegebenen  Geraden  gugt^gtih  oder 
Fi<dl«r,  Dantellcnde  Geometiie.  c 
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üebersicht  der  Figuren  und  Tafeln. 


Fig:.  169., 

p.  334. 

-     170., 

-  33B. 

-     171., 

•     044a 

-     172., 

-  344. 

-     17S., 

-  346. 

-  174., 

-  176., 

-  345. 

-  345. 

Taf.Vra.,  -  349. 


Tafel  IX.,   .  351. 


Tafel  X.,    -  856. 


Fig.  176.,    .  364. 


-  177., 

-  178., 


-  365. 

-  368. 


179.,    -  371. 


180.,    -  372. 


-    181., 
Tafel  XI., 


-  872. 

-  377. 


Fig.  182.,    -  390. 


der  Sehnittpankte  F^,f\  von  h  mit  dem  Hyperpoloid 
der  ^|,  g^  g^  und  der  Tangentialebenen  8^  8*  dnrch  h 
an  dasselbe. 

Constmction  der  Verticalprojeetionen  P^',  P*"  derjeni- 
gen Punkte  des  dnrch  das  windschiefe  Viereck  AB  CD 
bestimmten  hjrperbolischen  Paraboloids,  welche  eine 
gegebene  Horizontalprojection  /^  haben. 
Zur  Eriänternng  der  Bealehnngen  von  Pol  P  und  Polar- 
ebene P  in  Beasng  anf  eine  Fläche  zweiten  Grades  F,. 
Das  einfache  Hyperboloid  ans  Ellipse  und  Hyperbel, 
deren  gemeinsamer  Durchmesser  in  der  Anfangslage 
die  Hyperbel  schneidet; 

Das  hyperbolische  Paraboloid  ans  Parabel  und  Hy- 
perbel; 

Das  zweifache  Hyperboloid  aus  Ellipse  und  Hyperbel, 
deren  gemeinsamer  Durehmesser  in  der   Anfangslage 
die  Hyperbel  nicht  trÜFt; 
Das  Ellipsoid  aus  Ellipse  und  Ellipse; 
Das  elliptische  Paraboloid   ans  Ellipse   und  Parabel 
—  sämmtlich  axonometrisch. 

Constmction  des  ebenen  Querschnittes  1 ...  6  und  des 
demselben  entsprechenden  Pols  P  für  ein  Ellipsoid| 
welches  durch  drei  conjugierte  Durchmesser  AB^  CD^ 
EF  gegeben  ist. 

Selbstschattengrenze  und  Schlagschatten  auf  die  Pro- 
jectionsebenen  für  parallele  Lichtstrahlen  ron  einem 
zweifachen  Hyperboloid,  dessen  Hauptaxen  den  Pro- 
jectionsaxen  parallel  sind,  speciell  die  Scheitelaxe 
zu  OZ, 

Constmction  der  Axen  eines  Ellipsolds,  welches  durch 
die  conjunerten  Durchmesser  AB,  CD,  EF  der  zu 
XOF  und  XOZ  respective  parallelen  conjugierten 
Diametralschnitte  gegeben  ist. 

Das  dreiaxige  Ellipsoid  als  centrisch  collineares  Ab- 
bild der  Kugel;  seine  Kreisschnittsysteme  und  Kreis- 
punkte. Directe  Bestimmung  der  Axen  für  die  Colli- 
nearfigur  eines  Kreises.  (Vergl.  Fig.  177.) 
Das  zweifache  Hyperboloid  als  centrisch  collineares 
Abbild  der  Kugel;  Kreisschnittsysteme  und  Kreispunkte. 
Zur  Anschauung  der  in  zwei  Kegelschnitte  zerfallen- 
den Durchdringung  von  zwei  Flächen  zweiten  Qrades 
und  der  beiden  dnrch  sie  gehenden  Kegel.  Axono- 
metrisch. 

Zur    Benutzung   der  Hilfsebenen,  deren  Schnitte  mit 
einer  Fläche  zweiten  Grades  kreisförmige  Projectionen 
haben  für  die  Constmction  ihres  ebenen  Querschnitts. 
Constmction  des  Schlagschattens  im  Innern  einer  ho- 
rizontal begrenzten  hohlen  Halbkugel. 
Zur  Erläuterung  der  stereographischen  Projection. 
Die  Symmetrie  Verhältnisse  der  Durchdringung  von  zwei 
concentrischen  Flächen  zweiten  Grades.    Doppelt  pro- 
jicierende  Kegel  der  Curve  und  doppelt  aufgeschrie- 
bene Cunren  der  Dereloppabeln.    Axonometrisch.    Der 
mit   T„  und   M   in   gerader  Linie   und   symmetrisch 
zum  erstem  Punkt  für  M  als  Centram  gelegene  Punkt 
T49  musste  in  der  Figur  wegbleiben. 
Die  Focalcurven  und  die  Kreis-Diametralschnitte  des 
dreiaxigen  Ellipsolds.    (Axonometrisch.) 
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Fig.  18d.,  p.405.  Die  Fläche  der  flachg&n^en  Schraube; 

-  184.,  •  406.  Die  Wölbfl&ohe  des  Eingangs  in  den  runden  Thurm; 

-  185.,  -  406.  Das  Kugel-Conoid ; 

-  188.,  -  406.  Das  Normaleabiliidel; 

-  187.,  -  407.  Die  Fläche  der  scharfffängigen  Schraube; 

-  188.,  -  407.  Die  Wölbfläehe  des  schrägen  Durchgangs; 

-  189.,  -  409.  Das  Cjlindroid  —  sämmtlich  nach  ihrer  Erzeugung  aus 

drei  Leitlinien  azoaometrisch  dargestellt. 

-  190.,    -  414.    Zur  CoDstruction  der  Tangentialebenen  und  Berührungs- 

punkte einer  durch  drei  Leitcurven  Cj,  C^  C^  bestimm- 
ten windschiefen  Regelfläche  längs  einer  Erzeugenden  e. 

-  191.,    -  416.    Die   Tangentialebenen  der   Wölbfläche   des   schiefen 

Durchgangs  längs  einer  Erzeugenden, 

-  192.,     -  416.    Darstellung  des  Hyperboloids,  welches  sich  dem  Nor- 

malenbündel längs  einer  Erseugenden  /]  anschmiegt  und 
die  grosse  Aze  seiner  Leitcnrve  zweiten  Grades  enthält. 

-  193.,    *  419.     Constructlon  der  beiden  längs  der  Erzeugenden  /|  an 

eine  scharfgängige  Schraubenfläche  sich  anschmiegen- 
den hyperbolischen  Paraboloide,  welche  die  Projections- 
ebenen  XOV  respective  XOtZ  zu  Riehtungsebenen 
haben. 

-  194.,    -  422.    Darstellung  des  Kugel-Conoids,  welches  die  Ebene  X  0 1^ 

zur  RichtUDgsebene  hat;  insbesondere  seiner  singulären 
Erzeugenden. 

-  195.,    -  426.    Constructlon  des  osculierenden  einfachen  Hyperboloids 

für  eine  Erzengende  /|  der  windschiefen  Regelfläche 
dritten  Grades.  (Fig.  196.) 

-  196.,    -  442.    Die  Regelfläche  dritten  Grades  mH  einer  überall  reell 

doppelten  Leitgeraden  in  Centralprojection. 

-  197.,    -  443.    Die  Regelfläche   dritten  Grades  mit   einer  doppelten 

Leitgeraden  mit  reellen  Grenzpnnkten. 

-  198.,    -  449.     Schematische  azonometrische  Darstellung  einer  Rota- 

tionsfläche zur  Uebersicht  des  Zusammenhangs  zwischen 
den  erzeugenden  Cnrven  C,  den  Parallelkreisen  P  und 
den  Meridianen  M. 

-  199.,    -  453.    Die  Projectionen  von  Punkten   einer  Rotationsfläche 

aus  Aze  a  und  Meridian  Vixz  bei  Parallelismns  Yon 
a  und  OZ. 
'    200.,    -  455.    Gonstruction   der  Tangentialebene   und  Normale   der 

Rotationsfläche  in  einem  ihrer  Punkte. 

-  201.,    •  457.    Punkte  und  Tangentialebenen  des  einfachen  Rotations- 

hyperboloids aus  der  Aze  a  und  der  Erzengenden  e 
durch  Vermittelung  von  Kehlkreis  und  Spurkreis. 

-  202.,    -  461.    Constructlon  des  ebenen  Querschnitts  einer  Rotations- 

fläche durch  Punkte  und  Tangenten;  Punkte  in  den 
Umrissen,  höchste  und  tiefste  Punkte. 

-  203.,    -  464.    Directe  Bestimmung  der  Azen  des  ebenen  Querschnitts 

eines  durch  seine  Erzeugende  bestimmten  einfachen 
Rotationshypei  boloids. 

-  204.,    -467.    DerBerühmngskegeldesToms  aus  gegebenem  Scheitel; 

seine  Berührungscurve  mit  der  Fläche. 

-  205.,    -  468.    Der  Berührungscylinder  der  Rotationsfläche  bei  gege- 

bener Richtung  aer  Erzeugenden. 

-  206.,    -  472.    Directe  Bestimmung  der  Umrisse  einer  Rotationsfläche 

bei  schräger  Aze  in  Parallelprojection;  Grundlage. 
(Vergl.  t'igr.  139.) 

-  207.,    -  474     Constructlon  der  Umrisslinie  eines  Toms  in  Parallel- 

projection bei  schräger  Aze  desselben. 
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Fif^.  208.,    p.  481.     Zur  Begründung   der  Beleuchtungsconstructionen  für 

paralleles  Licht:  Kugel,  Rotationskegel,  Cylinder. 
Azonometrisch. 

-  209.,     -  483.    Construction  der  Intensitätslinien  des  geraden  Kreis- 

kegels bei  verticaler  Axe. 

-  210.,     -  484.     Construction   der  Intensitätslinien  des  geraden  Kreis- 

cylinders  bei  verticaler  Axe. 

-  211.,     -  486.    Hilfs construction  für  Bestimmung  der  Intensitätslinien 

einer  Rotationsfläche. 

Taf.  XII.,  -  486.  Die  Intensitätsiinien  des  einfachen  Rotationshyperbo- 
loids; der  Schlagschatten  im  Innern  desselben  und  auf 
die  Projectionsebenen. 

Fig.  212.,     -  493.    Directe  Construction  des  Doppelpunktes  D^^\  welchen 

die  zweite  Projection  der  Durchdriognngscurve  einer 
Kugel  mit  einer  Kegelflache  zweiten  Grades  zeigt. 

-  213.,     -  498.     Zur  Durchdringung  von  zwei  Rotationsflächen  mit  sich 

schneideudeu  Axen:  Punkte  und  Tangenten. 

-  214.,     -  600.    Zur  gemeinsam  umschriebenen  Developpabeln  für  zwei 

Rotationsflächen  mit  sich  schneidenden  Axen. 

-  216.,     -  602.     Zur  Durchdringung  von  Rotationsflächen  mit  sich  kreu- 

zenden Axen:  Punkte  und  Tangenten. 
'     216.  und  217.,  p.  607.     Die  Bestimmung  des  Punktes   in   der  Reihe, 

respective  des  Strahles  im  Büschel  aus  den  Funda- 
mental-Elementen  und  dem  Einheit-Element. 

-  218.,    p.  608.    Die  Verbindung  von  Reibe  und  Büschel  mittelst  der 

harmonischen  Grappirung  der  Fundamental-  und  Ein- 
heit-Elemente. 

-  219.  a)  und  b),   p.  610.     Die   Bestimmung    des   Punktes   respective 

Strahls  in  der  Ebene  in  Bezug  auf  das  Dreieck  re- 
spective Dreiseit  der  Fundamentalpunkte  (Strahlen) 
mit  Einheitpunkt  respective  Einheitstrahl. 

-  220.,    p.  613.     Construction  der  Harmonikale  F|  Ff  Fg  eines  Punktes 

P  in  Bezug  auf  ein  Dreieck  A^  A^  A^, 

-  221.,    -  614.    Die  Coordinatenbestimmungen  in  der  Ebene  für  Punkt 

und  Strahl  in  Bezug  auf  dasselbe  Fundamentalsystem 
bei  harmonischer  Trennung  der  Einheit-Elemente. 

-  222.,    -  617.    Die    Cartesischen   und   Plücker*8chen    Coordinaten   in 

der  Ebene. 

-  223.,     -  624.    Die  Coordinaten  des  Theilpunktes  in  der  Reihe  respe- 

ctive des  Theilstrahls  im  Büschel. 

-  224.,     -  634.    Zur  Coordinatenbestimmung  von  Punkt  und  Ebene  im 

Raum.    Axonometrisch. 

-  226.,     -  636.    Zur  Begründung  der  Gleichung  der  Ebene  respective 

des  Punktes  in  projectivischen  Coordinaten. 

-  226.,     -  638.    Die   Cartesischen    und  Plücker'schen  Coordinaten  im 

Raum.    Axonometrisch,  wie  die  folgenden. 

-  227.,    -  660.    Construction  einer  Geraden  im  Raum  aus  ihren  pro- 

jectivischen Coordinaten  bei  gegebenem  Fundamental- 
tetraeder und  gegebener  Einheitebene. 

-  228.,    -  667.    Zur  analytischen  Behandlung  der  Raumcurve  vierter 

Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  und  ihrer  developpabeln 
Fläche. 


Darstellende  Geometrie. 


Einleitung. 

Zweck  und  Bedeutung.  Der  nächste  Zweck  derdar- 
stellenden  Geometrie  ist  die  Bestimmung  räumlicher  For- 
men nach  Lage^  Grösse  und  Gestalt  durch  andere  räumliche 
Formen;  zumeist  geschieht  sie  durch  die  graphische  Daratellung 
in  einer  Fläche^  in  manchen  Fällen  durch  das  räumliche 
Abbild  oder  Modell.  Die  Untersuchung  der  gegenseitigen 
Beziehungen  der  so  bestimmten  Raumformen  mittelst  ihrer 
Darstellung  wird  daran  angeschlossen. 

Beides  macht  die  darstellende  Geometrie  zu  einer  wich- 
tigen Hilfswissenschaft  des  Technikers;  sie  dient  ihm 
bei  der  Nachahmung  schon  vorhandener  Erzeugnisse  seines 
Faches^  wie  bei  der  Erfindung  neuer  gleichmässig.  In  der 
Regel  ersetzen  die  nach  ihren  Methoden  hergestellten  Zeich- 
nungen die  so  viel  kostbareren  Modelle.  Die  erste  systema- 
tische Anleitimg  zur  Befriedigung  dieser  Bedürfnisse  boten 
J.  H.  Lamberts  Freie  Perspective  —  Zürich  1759  und 
G.  Monge's  G^om^trie  descriptive  —  Paris  1795. 

.In  zwei  Richtungen  erweitert  sich  diese  Bedeutung  noch. 
Zuerst  insofern  der  angestrebte  nächste  Zweck  gefördert  wird 
durch  die  Bildlichkeit  der  Darstellung ,  d.  h.  durch  ihre  Aehn- 
lichkeit  mit  dem  Gesichtseindrucke  ^  den  das  dargestellte 
Object  selbst  hervorbringen  würde;  man  ist  dadurch  veran- 
lasst, diese  Bildlichkeit  zu  gewinnen  und  man  sucht  dieselbe 
für  die  ebenen  Darstellungen  zu  erhöhen  durch  die  Aufnahme 
der  Beleuchtungsverhältnisse  in  die  Darstellung.  Damit  er- 
weitert sich  die  darstellende  Geometrie  nach  der  practischen 
Seite,  der  Seite  der  Darstellung,  zur  wissenschaftlichen 
Grundlage  der  Zeichenkunst;  sie  nimmt  für  ihre  Aus- 
führungen neben  der  Genauigkeit  die  Schönheit  zum  Ziel. 

Fiedler,  Darstellencle  Geometrie.  1 


2  Einleitung. 

Sodann  aber,  insofern  der  bezeichnete  Zweck  recht  ver- 
standen die  Darlegung  alier  Constructionen  der  Raurageometrie 
und  die  Lösung  ihrer  Aufgaben  verlangt,  hat  die  darstellende 
Geometrie  sich  als  geeignet  zur  naturgemässen  Entwickelung 
hiervon  zu  erweisen ;  und  es  ergiebt  sich ,  dass  sie  allerdings 
vermag,  in  den  Besitz  gerade  der  Elemente  zu  setzen,  aus 
denen  die  Eigenschaften  der  Figuren  gleichzeitig  mit  der 
Erzeugung  derselben  in  der  einfachsten  Weise  entspringen  — 
mit  andern  Worten,  dass  sie  durch  ihr  Verfahren  den  Orga- 
nismus der  Raum  formen  erkennen  lässt.  Daher  die  histo- 
rische Stellung  der  darstellenden  Geometrie  am  Anfang  der 
neuesten  Entwickelungs  -  Epoche  der  Geometrie;  nach  Lambert 
und  Monge  kommen  Poncelet  (1822),  Möbius  (1827),  Steiner 
(1832),  Chasles  (1837),  v.  Staudt  (1847)  in  stetiger  Folge, 
indess  vorher  Desargues  (1630)  ganz  vereinzelt  erscheint. 
Insofern  erweitert  sie  sich  nach  der  geometrischen  oder  theo- 
retischen Seite,  ihr  Studium  wird  zum  ersten  Hauptstück 
der  höheren  geometrischen  Studien.  Die  Geometrie 
der  Lage  ist  als  die  Fortsetzung  und  Erweiterung 
der  darstellenden  Geometrie  anzusehen,  bei  welcher  die 
systematische  wissenschaftliche  Entwickelung  alleiniger  Zweck 
ist,  also  die  Rücksicht  auf  die  Darstellbarkeit  und  die  Dar- 
stellung wegfällt. 

Methode.  Zum  Zwecke  der  graphischen  Darstellung 
wird  die  Raumform  auf  die  Bildebene  bezogen  und  diese 
durch  die  Zeichnungsebene  repräsentirt  —  allgemeiner 
Bildfläche  und  Zeichnungsfläche.  Die  Vereinigung  der  in  der 
Bildebene  vorhandenen  Bestimmungselemente  heisst  das  Bild 
oder  die  Projection  der  Raumform;  die  Methode  der  Be- 
ziehung, durch  welche  aus  der  Letzteren  die  Erste  hervorgellt, 
heisst  die  Abbildungs-  oder  Projections-Methode. 

Die  nächste  und  natürlichste  Quelle  aller  Abbildungs- 
methoden ist  das  mathematische  Abstractum  des  Sehprozesses: 
von  einem  Centrum  der  Projection  aus  gehen  nach  allen 
Punkten  des  darzustellenden  Objects  gerade  Linien  —  wir 
bezeichnen  ihre  Gesammtheit  als  das  Bündel  der  proji- 
cierenden  Strahlen  oder  als  den  Schein  des  Objects 
—  deren  Durchschnittspunkte  mit  der  Bildebene  die  Bilder 
oder  Projectionen  dieser  Punkte  sind. 
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Von  der  gegenseitigen  Lage  im  Moment  der  Abbildung 
abgesehen,  also  noch  nach  der  Aufhebung  derselben  sind 
daher  Original  und  Bild  durch  die  beiden  Gesetze  verbunden : 
Jedem  Punkte  des  Originals  entspricht  ein  Punkt 
des  Bildes  und  jeder  geraden  Linie  des  Originals 
entspricht  eine  gerade  Linie  im  Bilde.  Ist  das  Ori- 
ginal sowie  das  Bild  eine  ebene  Figur,  so  gelten  beide  Ge- 
setze auch  umgekehrt;  man  sagt:  Original  und  Bild  sind 
projectivisch  oder  stehen  in  der  Verwandtschaft  der  Pro - 
jectivität.  Die  specielle  gegenseitige  Lage,  die  beide  im 
Momente  der  Abbildung  haben,  kann  man  immer  als  die  per- 
spectivische  Lage  derselben  bezeichnen. 

Die  Theorie  der  ebenen  Abbildung  nach  diesen  Grund- 
sätzen nennen  wir  die  Lehre  von  der  Centralpr'ojection; 
sie  enthält  als  einen  Theil  die  Theorie  der  Perspective; 
als  ein  Specialfall  geht  aus  ihr  die  Lehre  von  der  orthogonalen 
oder  schiefen  Parallelprojection  hervor. 

Der  Verfolg  zeigt  sodann,  dass  man  auch  den  Raum  d.  i. 
die  nicht  ebenen  Formen  nach  Anleitung  derselben  Gesetze 
der  Projectivität  von  einem  Centrum  aus  und  für  dasselbe 
abbilden,  nämlich  räumlich  abbilden  oder  modellieren  kann; 
daraus  entspringen  die  in  der  Kunst  wie  die  in  der  Technik 
verwendeten  Modellierungs-Methoden. 

Entwickelungsgang.  Die  Entwickclung  hat  nothwen- 
dig  mit  der  Darstellung  und  Bestimmung  der  projicie- 
rcnden  Strahlen  zu  beginnen,  als  durch  welche  alles  Andere 
dargestellt  und  bestimmt  werden  muss ;  sie  hat  sodann  eben  diese 
Verwendung  auf  allen  Stufen  durchzuführen.  Die  O  b  j  e  c  t  e  d  e  r 
Darstellung  sind  die  geometrischen  Gebilde,  welche  durch 
Reihung  oder  durch  Bewegung  aus  den  geometrischen  Ele- 
mentarformen: Gerade  Linie,  Punkt  und  Ebene  erzeugt 
werden.  Die  Berücksichtigung  des  raumerfüUend.en  Inhaltes 
bleibt  den  Anwendungen  überlassen  —  dem  Architectur  -  und 
Maschinenzeichnen,  dem  topographischen  Zeichnen  etc.  Für 
die  Darstellung  der  Beleuchtungsverhältnisse  und  sonst  zur 
Erhöhung  der  Bildlichkeit  der  Zeichnungen  wird  den  geo- 
metrischen Flächen  die  Eigenschaft  der  Undurchsichtigkeit 
beigelegt. 

Wir  entwickeln   zuerst  an   der  Behandlung  der   geome- 
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trischen  Elementarformen  die  Methoden  der  darstellenden 
Geometrie  und  schliessen  daran  ihre  Anwendung  auf  das 
Studium  und  die  Darstellung  der  zusammengesetzten  Formen^ 
d.  i.  der  Polyeder,  und  insbesondere  der  Curven  und  der 
Flächen.  Dadurch  ermöglichen  wir  die  Anwendung  aller 
Methoden  und  die  Wahl  der  fiir  die  specielle  Absicht  zweck- 
gemässesten  unter  denselben  in  jedem  Falle  und  sichern  so 
ein  tieferes  und  rascheres  Eindringen. 


Erster  TheiL 


Die  Methodenlehre,  entwickelt  an  der  Untersuchung 
der   geometrischen    Elementarformen   und   ihrer    einfachen 

Verbindungen. 

A.  Die  Centralprojeetion  aU  Darstellunggmethode  und  nach  ihren 

allgemeinen  Gesetzen. 

1.  Das  Centrum  C  der  Projection,  der  Scheitel  oder 
Träger  des  Strahlenbündels  der  projicierenden  Geraden  wird 
auf  die  Bildebene,  die  zugleich  Zeichnungsebene  oder 
Tafel  sein  mag ,  durch  die  Normale  von  ihm  auf  sie  bezogen ; 
ihr  Fusspunkt  C,  heisst  der  Hauptpunkt,  ihre  Länge  CCy 
die  Distanz  d  und  der  mit  dieser  aus  dem  Hauptpunkt  in 
der  Bildebene  beschriebene  Kreis  D  der  Distanzkreis. 

Diess  vorausgesetzt  bestimmt  jeder  Punkt  P  der  Bild- 
ebene den  projicierenden  Strahl  CP,  der  nach  ihm  geht; 
alle  die  unendlich  vielen  Punkte,  die  in  dem  letzteren  liegen, 
werden  in  jenem  Punkte  der  Bildebene  abgebildet,  also  dass 
kein  Einzelner  unter  ihnen  bestimmt  wird.  Hiervon  machen 
nur  zwei  Punkte  des  projicierenden  Strahls  Ausnahme,  näm- 
lich der  Durchstosspunkt  P  des  Strahls  mit  der  Bildebene 
selbst,  welcher  mit  seinem  Bilde  P'  zusammentallt,  und  die 
Richtung  des  Strahles  oder  der  unendlich  ferne  Punkt  Q 
desselben,  der  Punkt,  den  er  mit  allen  anderen  ihm  parallelen 
Geraden  gemein  hat. 

Betrachten  wir  an  einem  projicierenden  Strahl  seine 
Länge  /  oder  CP  vom  Centrum  bis  zur  Tafel  und  seine 
Tafelneigung  oder  den  Neigungswinkel  ß  =  L  CPC^,  den  er 
mit  der  letztem  bildet,  so  sind  beide  in  dem  bei  C,  rechtwink- 
ligen Dreieck  CC^P  enthalten,  welches  die  Distanz  CC^  und  die 
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Linie  C,  P  vom   Hauptpunkte  nach   dem  Punkte  P  der  Bild- 
ebene zu  Katheten  hat.    Es  ist  also  für  C^P  =  r  und  CP  =  l 

r  •  tan  ß  =  d,  l  sin  ß  =  d. 

Fig.  1.  Alle  projicierenden  Strahlen, 

deren  Durchstosspunkte  für  einer- 
lei Hauptpunkt  und  Distanz  in 
einem  Kreise  liegen,  welcher  den 
Hauptpunkt  zum  Mittelpunkt  hat, 
haben  gleiche  Tafelneigung  ß  und 
gleiche  Länge  l  und  umgekehrt. 
Wir  nennen  daher  solche  Kreise 
Neigungskreise    und    haben 

ß  ^  45**,  je  nachdem  r  ^  d  ist ; 

insbesondere  ß  =  90*^  für  r  =  0 
und  ß  =  0  für  r  =  oo.  Der 
Distanzkreis  ist  also  der  Neigungskreis  für  45^,  der  Haupt- 
punkt der  für  90*^  und  die  unendlich  ferne  Linie  der  Bild- 
ebene entspricht  der  Neigung  0.  Insofern  die  zur  Tafel 
parallelen  projicierenden  Strahlen  eine  Ebene  bilden,  deren 
Schnittlinie  mit  der  Tafel  als  eine  Gerade  angesehen  werden 
kann,  nennen  wir  diesen  letztern  Ort  die  unendlich  ferne 
Gerade  oder  die  Stellung  der  BildebenQ. 

1)  Man  bestimme  r  aus  ß  und  dem  Distanzkreis  D. 

2)  Construiere  /  aus  D  und  r, 

3)  Construiere  ß  und  d  aus  C, ,  /  und  r. 

2.  Jede  Gerade  p  der  Bildebene  bestimmt  alle  die  pro- 
jicierenden Strahlen,  die  vom  Centrum  nach  ihren  Punkten 
gehen  und  damit  die  projicierende  Ebene,  die  von  ihm 
nach  ihr  selbst  gelegt  wird.  Auf  dieser  projicierenden  Ebene 
lassen  sich  unendlich  viele  das  Centrum  nicht  enthaltende 
Gerade  g  ziehen,  deren  Bilder  g  alle  mit  p  zusammen  fallen, 
von  denen  die  Gerade  p  also  im  Allgemeinen  keine  bestimmt. 
Ausgenommen  hiervon  sind  nur  die  Spur  der  projicierenden 
Ebene  in  der  Tafel,  d.  i.  p  selbst,  welche  mit  ihrem  Bilde 
p'  zusammenfällt  und  die  unendlich  ferne  Gerade  q  der  pro- 
jicierenden Ebene,  oder^die  Stellung  derselbeai,  ihre  Schnitt- 
linie mit  allen  zu  ihr  parallelen  Ebenen,  die  Linie  der  Rich- 
tungen aller  in  ihr  enthaltenen  Geraden. 
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Fig.  2. 


An  einer  projicierenden  Ebene  betrachten  wir  ihre  Breite 
b  zwischen  ihrer  Spur  und  der  durch  das  Centrum  gehenden 
Parallelen  derselben,  d.  i.  den  normalen  Abstand  ihrer  Schnitt- 
linie mit  der  Bildebene  und  der  Parallelen  zu  ihr  durch  das 
Centrum  und  sodann  ihre  Tafelneigung,  d.  i.  den  spitzen 
Neigungswinkel  «,  den  sie  mit  der  Bildebene  macht.  Fällen 
wir  vom  Hauptpunkte  C,  die 
Normale  auf  p,  die  sie  in  H 
treffe,  so  ist  im  rechtwink- 
ligen Dreieck  CC^H 
i  CHCy  =  a 
und  CH  =  6;  für  C^H  =  r 
ist  also 
r  tana  =  rf,  b  sinct  =  d. 

Alle  projicierenden  F^be- 
nen,  deren  Spuren  für  einerlei 
Hauptpunkt  und  Distanz  einen 
Kreis  berühren,  welcher  den 
Hauptpunkt  zum  Mittelpunkt 
hat,  haben  gleiche  Neigung  a  und  gleiche  Breite  b  und  umge- 
kehrt. Solche  Kreise  sind  gleichzeitig  Neigungskreise  für 
die  projicierenden  Linien  nach  ihren  Punkten  und  für  die  pro- 
jicierenden Ebenen  nach  ihren  Tangenten.  Die  Spuren  der  zur 
Bildebene  normalen  projicierenden  Ebenen  gehen  durch  den 
Hauptpunkt.  Die  zur  Tafel  parallele  projicierende  Ebene, 
deren  Spur  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Bildebene  ist,  so 
dass  die  Bilder  aller  in  ihr  gelegenen  Punkte  imd  Linien  un- 
endlich fem  sind,  soll  die  Verschwindungsebene  oder  die 
vordere  (erste)  Parallelebene  heissen. 

Polygone  oder  Curven  in  der  Bildebene  bestimmen  pro- 
jicierende Pyramiden  oder  Kegel  als  die  Vereinigungen  der 
entsprechenden  projicierenden  Geraden  und  Ebenen. 

1)  Man  construiere  b  und  r  aus  D  und  a, 

2)  In  der  projicierenden  Ebene  Cp  bestimme  man  die 
projicierenden  Geraden  von  der  Länge  /  oder  der 
Neigung  ß. 

3)  Durch  die  projicierende  Gerade  CP  lege  man  die 
projicierenden  Ebenen  von  der  Neigung  €c>  ß]  oder 
von  der  Breite  b>  l. 
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3.  Wir  wenden  uns  zur  Bestimmung  von  geraden  Linien 
und  Ebenen,  die  nicht  durch  das  Centrum  gehen.  Jede  Gerade 
gy  die  das  Gentrum  C  nicht  enthält  ^  bestimmt  mit  diesem 
eine  projicierende  Ebene  als  den  InbegrifiF  der  projicierenden 
Strahlen  ihrer  Punkte  oder  den  Ort  des  ihr  entsprechenden 
projicierenden  Strahlenbüschels  (Schein  der  Geraden);  die 
Spur  dieser  projicierenden  Ebene  in  der  Tafel  ist  das  Bild 
g  der  Geraden.  Unter  allen  geraden  Linien  in  dieser  pro- 
jicierenden Ebene  ist  g  ausgezeichnet  durch  ihren  Schnitt- 
oder Durchstoss- Punkt  S  mit  der  Tafel  —  diesen  theilt  sie 
mit  allen  andern  Strahlen  eines  durch  S  gehenden  Strahlen- 
büschels in  der  Ebene  Cg  —  und  durch  ihre  Richtung  oder 
ihren  unendlich  fernen  Punkt  Q  —  diesen  theilt  sie  mit  allen 

„,    „  Strahlen  des  Büschels  der 

Fig.  3. 

Parallelen  zu  g  in  der- 
selben projicierenden 
Ebene.  Durch  beide  Be- 
stimmungen ist  die  Gerade 
g  als  Verbindungslinie  von 
zwei  Punkten  oder  als  der 
gemeinsame  Strahl  von 
zwei  Strahlenbüscheln  be- 
stimmt; und  nach  §  2. 
sind  die  Punkte  S  und  Q 
ihrerseits  durch  ihre  pro- 
jicierenden Strahlen  allein 
völlig  bestimmt;  d.  h.  die  gerade  Linie  g  wird  bestimmt 
durch  den  Durchstosspunkt  5,  den  sie  mit  der  Bild- 
ebene erzeugt,  und  durch  den  Durchstosspunkt  des 
zu  ihr  parallelen  projicierenden  Strahls,  d.  i.  das 
Bild  Q'  ihres  unendlich  fernen  Punktes  Q  oder  ihrer  Rich- 
tung. Der  letztere  Punkt  soll  der  Fluchtpunkt  der  Geraden 
heissen.  Die  gerade  Verbindungslinie  ihres  Durchstosspunktes 
S  mit  ihrem  Fluchtpunkte  Q'  ist  das  Bild  g  der  Geraden  g. 
Die  Gerade  selbst  bestimmt  sich  aus  5,  Q'  und  D  als  die 
Parallele  zu  CQ\  welche  durch  S  geht.     (Fig.  3.  und  4.) 

Die  Gerade  hat  daher  dieselbe  Tafelneigung  ßy  wie  der 
projicierende  Strahl  ihrer  Richtung  Q\  wenn  wir  den  Durch- 
schnittspunkt der  Verschwindungsebene  mit  ihr  durch  R  be- 
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Fig.  4. 


zeichnen,   dessen  Bild   R'  die  Richtung    von   g    ist,    so    ist 

SR^Q'C^  d.  h.  die  Strecke  der  Geraden  g  zwischen 

Bildebene  und  Verschwindungs ebene  ist  gleich  lang 

mit  der  Strecke  des   ihr  parallelen  projicierenden 

Strahls  von  der  Bildebene  bis  zum  Centrum.     Macht 

man  in  der  Geraden  g  die  Strecke 

SM  gleich  und  entgegengesetzt  SR, 

so  ist  J«f  S  #  Q'C,  d.  h.  M  liegt  auf 

der  Geraden  g  ebensoweit  hinter  der 

Bildebene  wie  R  oder  C  vor  derselben 

und  das  Bild  M*  dieses  Punktes  ist 

die  Mitte  der  Strecke  zwischen  S 

und  fjf'^  denn  die  Diagonalen  eines 

Parallelogramms  halbieren  einander. 

Die  Punkte  M  auf  allen  denkbaren 

Geradenerfüllen  die  zweite  oder 

hintere  Parallelebenc,  eine  der 

Bildebene   parallele   Ebene    in    der. 

Entfernung. «f  auf  der  dem  Centrum  entgegengesetzten  Seite. 

1)  Parallele  Gerade  haben  denselben  Fluchtpunkt  für 
das  nämliche  2>;  alle  Normalen  zur  Tafel  haben 
ihren  Fluchtpunkt  im  Hauptpunkt  C,. 

2)  Demselben  Fluchtpunkt  und  Durchstosspunkt  entspre- 
chen bei  Unbestimmtheit  des  Centrums  alle  Strahlen 
eines  Bündels ;  wann  nur  die  eines  Strahlenbüschels  ? 

3)  Alle  Geraden  von  derselben  Länge  /  zwischen  Bild- 
und  Verschwindungsebene  haben  für  dasselbe  D 
gleiche  Tafelneigung  ß  und  ihre  Fluchtpunkte  liegen 
in  einem  Neigungskreis. 

4)  Bei  gegebenem  D  bestimme  man  /  und  ß  aus  S  und  Q\ 

5)  Bei  gegebenem  D  bestimme  man  aus  g^  S  in  dem- 
selben und  ß  den  Fluchtpunkt  Q\ 

6)  Bei  gegebenem  />  construiere  aus  g',  l  und  S  oder 
Q'  in  g   —  ()'  oder  S  und  ß. 

7)  Man  bestimme  bei  gegebenem  D  unter  den  proji- 
cierenden Linien  der  Punkte  von  g  oder  SQ'  die- 
jenige von  der  grössten  Tafelneigung  und  die, 
welche  eine  gegebene  Tafelneigung  ß  haben. 

8)  Alle  Geraden,  für  welche   bei   gegebenem  D   die 
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Strecke  SQ'  gleiche  Länge  n  hat,  schneiden  die 
Verschwindungsebene  in  Punkten  R  auf  einem  aus 
C  mit  n  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise. 
9)  Man  characterisiere  nach  ihrer  Lage  alle  Geraden 
vom  gegebenen  Schnittpunkt  M  mit  der  zweiten 
Parallelebene  und  gegebener  Bildlänge  SQ'  bei  ge- 
gebenem D  und  construiere  ihre  Bilder. 

10)  Bei  gegebenem  D  construiere  man  alle  Geraden  von 
gegebenem  5  für  gegebenes  /;  und  unter  ihnen  die 
für  gegebenes  «. 

11)  Man  bestimme  eine  Gerade  bei  gegebenem  2>  aus 
ihrem  Bilde  g   und  den  Längen  l  und  n. 

4.  Bei  einer  vollen  Umdrehung  des  projicierenden  Strahles 
in  der  projicierenden  Ebene  Cg  werden  alle  Punkte  von  g 
projiciert  imd  umgekehrt  zu  allen  Punkten  des  Bildes  g'  die 
entsprechenden  Punkte  des  Originals  g  bestimmt.  Wir  lassen 
ihn  von  S  über  M  nach  Q  und  in  demselben  Drehungssinne 
weiter  gehen  imd  bemerken  die  vier  Hauptlagen  CB,  CSy 
CMj  CQ.  Dann  entsprechen  den  in  demselben  Sinne  auf  ein- 
ander folgenden  Strecken  des  Originals  g  :  SM,  MQ  oder  ^cx>, 
QR  oder  ooR,  RS  Punkt  für  Punkt  die  Strecken  S'M'  oder 
SM%  M'Q\  Q'  R'  oder  Q'<x>  und  oo  S  des  Bildes  g\  Jenen 
Strecken  des  Originals,  welche  durch  die  Bildebene,  die  zweite 
Parallelebene,  das  Unendliche  —  die  unendlich  ferne  Ebene  — 
und  die  Verschwindungsebene  von  einander  getrennt  werden, 
entsprechen  die  Strecken  des  Bildes,  welche  der  Durchstoss- 
pnnkt,  die  Bildmitte,  der  Fluchtpunkt  und  der  unendlich  ferne 
Punkt  desselben  von  einander  scheiden.  Ein  Punkt  des  Ori- 
ginals und  der  entsprechende  Punkt  des  Bildes  liegen  in  ent- 
sprechenden Strecken;  aus  der  Lage  des  einen  kann  auf  die 
des  andern  geschlossen  werden. 

Man  erlangt  die  wirkliche  Bestimmung  dieser  Abhängig- 
keit durch  die  Umlegung  der  Geraden  g  mit  ihrer  pro- 
jicierenden Ebene  Cg  in  die  Bildebene.  Sind  der 
Distanzkreis  D  und  die  Gerade  g  durch  S  und  ff  also  ^'  (Fig.  5.) 
gegeben,  so  bestimmt  man  zuerst  die  Lage  6  oder  6*  des  mit 
der  projicierenden  Ebene  Cg  in  die  Bildebene  umgelegten 
Centrums  C,  indem  man  auf  das  Perpendikel  C^H,  welches 
vom  Hauptpunkt  auf  die  Gerade  g  gefällt  ist,  von  H  aus  die 
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Breite  b  der  projicierendeu  Ebene  Cg  abträgt  (§  3.).  Die  Um- 
legimgen  6  und  (S*  entsprechen  den  Drehungen  der  projicieren- 
den  Ebene  um  die  Winkel  et  und  (180^ — a)  respective.  Dann  ist 
6  ()'  (6  *  ö')  der  zur  Geraden  g  parallele  projicierende  Strahl  in  der 
Umlegung  —  zugleich  die  Länge  /  der  Geraden  g  —  und  diese 
selbst  (g)f  respective  (g)*  geht  durch  S  parallel  60'  respective 


/jfr 


'i 

I 


^> 


'^       ! 

fB^ : j-: -W 

tr*^'.     Die  von  6(6*)   nach  M  und  parallel  zu  g  gehenden 

Strahlen  bestimmen  die  Punkte  (M)  und  (Ä)  der  Umlegung. 

Die  wahren  Längen  der  in  Ä  B'  projicierten  Strecke  und  die 

Projectionender  in(-4),  {ß)  gelegenen  Punkte  ergeben  sich  daraus. 

1)  Bei  gegebenem  2>,  S  und  Q'  bestimme  man  die  Pro- 
jectionen  der  Endpunkte  der  von  S  aus  in  gr  abge- 
tragenen k  fachen  Distanz. 

2)  Aus  denselben  Daten  bestimme  man  die  wahre  Länge 
der  in  ÄBf  projicierten  Strecke  von  g. 

3)  Man  theile  ebenso  die  Strecke  Ä B>  von  g  in  Argleiche 
Theile. 

4)  Man  projiciere  ebenso  eine  der  Distanz  gleiche 
Strecke  in  der  Geraden  g^  welche  den  Verschwin- 
dungspunkt  B.  zum  Mittelpunkt  hat. 

5)  Man  löse  Aufgabe  11.  in  §  3.  durch  Umlegung  und 
erläutere  die  gegenseitige  Lage  der  entsprechenden 
Geraden. 
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Fig.  6. 


6)  Man  bestimme  den  normalen  Abstand  der  Geraden 

SQ'  vom-  Centrum  bei  gegebenem  D. 

5.  Eine  das  Centrum  C  nicht  enthaltende  Ebene 

E  enthält  unendlich  viele  Gerade  g.^  von  denen  keine  durch 

das  Centrum  geht;   die  Durchstosspunkte  Si  derselben  liegen 

nothwendig  in  der  Schnittlinie  der  Ebene  mit  der  Bildebene 

oder  in  ihrer  Spur  *; 
die  Fluchtpunkte  Qi 
derselben  liegen  in  der 
Schnittlinie  der  zur 
Ebene  E  parallelen  pro- 
jicierenden  Ebene  qt 
mit  der  Bildebene,  die 
wir  die  Fluchtlinie 
q'  der  Ebene  E  nennen 
wollen  und  die  also  zur 
Spur  s  parallel  geht. 
Eine  Ebene  wird 
durch  ihre  Spur  s 
und  ihre  Fluchtlinie  q'  bestimmt  (§3.).  Man  erhält  sie 
aus  diesen,  indem  man  durch  die  Spur  s  eine  Parallelebene  zur 
projicierenden  Ebene  Cq'  der  Fluchtlinie  legt.  Darnach  hat  die 
Ebene  E  dieselbe  Tafelneigung  a  und  dieselbe  Breite  zwischen 
Bildebene  und  Verschwindungsebene  wie  diese  Ebene  Cq\ 
(Fig.  6.) 

Die  Punkte  Ä,  all^r  in  der  Ebene  gelegenen  Geraden  gt 
liegen  in  der  zur  Spur  s  parallelen  Geraden  r,  in  welcher 
die  Ebene  die  Verschwindungsebene  schneidet;  der  Abstand 
derselben  vom  Centrum  C  oder  der  Geraden  /  ist  ebenso 
gross  als  die  Breite  des  Parallelstrcifens  zwischen  Spur  und 
Fluchtlinie  oder  ist  die  Bildbreite  der  Ebene  (§  7.).  Die 
zweite  Parallelebene  schneidet  die  Ebene  E  in  einer  zur 
Spur  parallelen  Geraden  m,  welche  die  Punkte  M  aller  Ge- 
raden der  Ebene  enthält;  r  und  m  sind  zwei  zu  s  parallele 
und  davon  gleich  entfernte  Gerade. 

1)  Ebenen  von   derselben  Stellung   haben    bei    gege- 
benem J>  dieselbe  Fluchtlinie. 

2)  Ebenen  von  gleicher  Breite  zwischen  Bild-  und  Ver- 
schwindungsebene haben  bei  gegebenem  D  dieselbe 
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Tafelneigung  ornind  ihre  Fluchtlinien  berühren  somit 
denselben  Neigongekreis. 

3)  Die  Geraden  r  in  der  Versch windungsebene  für  alle  die 
Ebenen;  welche  bei  gegebenem  D  dieselbe  Breite  des 
Parallelstreifens  s  q  besitzen,  berühren  einen  aus  C 
mit  dieser  Grösse  als  Radius  beschriebenen  Kreis. 

4)  Ebenen  von  parallelen  Spuren  und  gleicher  Breite 
zwischen  s  und  q'  haben  für  gegebenes  D  dasselbe  r^ 
wenn  für  beide  s  und  q  in  gleichem  Sinne  einander 
folgen.  Wie  liegen  ihre  r  bei  entgegengesetztem 
Sinn  dieser  Folge? 

5)  Wodurch  sind  Ebenen  characterisiert;  die  dasselbe 
m  haben? 

6)  Wie  insbesondere  die  mit  einerlei  m  und  gleicher 
Tafelneigung  «? 

7)  Ist  eine  Ebene  durch  Spur  und  Tafelneigung  oder 
Spur  und  Bild  breite  s  q    bei  gegebenem  D  bestimmt? 

8)  Der  normale  Abstand  der  Ebene  vom  Centrum  ist 
die  dem  Winkel  «  derselben  gegenüberliegende  Ka- 
thete in  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  welches  die 
Breite  ihres  Bildes  zur  Hypothenuse  hat. 


9)  Wie     bestimmt 

Flg.  7. 

man   eine  Ebe- 

- 

"  ü  ~ 

ne    durch    ihre 

X 

Fluchtlinie      q' 

/ 

und    ihren  Ab-    ; 

stand  e  vomCen-  ~ 

^ 

■"— 

trum    und    wie  . 

^f 

aus  der  Spur  s  — 

r 

OC.- 

und   demselben 

Abstand  bei  ge- 

-v-A 

gebenem  2>? 

Man  erkläre  die 

"■^  — 

\ 


r^Cf 


■4   ^-i» 


Figur  1,  welche  die  erste  Aufgabe  löst. 
10)  Derselben  Fluchtlinie  und  Spur  entsprechen  bei  Unbe- 
stimmtheit des  Centrums  alle  Ebenen  eines  Büschels. 
6.  Das  Bild  der  unbegrenzten  Ebene  E  bedeckt  die  ganze 
Bildebene ;  jede  Gerade  g  in  der  Letztern  bildet  eine  Gerade 
g  der  Ebene  E  ab^   deren   Durchstösspunkt  S  in  der  Spur  s 
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Flg.  8. 


/    ^>^' 


und  deren  Fluchtpunkt  Q'  in  der  Fluchtlinie  q'  der  Ebene 
liegt.  Jeder  Punkt  A^  der  Bildebene  ist  Bild  eines  Punktes 
A  der  Ebene  E^  der  der  Schnitt  des  projicierenden  Strahles 
CA'  mit  dieser  Ebene  ist  und  der  in  allen  den  Geraden  der 
Ebene  gelegen  ist;  deren  Bilder  durch  sein  Bild  A'  gezogen 
werden  können ;  alle  diese  Geraden  bilden  ein  Strahlenbüschel 
vom  Scheitel  A  und  der  Ebene  E,  ihre  projicierenden  Ebenen 
bilden  ein  Ebenenbüshel  von  der  Scheitelkante  CA  und  ihre 
Bilder  d.  i.  die  Spuren  der  Ebenen  dieses  letzteren  Büschels 
ein  Strahlenbüschel  in  der  Bildebene  vom  Scheitel  A'. 

Durch  die  geraden 
Linien  r,  s,  m  (Fig.  8.)  und 
die  unendlich  ferne  Ge- 
rade q  der  Ebene  E  wird 
dieselbe  in  vier  Regio- 
nen getheilt;  rs,  $m,  mq 
oder  m  cx>  und  qr  oder 
Qo  r,  wie  sie  im  Sinne 
von  der  Bildebene  nach 
der  Verschwindungs- 
ebene  einander  folgen; 
denselben  entsprechen 
die  Regionen  der  Bild- 
ebene, welche  die  Linien  r  oder  oo',  5,  m  und  q  begrenzen, 
also  oo'' ^,  sm\  tn  q  und  ^'oo'.  Dieses  erlaubt,  die  Schlüsse 
des  §  5.  von  einer  in  der  Ebene  gelegenen  Geraden  g  auf 
diese  Ebene  selbst  zu  übertragen,  weil  jede  zur  Tafel  paral- 
lele Gerade  in  der  Ebene  ein  zu  s  und  q  paralleles  Bild  hat. 
Die  directe  Bestimmung  dieser  Abhängigkeit  liefert  die  Um- 
legung der  Ebene  in  die  Tafel  (§  IL). 

1)  Man  verzeichne  die  Strahlen  eines  Büschels  in  der 
Ebene  sq,  dessen  Scheitel  zwischen  s  und  r  liegt. 

2)  Gerade  Linien  in  einer  Ebene,  deren  Bilder  ein- 
ander parallel  sind,  bilden  ein  Strahlenbüschel, 
dessen  Scheitel  ein  Punkt  der  Geraden  r  ist. 

3)  Man  ziehe  auf  der  Ebene  sq[  bei  gegebenem  D 
durch  den  Punkt  vom  Bilde  A'  die  Geraden  von 
der  Tafelneigung  (3  und  durch  den  Punkt  vom  Bilde 
B'  in  derselben  Ebene  die  zu  ihnen  parallelen. 


/ 
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4)  Man  lege  bei  gegebenem  />  durch  eine  bestinmitc 
Gerade  SQ.  die  Ebenen  von  vorgeschriebener  Ta- 
felneigung  a,  insbesondere  die  Ebene  von  der  klein- 
sten Tafelneigung. 

5)  Für  Gerade,  welche  sich  schneiden,  d.  i.  in  derselben 
Ebene  liegen,  ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Durch- 
stosspunkte  zu  derjenigen  ihrer  Fluchtpunkte  parallel. 

6)  Durch  Punkte  A^y  A^^  •••,  welche  auf  Geraden 
S, Ol'?  5^2 O?»  *••  respective  liegen  und  durch  ihre 
Bilder  ^/,  Ä^y  •••  in  ihnen  bestimmt  sind,  lege 
man  die  parallelen  Geraden  vom  Fluchtpunkt  Q' 
oder  insbesondere  die  Normalen  zur  Tafel. 

7.  Durch  jede  gerade  Linie  g  oder  SQ'y  die  nicht  selbst 
normal  zur  Tafel  ist,  geht  eine  zur  Tafel  normale  Ebene, 
die  Ebene  aller  der  Per- 
pendikel die  von  den 
Punkten  der  Geraden 
auf  die  Bildebene  gefallt 
werden;  man  erhält 
ihre  Fluchtlinie  q  somit 
(Fig.  9.)  durch  Verbin- 
dung des  Fluchtpunktes 
O'mit  dem  Hauptpunkte 
C,  und  ihre  Spur  s  als 
die  Parallele  dazu  durch 
S.  Bestimmt  man  dann 
die  Tafelneigung  ^  der 
Geraden  mit  Hilfe  der 
Distanz  d  and  trägt  sie 
in  S  an  5  an,  so  erhält 

man  in  dem  neuen  Schenkel  dio  Lage  (</)  der  Ooraden, 
welche  sie  annimmt,  wenn  man  die  durch  sie  gelegte  Nor- 
malebene zur  Tafel  mittelst  Drehung  um  ihre  Spur  s  in 
diese  überführt;  und  es  ist  {g)  parallel  zu  6£)'.  Ist  dann  Ä 
das  Bild  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden ,  so  ist  C,  Ä 
die  durch  denselben  gehende  Normale  zur  Tafel  und  P  ihr 
Durchstosspunkt;  trägt  man  in  P  einen  rechten  Winkel  an  s 
an,  so  erhält  man  in  {g)  die  Lage  des  Punktes  {Ä)  und  in 
P{Ä)   die   normale  Entfernung  desselben    von  der  Bildebene 


/fs> 
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oder  die  Länge  der  entsprechenden  Tafelnormale  oder  Tafel- 
ordinate y.     Weil 

A  (A)PS  ro  A(S,C^&  und  d  SPÄ  no  A  Q'Cy^ Ä,     so  folgt 

{Ä)P  :iS,C^=y:d  =  PS:C^O'=SA':  Q'  Ä\ 

d.  h.  die  Tafelordinate  eines  Punktes  verhält  sich 
zur  Distanz  wie  der  Abstand  vom  Durchstosspunkt 
einer  ihn.  enthaltenden  Geraden  bis  zu  seinem  Bilde 
zu  dem  Abstand  vom  Fluchtpunkt  derselben  bis  zu 
seinem  Bilde.  Und  überdiess,  wenn  y  und-^  von  der  Bild- 
ebene aus  in  demselben  Sinne  gezählt  sind^  d.  h.  wenn  der 
betrachtete  Punkt  mit  dem  Centrum  auf  derselben  Seite  der 
Bildebene  liegt,  so  verlaufen  auch  SÄ  und  Q' Ä  in  demselben 
Sinne,  d,  h.  Ä  theilt  die  Strecke  SQ'  als  ein  äusserer 
Theilpunkt  in  dem  Verhältniss  y'-  d\  wenn  dagegen  y  und 
d  von  der  Bildebene  aus  in  entgegengesetztem  Sinne  gehen, 
oder  wenn  der  betrachtete  Punkt  auf  der  dem  Centrum  ent- 
gegengesetzten Seite  der  Bildebene  liegt,  so  verlaufen  SÄ 
und  Q*  Ä  in  entgegengesetztem  Sinne,  und  Ä  theilt  die  Strecke 
SQ'  als  ein  innerer  Theilpunkt  nach  dem  Verhältniss 
y  :  d,  (Vergl.  §  4.).  Legen  wir  dem  Theilverhältniss  des 
Punktes  A'  in  der  Strecke  SQ'  das  Vorzeichen  bei,  wel- 
ches ihm  als  Quotienten  zweier  im  gleichen  oder  im  entge- 
gengesetzten Sinn&  gezählter  Strecken  zukommt,  also  dem 
des  äussern  Theilpunktes  das  positive,  dem  des  innem  das 
negative  Zeichen,  so  entspricht  diess  der  Auffassung  der 
Tafelordinaten  als  im  einen  und  im  andern  Sinne  gezählt, 
als  positiv  oder  negativ,  oder  umgekehrt  —  wir  wollen  das 
Erste  festsetzen  —  je  nachdem  sie  zu  Punkten  auf  der  Seite 
des  Centrums  oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Bild- 
ebene gehören. 

1)  Man  erläutere  Aufgabe  5.  des  vorigen  §  von  dem 
entwickelten  Gesetze  aus. 

2)  Man  construiere  bei  gegebenem  D  die  Bilder  der 
Punkte  einer  gegebenen  Geraden  SQ'  aus  den  ge- 
gebenen Tafelordinaten  yi  derselben;  ebenso  die  zur 
Tafel  parallelen  Geraden,  in  welchen  die  Punkte 
einer  gegebenen  Ebene  von  vorgeschriebenem  Ta- 
felabstand li^en. 
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3)  Man  erläutere  die  unendlich  ferne  Lage  der  Bilder 
der  in  der  Verschwindungsebene  gelegenen  Punkte 
mittelst  desselben  Gesetzes.  (Theilverhältniss  +  1). 

4)  Man  verzeichne  die  Bilder  von  Punkten,  welche 
durch  die  Fusspunkte,  die  Längen  und  den  Sinn 
ihrer  Tafelordinaten  bestimmt  sind. 

5)  Man  ziehe  durch  den  Punkt  von  der  Tafelordinate 
y  in  der  Geraden  SQ'  eine  Gerade  von  gegebenem 
Durchstoss-  oder  Fluchtpunkt. 

1 6)  Man  zeige,  dass  in  der  Figur  dieses  §  die  Punkte 
6,  j(  und  {A)  in  einer  geraden  Linie  liegen  müssen 
und  gebe  die  Lage  an,  in  welche  die  Gerade  r  der 
Normalebene  in  der  Umlegung  gelangt.  (Vergl.  §  9.). 
8.  Nur  scheinbar  unzugänglich  den  vorigen  Bestimmungs- 
weisen sind  die  Geraden  und  Ebenen,  welche  der  Bild- 
ebene parallel  liegen,  weil  ihre  Durchstoss-  und  Flucht- 
punkte, Spuren  und  Fluchtlinien  unendlich  entfernt  liegen. 
Denn  eine  zur  Bildebene  parallele  Gerade  ist  durch  ihr  Bild 
und  einen  in  ihr  gelegenen  Punkt  oder  eine  durch  sie  gehende 
£bene  bestimmt;  diese  beiden  Bestimmungsarten  kommen 
überdiess  auf  einander  zurück.  Eine  zur  Bildebene  parallele 
Ebene  ist  durch  einen  ihrer  Punkte  und  ein  solche  durch 
eine  ihn  enthaltende  Gerade  bestimmt,  welche  die  Bildebene 
sehneidet.  Endlich  sind  insbesondere  die  Punkte  R  und 
Geraden  r  der  Verschwindungsebene  als  Punkte  be- 
kannter Geraden  und  als  Linien  in  bekannten  Ebenen  schon 
bestimmt  worden;  die  Angabe  ihrer  Lage  in  der  Verschwin- 
dungsebene gegen  das  Centrum  genügt,  um  solche  sie  ent- 
haltende Gerade,  respeclive  Ebenen  zu  verzeichnen.  Damit 
schliessen  sich  dann  auch  diese  speciellen  Fälle  der  Verwen- 
dung in  den  jetzt  lösbaren  Aufgaben  über  die  gegenseitige 
Lage  von  Punkten,  Ebenen  und  Geraden  an. 

1)  Man  ziehe  und  bestimme  die  gerade  Linie  So' zwi- 
schen zwei  Punkten  A  und  B^  die  durch  ihre  Bil- 
der A^y  B'  in  den  Geraden  S^Q^' ,  S^Q-i  gegeben 
sind;   speciell  die  Parallele  durch  A  auf  5,0/  zu 

2)  Durch  zwei  auf  verschiedenen  Geraden  gegebene 
Punkte  ziehe  man  die  geraden  Linien,  welche  mit 

Fiedler,  Dantellende  Geometrie.  !S 
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einer  dritten  gegebenen  Geraden  sich  in  der  Ver- 
schwindungsebene  schneiden. 

3)  Man  bestimme  die  Spur  und  Fluchtlinie  der  Ebene 
durch  drei  Punkte  J,  B,  C,  welche  durch  ihre  Bil- 
der auf  den  Geraden  S, ()/,  5^2 Ö2';  ^^O^  gegeben 
sind. 

4)  Man  verzeichne  die  durch  zwei  Punkte  parallel 
einer  geraden  Linie  und  die  durch  einen  Punkt 
parallel  zu  zwei  geraden  Linien  gehende  Ebene; 
oder  die  Ebene  durch  eine  Gerade  parallel  einer 
andern  Geraden  und*  die  durch  einen  Punkt  pa- 
rallel einer  gegebenen  Ebene. 

f))  Man  construiere  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen 
und  den  Schnittpunkt  von  drei  Ebenen;  insbeson- 
dere die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  mit  paralle- 
len Spuren. 

())  Man  bestimme  den  Schnittpimkt  von  zwei  geraden 
Linien  Sjß,',  S.2O2   n^it  sich  deckenden  Bildern. 

7)  Man  bestinmie  den  Durchschnittspunkt  einer  Ge- 
raden SQ'  mit  einer  Ebene  sq\ 

8)  Man  construiere  die  durch  den  Punkt  A'  auf  S,ö,' 
gehende  Gerade  SQ'y  welche  zwei  andere  gegebene 
Gerade  S2Q2,  S^Q-/  schneidet,  die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen;  insbesondere  die  Transversale  von 
zwei  Geraden  in  vorgeschriebener  Richtung. 

9)  Man  ziehe  die  möglichen  parallelen  Geraden  durch 
gegebene  Punkte  in  zwei  gegebenen  nicht  parallelen 
Ebenen. 

Die  speciellen  Lagen  von  Punkten  und  Geraden  in  der 
Verschwindungsebene  oder  von  Geraden  und  Ebenen  parallel 
zur  Tafel  sind  hier  überall  einzuführen. 

9.  Wenn  5,  ö/  und  S2Q2  in  Fig.  10.  zwei  gerade  Linien 
sind,  die  sich  im  Punkte  P  vom  Bilde  P'  schneiden  und  also  sg' 
ihre  Ebene  ist,  so  ist  der  von  ihnen  gebildete  Winkel 
bei  P  dem  Winkel  der  ihnen  respective  parallelen  projicie- 
renden  Strahlen  CQi,  CQ2  am  Centrum  C  gleich.  Dieser  aber 
kann  bei  gegebenem  D  durch  die  Umlegung  der  projicieren- 
den  Ebene  C/  in  wahrer  Grösse  gefunden  werden;  nach  §4. 
ist  (>.  das  umgelegte  Centrum  und  damit  «p/Cfö./  der  gesuchte 
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Winkel.    Die  zweite  Lage  des  umgelegten  Centrums  6*  giebt 
den  nämlichen  Winkel. 

Wir  bemerken  sodann  ^  dass  die  Winkel  der  parallelen 
Projicierenden  6 öi'^  ^Qi  mit  der  Fluchtlinie  q  den  Winkeln 
der  Geraden  g^^  g^  selbst  mit  der  Spur  s  gleich  ^nd  und 
dass  die  Punkte  iSj,  S^  bei  der  ümlegung  der  Ebene  in  die 
Tafel  an  ihrem  Orte  bleiben  und  schliessen,  dass  die  Paral- 
lelen zu  (5  Q^    aus  S^ ,   und  zu  (?  Q.^   aus  S.^  respective  die  mit 
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der  Ebene  sq  in  die  Tafel  umgelegten  Geraden  g^  und  g^ 
d.  i.  (flr,)  und  {g.^  sind  und  dass  ihr  Schnittpunkt  {P)  die 
Umlegung  des  Punktes  P  repräsentiert.  Denken  wir  endlich 
unter  den  Geraden  der  Ebene  sq'y  welche  durch  P  gehen, 
diejenige,  deren  Bild  das  umgelegte  Centnim  6  enthält,  so 
folgt  aus  der  Lage  ihres  Durchstoss-  und  Fluchtpunktes,  dass 
ihre  Umlegung  mit  ihr  selbst  zusammenfällt  und  dass  somit 
die  Punkte  P'  und  {P)  immer  in  einer  geraden  Linie  aus 
dem  umgelegten  Centrum  iS  liegen  müssen. 


*>♦ 
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Zieht  man  weiter  durch  das  umgelegte  Centrum  6  Pa- 
rallelen zu  den  Projectionen  ^,',  g2  respective  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  den  Umlegungen  (pi),  (^.^),  so  erhält  man  in  (/?,); 
(Äj)  die  Umlegungen  der  Punkte  dieser  Geraden  in  der  Ver- 
schwindungsebene  (Fig.  4 , 5.  §  3.,  4.),  welche  in  der  zu  s  pa- 
rallelen Geraden  r  der  Ebene  g^g.^  d.  i.  in  ihrer  Umlegung 
liegen  müssen. 

Da  die  Entfernung  von  6  bis  r  dem  Abstand  der  Paral- 
lelen q  und  s  gleich  ist,  so  ist  (r)  bestimmt,  wenn  das  um- 
gelegte Centrum  6  bestimmt  ist. 

Auf  der  andern  Seite  von  s  ebensoweit  entfernt  davon 
wie  (r)  liegt  (m),  die  Umlegung  der  Schnittlinie  der  Ebene 
mit  der  hinteren  Parallelebene. 

1)  Der  Winkel  von  zwei  Geraden,  die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  wird  durch  ihre  projicierenden  Pa- 
rallelstrahlen ebenso  bestimmt  wie  der  ebene  Winkel. 

2)  Welchen  Winkel  bildet  eine  beliebig  gegebene  Ge- 
rade mit  der  Normale  zur  Bildebene?  Welchen  mit 
einer  beliebigen  Geraden  in  der  Bildebene? 

3)  Man  verzeichne  in  der  Ebene  sq  um  einen  gege- 
benen Punkt  derselben  als  Mittelpunkt  einen  Rhom- 
bus, von  welchem  zwei  Gegenseiten  die  Tafelneigung 
30^  haben  und  theile  die  ganze  Ebene  von  ihm 
aus  in  gleiche  Rhomben  —  mit  oder  ohne  Bestim- 
mung der  wahren  Gestalt  derselben. 

10.  Die  Bestimmung  der  Winkel  zwischen  geraden  Li- 
nien und  Ebenen,  sowie  derjenigen  zwischen  je  zwei  Ebenen 
wird  nach  bekannten  Definitionen  auf  die  der  Winkel  zwi- 
schen Linien  zurückgeführt.  Dieselben  fordern  die  Con- 
struction  der  Normalen  zu  einer  Ebene  oder  die 
der  Normalebenen  zu  einer  Geraden.  Da  alle. Nor- 
malen derselben  Ebene  von  gleicher  Richtung  und  alle  Nor- 
malebenen derselben  Geraden  von  gleicher  Stellung  sind,  so 
kommt  diese  Construction  auf  die  Kenntniss  der  Beziehung 
zurück,  welche  zwischen  dem  Durchstosspunkt  Q'  einer  pro- 
jicierenden Geraden  CQ'  und  der  Spur  q'  der  zu  ihr  normalen 
projicierenden  Ebene  Cq'  stattfindet.  Diese  besteht  aber  darin, 
dass  die  zu  q'  normale  projiciereride.  Ebene,  welche  auch  CQ' 
enthält,  mit  dieser,  der  Bildebene  und  der  projicierenden  Ebene 
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Cq  ein  bei  C  rechtwinkliges  Dreieck  Cß'iST  (Fig.  11.)  erzeugt; 
in  weichem  die  zur  Hypotenuse  (J  H  gehörige  Höhe  die 
Distanz  d  ist;  indess  die  spitzen  Winkel  bei  H  und  Q'  die 
Tafelneigungen  «  und  ^  pj^  ^j 

der  projieierenden  Ebene 
und  Geraden  un^  die  Ab- 
schnitte der  Hypotenuse 
C,ö',  C^H  die  Abstände 
der  Ö*  und  q  vom  Haupt- 
punkt sind.  Man  hat  also 

C^Hid=d:C^  ff. 

Die  nämliche  Relation 
besteht  zwischen  dem  ^  q' 
Fluchtpunkt  einer  gera- 
den Linie  oder  einer 
Schaar  von  Parallelen  und 
der  Fluchtlinie  aller  zu  ihr  oder  ihnen  normalen  Ebenen  oder 
zwischen  der  Fluchtlinie  einer  Ebene  oder  einer  Schaar  von 
parallelen  Ebenen  und  dem  Fluchtpunkt  der  dazu  normalen 
Geraden. 

1)  Man  construiere  bei  gegebenem  D  —  der  Distanz- 
kreis wird  auch  für  alle  folgenden  Aufgaben  dieses 
§  ab  gegeben  gedacht  —  die  Normale  SQ'  einer 
Ebene  sq^  die  von  dem  Punkte  Ä  in  der  geraden 
Linie  S^Q(  ausgebt*,  speciell  ihren  Fusspunkt  B 
in  der  Ebene  und  die  wahre  Länge  AB,  Die  Nor- 
malebene der  Ebene  sq'  durch  S^  Q^'  dient  am  besten. 

2)  Man  construiere  die  Normalebene  sq'  der  Geraden 
Sff  durch  den  Punkt  A'  in  der  Geraden  5,ß,'  und 
das  Perpendikel  von  diesem  Punkte  auf  jene  Ge- 
rade —  mittelst  ihres  Fusspunktes  in  der  Normal - 
ebene. 

3)  Man  bestimme  die  wahre  Grösse  des  Winkels  der 
geraden  Linie  Sff  mit  der  Ebene  sq  nach  beiden 
geometrischen  Definitionen.  Welche  giebt  die  bes- 
sere Construction? 

4)  Man.  lege  durch  eine  gegebene  Parallel -Linie  zur 
Tafel  die  Normalcbene  zu  einer  gegebenen  Ebene. 
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5)  Man  bestimme  die  wahre  Grösse  der  Winkel, 
welche  die  Ebenen  s^  q(y  s^  q^  mit  einander  ein- 
Bchliessen  und  die  Halbierungsebenen  dieser  Winkel. 


Fig.  12. 


6)  Eine  Ebene  zu  construieren,  welche  zur  Ebene  sq' 
normal  ist,  die  Tafelneigung  a  =  40**  hat  und  den 
Verschwindungspunkt  R  einer  gegebenen  Geraden 
SQ'  enthält. 

Fig.  13. 
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7)  Man  lege  durch  die  in  der  Ebene  sq  enthaltene 
Gerade  S^  die  beiden  Ebenen;  welche  mit  jener 
den  Winkel  von  25®  bilden.  Man  erkläre  die  in 
Figur  12.  enthaltene  Lösung  und  fuge  die  zweite 
hinzu. 

8)  Man  soll  diejenigen  durch  eine  Gerade  Sijf  gehen- 
den Ebenen  bestimmen  ^  welche  mit  einer  dieselbe 
schneidenden  Ebene  sq  Winkel  a  =  54"  ein- 
schliessen  —  indem  man  mit  den  Fluchtelementen 
construiert.  Die  Figur  13.  enthält  die  Lösung^  sie 
ist  zu  erläutern. 

Fig.  14. 
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9)  Man  jrojiciere  und  bestimme  die  kürzeste  Ent- 
fernung AB  von  zwei  nicht  in  einerlei  Ebene  ge- 
legenen Geraden  5,  Q^,  S^  O2  —  als  Durchschnitts - 
linie  SQ'  der  die  beiden  Geraden  enthaltenden 
Normalebenen  s^ql%  s.^q^  zu  der  projicierenden 
Ebene  CQ{Q.^,  die  zu  beiden  parallel  ist;  was 
bleibt  der  Figur  14.  hinzu  zu  fügen? 
Dasselbe  insbesondere  für  zwei  Gerade,  von  denen 
die  eine  parallel,  die  andere  normal  zur  Tafel  ist. 
10)  Wenn  drei  projicierende  Linien  oder  Ebenen  eine 
trirectanguläre  Ecke  bilden,  so  sind  ihre  Spuren 
in  der  Bildebene  die  Ecken  oder  Seiten  eines 
Dreiecks,   welches  den   Hauptpunkt   zum   Höhen- 
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Schnittpunkt  hat  und  das  Rechteck  der  Höhenab- 
schnitte gleich  dem  Quadrate  der  Distanz. 
11.  Im  Vorhergehenden  ist  offenbar  zugleich  die  üm- 
legung  einer  Ebene  in  die  Bildebene  d.  i.  die  Dar- 
stellung der  wahren  Grösse  und  Gestalt  ebener  Figuren  und 
Systeme  aus  ihren  Projectionen  enthalten.  Denn  jede  gerade 
Linie  der  Ebene  sq   wird  so  umgelegt  wie  g^  in  {g^  (§  9.) 
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und  jeder  Punkt  derselben  somit  als  der  Durchschnitt  vpn  zwei 
Geraden  in  der  Ebene  sowie  P  durch  <7i  und  grj  (^ig*  lö-)*  Sind 
diese  Geraden  nicht  gegeben,  so  kann  man  als  eine  solche 
die  Falllinie  der  Ebene  sq'  d.  i.  die  in  HP'  projicierte  Ge- 
rade benutzen,  welche  zur  Spur  s  rechtwinklig  ist  und  sich 
daher  in  der  Umlegung  in  eine  Normale  zu  derselben  aus 
ihrem  Durchstosspunkt  «S^  verwandelt;  ebenso  können  die  Ge- 
raden benutzt  werden,  welche  in  H{F,  H^P^  projiciert  sind,  wo 
HH(=  HC=  HH^  ist  (Fig.  16.),  Gerade,  die  sich  in  derUmlegung 
in   solche  verwandeln,  die  unter  45"  gegen  die  Spur  geneigt 
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von  ihren  respectiven  Durchstosspunkten  S^ ,  S.^  ausgehen  und 
sich  daher  in  (P)  rechtwinklig  durchschneiden,  indess  auch 
S(P)==SSi=  SSj  ist.  Hat  man  die  Linie  (r)  der  Ebene,  so 
liefern  die  Parallelen  aus  C  zu  den  Projectionen  g.'  auf  ihr 
die  (Ä,)  derselben  und  die  Verbindung  mit  dem  entsprechen- 
den Si  giebt  die  umgelegte  Gerade  {g.).  Endlich  dient  auch 
der  Strahl  ßP'  zur  Bestimmung  von  (P). 

Umgekehrt  vollzieht  man  durch  die  nämliche  Construction 


den  Uebergang  von  der  Umlegung  zur  Projection,  den  wir 
als  die  Aufrichtung  oder  Aufstellung  der  Ebene 
bezeichnen  wollen.  Ist  (P)  ein  Punkt  der  Ebene  sq'  in  der 
Umlegung,  so  wird  das  umgelegte  Centrum  (S  bestimmt  und 
(r)  aufgetragen;  zieht  man  dann  durch  (P)  eine  Gerade  (g), 
so  liegt  in  s  ihr  Durchstosspunkt  S,  in  (r)  die  Umlegung  (R) 
ihres  Verschwindungspunktes  und  in  dem  zu  ihr  parallelen 
Strahl  aus  dem  umgelegten  Centrum  6  auf  q'  ihr  Fluchtpunkt 
Q\  Nun  ist  das  Bild  g  die  Linie  SQ'  und  zugleich  parallel 
mit  6(Ä).  Die  Linien  unter  45"  und  unter  90"  durch  P  zu 
s  fähren  auf  die  Punkte  H^ ,  H.^^  H  in  q'  und  auf  analoge  in 
(r);  endlich  liefert  die  Gerade  G(P)  ein  weiteres  Hilfsmittel 
der  Bestimmung. 
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Von  einem  regulären  n  Eck  sind  zwei  Nachbar- 
oder Gegenecken  durch  die  Fusspunkte  und  Längen 
ihrer  Tafelnormalen  gegeben  und  seine  Ebene  hat  die 
Tafelneigung  «  =  60**;  man  bestimme  seine  Projection 
aus  seiner  Umlegung  in  die  Tafel. 
12.  Nach  dem  Vorhergehenden  sind  alle  Aufgaben  der  dar- 
stellenden Geometrie  über  die  Elementarfonnen  theoretisch 
lösbar;  nämlich  unter  Voraussetzung  einer  unbegrenzten  Zeich- 
nungsebene ^  unter  Voraussetzung  geometrischer  Genauigkeit 
auch  bei*  schleifenden  Schnitten^  etc.  und  überdiess  abgesehen 
von  den  in  der  Kleinheit  der  Constructionstheile,.  etc.  auftre- 
tenden Hindernissen  der  graphischen  Durchführung.  Für  die 
wirkliche  Ausführung,  wo  weder  jene  Voraussetzungen 
gelten;  noch  sich  von  diesen  Hindernissen  absehen  lässt;  wird 
die  Möglichkeit  der  constructiven  Lösungen  durch  Transfor- 
mation gesichert;  d.  h.  durch  zweckentsprechende  Lagenver- 
änderungen des  CentrumS;  der  Bildebene  oder  des  Objects  — 
denn  durch  solche  lassen  sich  alle  jene  Schwierigkeiten  heben. 
Man  kann  das  Centrum  der  Projection  nach  jedem  Punkte 
des  Raumes  verlegen  und  die  Bildebene  oder  eine  beliebige 
Ebene  des  Objects  mit  einer  bestimmten  Ebene  zusammen- 
fallen machen;  indem  man  gleichzeitig  über  einen  Punkt  und 
eine  ihn  enthaltende  Gerade  in  derselben  verfügt.  Jede  Ver- 
legung des  Centrums  lässt  sich  aus  einer  Verrückung  dessel- 
ben in  der  Verschwindungsebene  und  einer  solchen  in  der 
Normale  zur  Tafel  zusammensetzen;  in  analoge  Componenten 
zerlegen  sich  auch  alle  Parallelverschiebungen  der  Bildebene 
und  des  Objects.  Die  Drehungen  der  Bildebene  und  des 
Objects  kommen  im  Wesentlichen  auf  den  im  vorigen  §  er- 
örterten Vorgang  der  Umlegung  hinaus  und  erfordern  keine 
weitere  Erörterung. 

Bei  den  Transformationen  des  Centrums  bleiben  alle 
Durchgangs-Elemente  ungeändert;  während  das  neue  System 
der  Flucht-Elemente  dem  ursprünglichen  congruent  und  gleich- 
gelegen ist  im  Falle  der  Verschiebung  in  der  Verschwindungs- 
ebene oder  bei  unveränderter  Distanz;  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  aber  im  Falle  der  Verschiebung  des  Centrums  in  der 
Tafelnormale.  Im  ersteren  Falle  (Fig.  17.)  wiederholen  der 
Hauptpimkt  C^  und  alle  Fluchtpimktc  nach  Grösse  und  Rieh- 
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tung  einfach  die  Verschiebung  des  Centrums  von  C  nach  C*. 
Das  Bild  A!  eines  Punktes  in  einer  gegebenen  Geraden  g' 
verschiebt  sich  in  der  gleichen  Richtung  in  das  transfor- 
mierte Bild  g*  der  Geraden.  Projicierende  Gerade  ver- 
wandeln sich  in  solche;  deren  Bildlänge  der  Verschiebungs- 
grösse  gleich  ist. 


Fig.  17. 


Fig.  18. 


X^ 


Im  zweiten  Falle  (Fig.  18.)  verschiebt  sich  jeder  Flucht- 
punkt in  der  Geraden,  die  ihn  mit  dem  Hauptpunkt  verbindet 
und  zwar  um  einen  Betrag,  der  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck 
als  zweite  Kathete  erhalten  wird,  welches  die  Tafelneigung  j3 
des  zugehörigen  projicierenden  Strahls  zum  anliegenden  Win- 
kel und  die  Grösse  der  Verschiebung  6  des  Centrums  zur 
andern  Kathete  hat;  endlich  nach  dem  Hauptpunkt  hin  oder 
von  demselben  weg,  je  nachdem  das  Centrum  sich  der  Bild- 
ebene nähert  oder  von  derselben  wegrückt.  Das  Bild  eines 
Punktes  rückt  in  der  Geraden  fort,  welche  von  ihm  nach 
dem  Hauptpunkte  geht. 

1)  Man  macht  eine  Gerade  SQ'  zur  projicierendenLinie, 
indem  man  das  Centrum  C  naich  ihrem  Verschwin- 
dungspunkte  R  verlegt;  die  Grösse  «p'S  giebt  Grösse 
und  Sinn  der  Verschiebung. 

2)  Man  ziehe  zu  einer  Geraden  in  gegebener  Ebene, 
deren  Fluchtpunkt  unzugänglich  ist,  Parallelen  von 
gegebenen  Durchstosspunkten  oder  allgemeiner  durch 
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gegebene  Punkte  der  Ebene  —  mittelst  Verlegung 
ihres  Fluchtpunktes  in  einen  andern  Punkt  ihrer 
Fluchtlinie. 

3)  Man  vergrössere  die  Entfernung  einer  Ebfene  vom 
Centrum  durch  Verschiebung  desselben  m  der  Ver- 
sch windungsebene  auf  das  dreifache,  um  das  Bild 
einer  in  ihr  gelegenen  Figur  deutlicher  zu  erhalten. 

4)  Man  leite  aus  dem  Bilde  einer  Raumiigur,  welches 
dem  Centrum  im  rechten  Auge  entspricht,  das  Bild 
derselben  für  das  im  linken  Auge  gedachte  Cen- 
trum ab;  bei  unveränderter  Distanz.  Diess  enthält 
die  Construction  stereoskopischer  Bilder. 

6)  Bei  der  Transformation  durch  reducierte  Distanz 
d«  1«  Verschiebung  des  Centrums  in  der  Tafelnor- 
male, bleiben  die  Bestimmungen  von  Normalen  und 
Normalebenen  zur  Tafel  unverändert. 

6)  Welche  Hilfsmittel  giebt  die  Transformation  durch 
reducierte  Distanz  für  das  Umlegen  und  Aufrich- 
ten ebener  Systeme,  a)  bei  zur  Bildebene  normaler, 
b)  bei  schräger  Ebene?  Man  zeichne  mit  Benutzung 
derselben  ein  Quadrat  über  gegebener  Seite  in 
schräger  Ebene  und  den  entsprechenden  Würfel. 
Die  Figur  19.  giebt  für  Benutzung  von  einem  Drittel 
der  Distanz  das  Bild  eines  rechtwinkligen  Parallcle- 
pipeds  von  den  Kantenlängen  a,  6,  c  bei  gegebener 
Ebene  der  Fläche  a6,  gegebener  Ecke  1  und  Rich- 
tung der  Kante  6  in  derselben.  Die  reducierten 
Fluchtpunkte  der  Elanten  a,  b,  c  sind  durch  aO'/^t 
bO'/z}  cQ'U  bezeichnet;  ebenso  die  entsprechenden 
Theilungspunkte  durch  «7/3,  etc.;  für  a  und  c 
konnten  die  Theilungspimkte  «7*,  «r  selbst  benutzt 
werden. 

Die  Kante  c  ist  in  14  angetragen.  Im  Falle  des 
Würfels  lassen  sich  die  Eigenschaften  des  Quadrats 
betreffs  seiner  Diagonalen  mit  verwenden. 

Man  füge  den  Schlagschatten  für  paralleles  Licht 
von  gegebenem  Fluchtpunkte  auf  die  Ebene  der  Basis 
hinzu. 
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13.  6ei  den  Verschiebungen  des  Objeets  parallel  zur  Tafel 
nnd  in  Normalen  zur  Tafel  d.  i.  wenn  alle  Punkte  desselben 
Parallelen  oder  Normalen  zur  Tafel  beschreiben^  bleiben  alle 
Fluchtelemente  ungeändert^  und  die  Durchgangselemente  än- 
dern sich  nach  den  Gesetzen,  welche  vorher  für  beide  Fälle 
für  die  Aenderung  der  Fluchteleraente  gegeben  wurden;  ins- 
besondere rückt  bei  der  Normalverschiebung  der  Durchstoss- 


Fig.  19. 


JL 


punkt  S  der  Geraden  in  der  Spur  der  durch  sie  gelegten 
Normalebene  zur  Tafel  um  den  Betrag  fort,  der  in  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  aus  der  Grösse  der  Verschiebung  d  als 
Kathete  mit  der  Tafelneigung  ß  als  Gegenwinkel  als  zweite 
Kathete  erhalten  wird. 

Die  Verschiebung  der  Bildebene  in  Normalen  zu  ihr  än- 
dert sowohl  die  Durchgangs-   als  die  Flucht  -  Elemente  und 
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zwar  beide  um  den  nämlichen  wie  vorher  aus  der  Grösse  der 
Verschiebung  6  und  der  Tafelneigung  ß  abzuleitenden  Betrag 
in  gleichem  Sinn  in  der  Spur  und  der  Fluchtlinie  der  durch 
die  Gerade  gehenden  Normalebene  zur  Tafel.  (Fig.  20.)  Die 
Bilder  der  Punkte  rücken  in  den  Geraden  fort,  die  sie  mit 
dem  Hauptpunkt  verbinden.  Man  hat  für  einen  beliebigen 
Punkt  A"  der  Geraden  SQ'  und  seine  Transformation*^'* 

S  :d=  Q'ff*  :Q'Cy=  Ä  Ä*  :  ÄC^ . 

Die  Ebene  sq'  geht  über  in  s*q*. 

Und   wenn  A'  in  Ä*^  übergeht,  j^*  B^  aber  Q'C^   parallel 
ist;   .so   enthält  das   über  diesem  mit  der  zweiten  Kathete  $ 

cönstruicrte  rechtwinklige  Dreieck  die 

jP  '  *  Umlegung  {A)  von  Ä  und  den  Winkel 

'^'^      n  ß  der  Geraden.    Diess  giebt  eine  Um- 

^_  legung  von   Ebenen,    welche   normal 

^'^^  sind  zur  Tafel  und  damit  besondere 

L 

1      A. -■--/-'-  '  Vortheile  für  die  constructive  Behand- 

A'  ' ' 

j  /  ,  /  f  lung  der  zur  Tafel  normalen  Ebenen. 

«ll/- ^^'     /^  ^^'  ^^  ^^^  Ausmessung  der  zu  projicie- 

r^    I      xw  renden  Baumformen,  die  der  Darstel- 

I        „r:^      \   I       ,         lung    derselben    voran    gehen    muss, 
•^'^'  X    !         practisch  mit  Vortheil  nach  der  Me- 

j,o  -     ''»''    thode  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
I  geschieht,  so  ist  es  bequem,   die  als 

Verticalebene  gedachte  Tafel  und  eine, 
etwa  die  tiefste  am  Object  vorkom- 
mende, Horizontalebene  als  natürliche  Coordinatenebenen  zu 
betrachten  und  dazu  normal  durch  das  Centrum  die  dritte  zu 
fügen.  Das  System  der  der  Tafel  selbst  angehörigen  Ordi- 
natenfusspunkte  erfordert  dann  nur  die  Auftragung  der  ent- 
sprechenden Abstände  als  Tafelnormalen. 

1)  Wenn  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  durch 
die  eine  der  Axen,  den  Anfangspunkt  und  die 
Bildrichtung  der  zweiten  Axe  gegeben  ist,  wie 
sind  die  in  ihm  gemessenen  Coordinaten  aufzu- 
tragen ? 

2)  Wie  insbesondere,  wenn  mit  dem  vierten  Theile 
der  Distanz  gearbeitet  wird,   weil  die  Grösse ^dei'- 


i  1 

4- 
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selben  die  Dimensionen  des  Zeichenblattes  über- 
schreitet? 

14.  Im  Vorhergehenden  ist  die  Centralprojection  als  eine 
selbständige  Darstellungsmethode  entwickelt  und  im  Wesent- 
lichen ausgebildet.  Damit  sie  zugleich  die  wissenschaftliche 
Grundlage  aller  übrigen  Darstellungsmethoden  —  und  zwar 
sowohl  Methoden  der  graphischen  Darstellung  als  der  model- 
lierenden —  liefern  hönne^  ist  es  nöthig;  die  fundamentale 
Beziehung  eingehender  zu  untersuchen,  welche  zwischen  dem 
Bilde  eines  ebenen  Systems  und  diesem  selbst  besteht. 

Das  Bild  des  ebenen  Systems  und  die  Umlegung  desselben 
in  die  Bildebene  sind  zwei  geometrisch  verwandte,  d.i. 
in  gesetzmässiger  Abhängigkeit  von  einander  stehende  ebene 
Systeme  in  der  Tafel.  Diese  Verwandtschaft  hat  zu  ihrem 
Hauptgesetz,  dass  jedem  Punkt  und  jeder  Geraden  des  einen 
Systems  immer  ein  und  nur  ein  Punkt  und  eine  Gerade  des 
andern  Systems  entspricht.  Man  nennt  die  Systeme  als  die- 
sem  Gesetz  unterworfen  projectivisch  und  insbesondere 
collinear,  und  die  bezügliche  geometrische  Verwandtschaft 
Projectivität,  insbesondere  Collineation.  Die  Systeme 
erscheinen  überdiess  in  einer  besondern  gegenseitigen  Lage, 
die  man  als  die  perspectivische  oder  centrale  Lage  zu 
bezeichnen  pflegt:  Jedes  Paar  entsprechender  Punkte  liegt 
auf  einerlei  Strahl  eines  Strahlenbüschcls ,  in  welchem  jeder 
Strahl  sich  selbst  entspricht,  d.  i.  als  Theil  des  Originalsystems 
betrachtet  mit  seinem  Bilde  zusammenfällt  und  umgekehrt, 
so  dass  dieses  Strflhlenbüschel  beiden  Systemen  entsprechend 
gemein  ist.  Und  jedes  Paar  entsprechender  Geraden  geht 
durch  einerlei  Punkt  einer  geradlinigen  Pimkt-Reihe,  in  wel- 
cher jeder  Punkt  sich  selbst  entspricht  oder  die  beide  Systeme 
entsprechend  gemein  haben.  Den  Scheitelpunkt  jenes  Büschels 
6  nennen  wir  das  Collineationscentrum  der  Systeme, 
die  gerade  Linie  dieser  Reihe  s  die  CoUineationsaxe  der- 
selben. 

Femer  entsprechen  den  Punkten  in  unendlicher  Feme 
im  einen  System  die  Punkte  einer  zur  CoUineationsaxe  pa- 
rallelen Geraden  im  andern  System  —  die  Allgemeingültig- 
keit des  Grundgesetzes,  dass  jeder  Geraden  des  einen  Systems 
eine  Gerade  des  andern  entspreche,  fordert  damit  die  einge- 
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führte  Anschauung;  wonach  die  unendlich  fernen  Punkte  jeder 
Ebene  eine  Gerade  bilden.  Den  Punkten  im  Unendlichen 
des  Originalsystems  entsprechen  die  von  q^  den  Punkten  in 
unendlicher  Feme  des  Bildsystems  die  von  (r).  Wir  nennen 
diese  beiden  Geraden  die  Gegenaxen  der  Systeme  und 
ihre  Punkte  die  Gegenpunkte  derjenigen  Geraden  der 
ebenen  Systeme,  welche  durch  sie  hindurchgehen.  Die  Ge- 
genaxen können  als  Orte  der  Scheitel  derjenigen  Strahlen- 
büschel beider  Systeme  bezeichnet  werden,  denen  Parallelen- 
schaaren  im  jedesmaligen  andern  System  entsprechen. 

In  alledem  recapitulieren  wir  nur  die  Ergebnisse  der 
Centralprojection  des  ebenen  Systems  mit  zweckgemässen 
Modificationen  der  Ausdrucksweise.  Es  entspricht  dem  eben- 
falls, dass  zwei  coUineare  Systeme  in  centraler  Lage  bestimmt 
sind  durch  das  Centrum  und  die  Axe  der.  CoUineation  nebst 
einer  der  Gegenaxen;  die  allgemeinen  Abhängigkeitsgesetze 
zeigen,  dass  ein  beliebiges  Paar  A\  (^Ä)  entsprechender  Punkte 
der  Systeme  die  Angabe  der  Gegenaxe  für  die  Bestimmung 
ersetzt. 

Nach  diesen  Gesetzen  entsprechen  einer  gegebenen  Figur 
in  der  Ebene  unendlich  viele  ihr  coUinearverwandte  Figuren, 
die  alle  nach  beliebiger  Festsetzung  des  CoUineationscentrums 
und  der  Collineationsaxe,  so  wie  einer  Gegenaxe  mit  Hilfe 
des  Lineals  allein  aus  ihr  construiert  werden.  Die  Lage  der 
gegebenen  Figur  zur  Gegenaxe  ihres  Systems  unterscheidet 
die  entsprechenden  Figuren  wesentlich  von  einander,  wie 
diess  an  den  einfachen  Figuren  von  Dreieck  und  Viereck 
erläutert  werden  kann. 

1)  Man  construiere  von  zwei  coUinearen  Systemen  in 
centraler  Lage  das  zweite  aus  dem  ersten,  wenn 
gegeben  sind  das  Centrum  und  die  Axe  der  CoUi- 
neation und  zu  einem  Punkte  oder  einer  Geraden 
des  ersten  Systems  der  entsprechende  Punkt  re- 
spective  die  entsprechende  Gerade  des  zweiten; 
auch  weise  man  den  Parallelismus  der  Gegenaxen 
mit  der  Collineationsaxe  als  nothwendige  Folge  des 
Grundgesetzes  der  Projectivität  nach. 

2)  Man  zeichne  und  characterisiere  die  Collinearver- 
wandten  eines  gegebenen  Dreiecks  A^A^A.^  für  die 
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verschiedenen  Lagen,  die  es  zur  Gegenaxe  seines 
Systems  haben  kann;  also  für  welche  die  Ecken 
1,  2,  3  auf  einerlei  Seite  der  Gegenaxe,  oder  1,  2 
auf  der  einen,  3  auf  der  andern  Seite  derselben 
liegen,  oder  3  in  der  Gegenaxe  und  1  und  2  auf 
derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der- 
selben, oder  endlich  1  und  2  in  der  Gegenaxe 
liegen. 


3)  Man  führe  dasselbe  aus  für  das  Viereck  der  Punkte 
1,  2,  3,  4  —  in  sieben  Hauptfällen;  welche  Zahl 
sich  noch  vermehrt,  wenn  man  auch  auf  die  Lage 
der  Punkte  achtet,  in  denen  die  Gegenseitenpaare 
sich  schneiden.  Die  Figur  21.  zeigt  zwei  dieser 
Fälle  für  das  Viereck  AB  CD. 

4)  Die  Strahlenbüschel  beider  Systeme,  welche  das 
Collineationscentrum  zum  Scheitel  haben,  decken 
sich  Strahl  für  Strahl  und  werden  daher  als  ein- 
ander gleich  und  entsprechend  bezeichnet.  Man 
soll  nun  die  Existenz  gleicher,  Strahl  für  Strahl 
einander  entsprechender  Strahlenbüschel  in  der  Bild- 
ebene und  einer  gegebenen  Originalebene  für  ein 
gegebenes  Centrum  der  Projection  direct  erweisen  — 
indem  man  die  Büschel  von  projicierenden  Ebenen 

Fiedler,  Darstellende  Geometrie.  3 
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betrachtet,  welche  zu  ihren  Scheitelkanten  die  Nor- 
malen der  Ebenen  haben,  durch  die  der  Winkel 
a  der  Originalebene  und  sein  Nebenwinkel  halbiert 
werden.  Diese  Normalen  liefern  direct  die  beiden 
Lagen  des  umgelegten  Centrums  (§  9.). 

5)  Man  benutze  die  Relation  der  vorigen  Aufgabe  zur 
Construction  der  Halbierungsebenen  des  Winkels  «, 
den  eine  gegebene  Ebene  mit  der  Bildebene  ein- 
schliesst. 

6)  Wenn  man  durch  alle  Punkte  des  ebenen  Systems 
Parallelen  zieht  zu  einer  der  in  Aufg.  4.  bezeich- 
neten Normalen,  so  bestimmen  dieselben  in  der 
Bildebene  ein  System,  welches  dem  gegebenen 
congruent  ist.  Man  erläutere  die  Construction  der 
Umlegung  des  ebenen  Systems  in  §  11.  (§  9.)  als 
die  Ausführung  dieses  Gedankens. 

j,.g  22  15.   Für  das  Weitere  ist  die 

j  Untersuchung   der  Abhängig- 

/  keit  des  Bildes  der  Geraden 

-^^ ^-Jr  von  ihrem  Original  dienatür- 


K 


t     \ 


I  liehe  Vorbereitung.     Nach  dem 

'    "'  /  Vorhergehenden  ist  sie  als  Projec- 


»  \  / 

'  »         / 


tivität  in  •perspectivischer  Lage 
/  zu  bezeichnen  und  durch  divs  Zu- 

;  \  \   is sammenfallen     zweier     entspre- 

^  \    \i  chender      Punkte     im     Durch- 

\   /  schnittspunkt  S  des  Bildes  mit 

\  /  dem  Original  characterisiert.   Ob 

f^  wir  die  Umlegung  der  einzelnen 

/  Geraden  mit  ihrer  projicierenden 

Ebene  wie  in  §  4.  oder  die  Um- 
legung der  Geraden  des  ebenen  Systems  wie  in  §  11.  betrachten, 
so  zeigt  sich  uns  das  Bild  und  die  Umlegung  der  Geraden 
in  solcher  Beziehung,  dass  beide  den  Durchstosspunkt  S  ge- 
mein haben  und  das  CoUineationscentrum  die  vierte  Ecke 
eines  Parallelogramms  ist,  in  welchem  S  ihm  gegenüber  liegt 
und  die  Gegenpunkte  Q'  und  R  die  andern  Ecken  sind. 
Daraus  ergeben  sich  für  zwei  Punkte  /^,  B  des  Originals 
und  ihre  Bilder  j4\  B'  die  folgenden  Relationen  (Fig.  22.): 
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A  ^Ä6  ~  A  6ö'v^';  also  AR:  R&  =  60'  :  0'^'  oder 
AR  .  O'A'  =  Ä6  .  (SQ'  =  50'.  RS=k^]  (=  «./  §  3.) 

d.  h.  das  Rechteck  der  Abstände  entsprechender 
Punkte  von  ihren  Gegenpunkten  ist  constant.  In 
Folge  dessen  ist 

0'^'  =  -r^  und  ebenso  Q'M  =  -^^ ;  also 

AH  B  R 

ffR^-  Q'A'=^  ÄQ'+  Q'B'=  ^'^=  k''  (  /^-^y 


AR 'RR  AR* RR 

für  die  Ableitung  der  Länge  des  Bildes,  welches 
einer  bestimmten  Strecke  des  Originals  entspricht. 
Man  hat  AB'  ==  AB  für 

k^  =  AR'  RR  und  weil  U^  =  AR  -  Q'Ä  =  BR  •  Q'B"  ist, 

so  ergiebt  sich  als  die  Bedingung  der  Gleichheit  ent- 
sprechender Strecken 

BR  =  Q'Ä  oder  AR  =  Q'B'\ 

d.  h.  der  Gegenpunkt  ß'  ist  vom  Bilde  des  einen  Endpunkts 
ebensoweit  entfernt  wie  das  Original  des  andern  vom  Gegen- 
punkt R, 

Hat  man  also  A  und  Ä  als  Anfangspimkte  entsprechend 
gleicher  Strecken,  so  trägt  man  Q'Ä  im  Bilde  rückwärts  von 
Q'  nach  Bf  und  im  Original  beiderseits  von  R  nach  B  und  E 
ab;  ebenso  7?^  im  Original  rückwärts  von  R  nach  B  und  im 
Bilde  beiderseits  von  Q'  nach  Bf  und  Ff,  Dann  sind  B  Rf ^ 
/>/>',  EFf  Paare  entsprechender  Punkte  und   (Fig.  23.) 

AB=^  ÄBfy  LE  =  BfEf 

gleiche  entsprechende  Strecken,  die  die  Gegenpunkte  Q'  und  R 
nicht  einschliessen ; 


If    *-!' 


Rl)  =  R'D'^  AE=  ÄK 

3* 
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dagegen  gleiche  entsprechende  Strecken,  die  die  Gegenpunkte 
Q'  und  R  einschliessen.  Es  giebt  also  in  zwei  projecti vischen 
Geraden  zwei  durch  die  Lage  zu  den  Gegenpunkten  unter- 
schiedene Systeme  entsprechend  gleicher  Strecken. 


Fig.  23. 


1)  Für  Q'Ä=  BR  =  k  =  J/Sff  •  Ä5:  wird  AB^A'ß'=0] 
es  giebt  zwei  Punktepaare  G,  II  in  g  und  G\  H'  in 
g'  (Fig.  23.),  welche  die  entsprechenden  Nullstrecken 
genannt  werden  sollen.  Sie  müssen  dem  ersten  Sy- 
stem der  entsprechend  gleichen  Strecken  beigezählt 
werden,   die  die  Gegenpunktc  nicht  einschliessen. 

2)  Man  trage  die  Punkte  P  auf,  für  welche  SP  =  SP' 
ist  —  durch  Q'P'  =  SR. 

3)  Da  die  Grösse  U^  nur  von  den  Seitenlangen,  nicht 
aber  von  den  Winkeln  des  Parallelogramms  {^RSQ' 
abhängt,  so  folgt  der  Satz :  Wenn  zwei  Gerade 
perspectivisch  sind,  so  bleiben  sie  diess  auch  bei 
einer  Drehung  der  einen  von  ihnen  um  den  ge- 
meinschaftlichen Punkt.  Das  Centrum  6  der  Per- 
spective ist  immer  die  vierte  Ecke  des  durch  die 
Gegenpunkte    /?',   Q   mit    S   bestimmton  Parallele- 
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gramms;  bleibt  also  g    fest,  so  durchläuft  6  den 
aus    ö'    init    dem    Halbmesser    ö'®    beschriebenen 
Kreis.    Jeder  Punkt  in  ihm  hat  den  Character  und 
erlaubt  die  Verwendung  eines  Theilungspunktes. 
(§  4;  3.  §  12;  6.  Fig.  18.) 
4)  Für   eine   projicierende  Gerade   ist  Äß  =  0  also 
Ä:2  =  0  und  ÄIB^  stets  gleich  Null,  d.  h.  das  Bild 
der  Geraden  ist  ein  Punkt. 
16.   Gehen  wir  zur  Betrachtung  von  zwei  Paaren 
von  Punkten  Ä^    B  und   Cy  D  der  Geraden   g   und    ihrer 
Bilder  Äy  Bf  und  C,  D'  in  g   über,   so  ergeben  sich  die  Re- 
lationen der  Abstände  der  Punkte  des  ersten  Paares  von  denen 
des  zweiten  (Fig.  24.) 

AC  ._        ..         AD 


AC=  k'^ . 


AR    CR 


B'C=  k'^ .  - 


BC 


BR'CR 


Alf  =  k^  . 


^i>'=  A:2  . 


AR'DR' 
BD 


BR    DR' 


daraus  folgen  für  die  einfachen  Theilungsverhältnisse 
(§  7.),  nach  denen  die  Strecken  ÄB^  durch  die  Punkte  Cy 
respective  D^  getheilt  sind  und  ihre  entsprechenden  im  Original 
die  Relationen 

ÄC__AJCAR         Äff  __AD    AR 

Ba~  bc\br'     YW~bd''br'' 

und  es  ergiebt  sich  somit 
das  Verhältniss  dieser  Theil- 
verhältnisse  oder  das  Do  p  p  e  1  - 
verhältniss  der  Punkte 
ABCD 

ÄC    Äff  _ACAD 
Wc''Yff~BC'BD^ 

d.  h.  das  Doppelverhält-' 
niss    von    vier  Punkten 
einer     Geraden     wird 
durch   Centralprojection   nicht   geändert   —   ist  im 
Bilde  dasselbe  wie  im  Original;  in  projectivischen 
Geraden    haben    die    gleichgebildeten    Doppelver- 
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hältnisse     von     Gruppen     entsprechender    Punkte 
einerlei  Werth. 

Wir  schreiben  für  die  vorige  Gleichung  abkürzend 

{AB' CD')  =  {ABCD). 

Ist  6  oder  C  das  Centrum  und  bezeichnen  wir  die  pro- 
jicierenden  Strahlen  AÄy  BB'j  CC,  DD'  respective  durch  «, 
b,  c,  d  und  durch  {a,  b)  den  von  zweien  a,  b  unter  ihnen  ge- 
bildeten Winkel,  so  hat  man  folgende  Relationen: 

^^^^^^~  BC'  BD~  J  B&C'  J  B(^D~sin{b/c)'  sinib/d)'-^''^''''^ 

mit  Anwendung  der  analogen  Abkürzung  auf  den  analogen 
Ausdruck;  d.  h.  das  Doppelverhältniss  von  vier 
Punkten  in  gerader  Linie  stimmt  mit  dem  gleich- 
gebildeten Doppelverhältniss  der  entsprechenden 
Strahlen  eines  darüber  stehenden  Strahlenbüschels 
üb  er  ein.  Die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  entspre- 
chender Gruppen  von  Punkten  in  perspectivischen  Geraden 
geht  daraus  wieder  hervor.  Aber  ferner  die  Sätze:  Alle 
vierpunktigen  Reihen,  die  aus  demselben  Strahlenbüschel 
durch  verschiedene  Transversalen  geschnitten  werden  oder 
perspectivisch  sind,  haben  gleiches  Doppelverhältniss.  Alle 
vierstrahligen  Büschel,  die  über  derselben  Reihe  von  vier 
Punkten  an  verschiedenen  Scheitelpunkten  erzeugt  werden 
oder  perspectivisch  sind,  haben  gleiches  Doppelverhältniss. 
Also  auch:  Ein  Strahlenbüschel  in  der  Originalebene  und 
sein  Bild  haben  gleiches  Doppelverhältniss  —  und  alle  die 
Punktreihen  und  Strahlenbüschcl ,  welche  durch  beliebige 
Gerade  und  Ebenen  aus  einem  Büschel  von  (projicierenden) 
Ebenen  geschnitten  werden,  haben  gleiches  Doppelverhältniss 5 
es  ist  dem  entsprechenden  Doppelverhältniss  dieses  Ebenen-, 
büschels  selbst  gleich. 

1)  Wenn  der  Punkt  C  der  Originalgeraden  die  Mitte 
zwischen  den  Punkten  A  und  B  derselben  ist,  so 
dass  AC=  —  BC,  so  liefern  die  Relationen 

A'C=  k^  -^  ^^  -  ,      B'(r=  F  -^^^- 
AR 'CR  BR ' CR 
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ÄC :  B'(r=  J^  :  —  -|^  =  0'^ ;  -  Q'B"  oder 

Ist  im  Original  C  die  Mitte  zwischen  A  und  ^, 
so  haben  die  Gruppen  AB  und  CQ'  im  Bilde  das 
Doppel verhältniss  —  1,  oder  wie  man  sagt  (7'  und 
Q'  sind  conjugiert  harmonisch  zu  ^'^.  Da 
im  Original  die  Strecke  AB  durch  den  Mittelpunkt 
C  und  den  unendlich  fernen  Punkt  Q  in  den  Ver- 
hältnissen —  1  und  +  1  getheiltwird,  so  ist  das 
Doppel  verhältniss  der  Gruppen  AB^  CQ  gleichfalls 
—  1  und  das  gewonnene  Ergebniss  ein  Specialfall 
des  Hauptsatzes  im  Texte. 

Ebenso  die  Halbierung  der  Bildstrecke  SQ' 
durch  das  Bild  iJf  von  M  für  S  als  die  Mitte 
zwischen  R  und  'M.  Harmonische  Theilung 
wird  durch  Projection  nicht  gestört. 

2)  Alle  Strahlenbüschel  über  einer  Gruppe  harmo- 
nischer Punkte  sind  harmonische  Büschel;  ebenso 
alle  Ebenenbüschel,  welche  durch  dieselbe   gehen. 

3)  Man  hat  für  den  Zusammenhang  zwischen  Bild  und 
Original  einer  geraden  Linie  speciell 

{ABooR)  =  {ÄBTff  oo')  d.  h. 

BR:AR  =  Äff:  B^Q'  oder  AR  -  ÄQ'  =  BR  •  B' Q' , 

das  erste  Gesetz  des  §  15.;  ferner 

ißQ'ÄR')  =  {SQAR)  oder  {SQ'/(  cx)')  =  (S  oo  AR) 

,    ,     ^ Ä    S'oo'        SA     SR      ,      S'A'       SA  y 

a-  fl-  ^r*:/  •  TT* — ?  =  ~-  :.  •  — ^  Oder  -  ;  .,==;,  ^ = — ;  ? 
QÄ    Qod      ooA  ooR  QÄ      SR  d 

das  Grundgesetz  für  die  Auftragung  von  Punkten 
einer  Geraden  aus  ihren  Tafelabständen.     (§  7.) 

4)  Jedes  Doppelverhältniss  kann  auf  ein  einfaches 
Verhältniss  reduciert  und  damit  zu  drei  Elementen 
einer  Reihe  oder  eines  Büschels  ein  viertes  zu  ge- 
gebenem Doppelverhältniss  construiert  werden.  Sind 
Ay  B,  C,  D  Punkte  einer  Reihe,  so  bilde  man  über 
ihnen  ein  Strahlenbüschel  a,  b,  c,  d  und  schneide 
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dasselbe  durch  eine  Transversale  aus  A  parallel 
dem  Strahl  d  in  den  Punkten  B^,  6",  co';  dann  ist 

d.  i.  ^  AC  :  B'C, 

Soll  also  z.  B.  in  Fig.  25.  D  so  bestimmt  werden, 
dass  {AB CD)  =  2,  5  sei,  so  trage  man  auf  eine  durch 

Fig.  25.  A  gezogene  Ge- 

^.  #.    d\ —T        radc    ^C=  5, 

X  \/\  .  -''  B'C=2  inbe- 

.^    ^\  '  '  liebiger  Einheit 

j^l.[  \  auf;   dann    lie- 

fern    die     Ge- 
««^'  raden  BB",  CC 

als  ihren  Schnittpunkt  den  Scheitel  T  des  Büschels 
und  dör  zu  AB^C  parallele  Strahl  aus  diesem  be- 
stimmt in  der  Reihe  ABC  den  Punkt  D. 

Man  construiere  insbesondere  den  vierten  har- 
monischen Punkt  D  zu  der  Gruppe  ABCy  z.  B.  die 
Centralprojection  des  Mittelpunktes  C  der  in  Ä B^ 
projicierten  Strecke  der  Geraden  SQ\  (Vergl.  §  22;  3, 
die  Construction  mit  Hilfe  des  Lineak  allein.) 
5)  Sind  in  zwei  Gruppen  von  gleichem  Doppelver- 
hältniss  drei  Paare  entsprechender  Elemente  ge- 
geben, z.  B.  in  zwei  Reihen  von  Punkten  Ay  Ä\ 
Bj  B^]  C,  C,  so  bestimmt  das  Gesetz  der  Doppel- 
verhältnissgleichheit {ABCX)  =  {ÄB^CX)  zu  jedem 
vierten  Element  X  der  einen  Reihe  das  entsprechende 
Element  X'  der  andern. 

Lässt  inan  X  die  ganze  Gerade  ABC  durch- 
laufen, so  durchläuft  X'  gleichzeitig  die  ganze 
Gerade  ÄB^C  imd  man  erhält  zwei  projectivische 
oder  speciell  perspectivische  Reihen  von  unendlich 
vielen  Punkten,  sagen  wir  vollständige  projec- 
tivische Reihen.  Die  entsprechenden  Gruppen 
von  vier  Elementen  derselben  haben  gleiches  Doppel- 
verhältniss. 

Ihr  Zusammenhang  werde  durch  die  Formel 
ausgedrückt 
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{ABC  DE'")  =  {AB'CD'E'-"). 

Das  Analoge  gilt  für  Strahlenbüschel  und  für 
Strahlenbüschel  und  Punktreihen  etc.,  nach  den 
Relationen 

{abcdC"  ')={ab'c(te'  •  •)?  {ABCDE'")={ab'cdC'  •  •). 

6)  Wenn    zwei    projectivische   Reihen    oder   Büschel 
drei  Elemente  entsprechend  gemein  haben ;  so  sind 
sie  identisch.     Also  auch:   Wenn  von  einer  Reihe 
und  einem  dazu  projectivischcn  Büschel  von  Strah- 
len oder  Ebenen  —  überhaupt  von  zwei  projec- 
tivischcn und  ungleichartigen  der  Gruppe  von  Ge- 
bilden:  Reihe,  Strahlenbüschel,  Ebenenbüschel  — 
drei   Elemente   des    einen   in   den   entsprechenden 
Elementen  des  andern  liegen,   so  liegen  alle  Ele- 
mente des  einen  in  den  entsprechenden  des  andern. 
17.   Mit  Hilfe  der  vorigen  Sätze  und  der  Characteristik 
der  perspecti vischen  Lage  gleichartiger  projectivischer  Gebilde, 
nach  welcher  die  beiden  Reihen  oder  Büschel  das  gemeinsame 
Element  —  bei  Ebenenbüscheln  ist  Vorbedingung,   dass  sie 
eine  gemeinsame  Ebene  enthalten  —  entsprechend  gemein 
haben,    lassen    sich    vollständige    projectivische    Reihen    und 
Büschel  in  allgemeiner  Lage  aus  drei  Paaren  entsprechender 
Elemente  linear  construieren. 

Sind  Ay  By  C  m  der  Geraden  /  und  Ä^  B\  C  in  ^  die 
drei  entsprechenden  Paare  von  Punkten,  so  sollen  zu  den 
Punkten  i>,  £,  •••  die  entsprechenden  />',  £',•••  nach  dem 
Gesetze  der  Projectivität  gefunden  werden.  Denken  wir  aus 
einem  Paar  entsprechender  Punkte  wie  Ay  Ä  oder  By  Bf  etc., 
die  Strahlenbüschel  über  der  jedesmalige)^  andern  Reihe  ge- 
bildet, so  hat  man  nach  leichtverständlicher  Bezeichnung 

{A  .  ÄBfCB'"')  =  {A-  ABCD'") 

und  diese  Büschel  sind  perspectivisch,  weil  in  ihrem  gemein- 
samen Strahl  i^^'  zwei  entsprechende  Strahlen  derselben  ver- 
einigt sind;  sie  stehen  also  über  derselben  Reihe  oder  haben 
eine  perspectivische  Axe  /",  den  Ort  der  Schnittpunkte  der 
Paare  von  Geraden  AB^,  ÄB\  AC y  ÄC\  AB'y  ÄD\  etc.  Die- 
selbe ist  somit  aus  den  Punktcpaaren  AÄy  BB>  y  CC  bestimmt 
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und  dient  ihrerseits  zur  Bestimmung  aller  übrigen  Paare  ent- 
sprechender Punkte  D£/y  etc. :  Man  zieht  (Fig.  26.)  ÄD,  verbindet 
den  Schnittpunkt  mit  t"  mit  A  und  erhält  in  (  den  Punkt  />'. 
Im  Schnittpunkt  der  Geraden  i^  f  sind  zwei  nicht  entspre- 
chende Punkte  O,  P^  vereinigt  und  die  Coiflstruction  zeigt, 
dass  ihre  entsprechenden   P  und   ff  in   t  und   f  die  Punkte 

Fig.  26. 


a. 


'/»' 


sind;  welche  diese  mit  der  perspectivischen  Axe  C  gemein 
haben.  Daraus  folgt,  dass  die  perspectivische  Axe  /"  von 
der  Wahl  der  Scheitel  (^,  Ä)  der  Büschel  unter  den  Paaren 
der  Punkte  unabhängig  ist,  dass  also  die  Geraden  BC  und 
B^C  sich  gleichfalls  in  ihr  schneiden;  man  erhält  also  drei 
Punkte  der  perspectivischen  Axe  aus  den  gegebenen  Elementen. 

1)  Man  erhält  die  Gegenpunkte  Ä,  Q'  der  beiden  pro- 
jecti vischen  ßeihen  durch  die  Construction  des 
Textes  als  die  entsprechenden  der  unendlich  fernen 
Punkte  derselben;  man  zeige,  dass  die  Gerade  RQ' 
zu  f  parallel  ist. 

2)  Mit  Hilfe  der  Qegenpunkte  bestimmt  man  die  ent- 
sprechend gleichen  Strecken  wie  in  §  15.  und  ins- 
besondere die  entsprechenden  Nullstrecken. 

3)  Zwei  projectivische  Reihen  /,  /'  sind  vollkommen 
bestimmt  durch  die  ^perspectivische  Axe  i"  und  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  ÄÄ  oder  den  Gegen- 
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punkt  der  einen  von  ihnen;  oder  auch  durch  die 
Gegenpunkte  Q'  und  R  und  ein  Paar  entsprechender 
Punkte. 

4)  Wenn  die  Gegenpunkte  unendlich  fern  sind,  d.  i. 
wenn  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Reihen  sich 
entsprechen,  so  findet  Aehnlichkeit  oder  Propor- 
tionalität zwischen  denselben  statt,  man  hat 

{ABXoo)  =  [Ä^X'od)  oder 

AX\  BX=^  Är\  B'r. 

Die  Construction  zeigt  dasselbe;  das  Verjüngungs- 
oder Aehnlichkeitsverhältniss  ist  OP :  O'F.  Diess 
ist  das  Verhalten  einer  zur  Tafel  parallelen  Geraden 
g  zu  ihrem  centralprojectivischen  Bilde  g  (§  15.). 
Das  Aehnlichkeitsverhältniss  ist  p  :  p,  das  Ver- 
hältniss  der  in  derselben  Geraden  gemessenen  Ab- 
stände des  Centrums  C  von  der  Geraden  und  ihrem 
Bilde.  Es  ist  auch  das  Verhalten  jeder  Geraden 
g  zu  ihrer  Projection  g'  aus  einem  unendlich  fernen 
Centrum;  die  Constante  des  Aehnlichkeitsverhält- 
nisses  ist  von  der  Lage  der  Geraden  gegen  die 
Bildebene  und  die  projicierenden  Strahlen  abhängig. 
(Vergl.  §  21.)  Aehnliche  Reihen  sind  durch  zwei 
Paare  entsprechender  Punkte  bestimmt;  man  con- 
struiere  sie. 

5)  Wenn  die  perspectivische  Axe  C  einer  der  Hal- 
bienmgslinien  des  Winkels  (/,  /')  parallel  geht,  so 
sind  die  projectivisch  ähnlichen  Reihen  insbesondere 
projectivisch  gleich \0P\  O'P'  =  +  ' •  (Vergl.  §  21.) 

6)  Verschiebt  man  die  Reihe  /  um  die  Strecke  PP' 
und  im  Sinne  derselben  in  sich  selbst,  oder  die 
Reihe  {  um  die  Strecke  €(0  und  im  Sinne  der- 
selben,  so  werden  beide  Reihen  pei'spectivisch. 

7)  Man  bestimme  die  Distanz,  den  Durchs tosspunkt 
S  und  Fluchtpunkt  Q'  einer  Geraden,  wenn  für 
drei  Punkte  derselben  die  Bilder  Ä ^  B>  ^  C  und  die 
Tafelabstände y^jy^^y  y*^  gegeben  sind.  (Fig.  27.  a,  b). 

Ist  C  das  Centrum  der  Projection  (Fig.  27.  a),  ^ 
die  Gerade  mit  den  Punkten  Ay  B,  C,  D\  S  ihr  Durch- 
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c  ,^ 


stoss-,  R  ihr  Verschwindungspunkt  also  Q'  ihr  Flucht- 
punkt; g  ihr  Bild,  mit  den  Bildern  Äy  ^,  C,  />' 
der  besagten  Punkte;  ist  C,  der  Hauptpunkt  und 
somit  g"j  die  durch  S  zu  C,  Q'  gezogene  Parallele, 
der  Ort  der  Fusspunkte  Ä',  B^\  C'y  B"  der  Tafelnor- 
malen von  Ay  By  Cy   Dy  ^o  hat  man 

{AB  CD)  =  {AB"  CD')  =  {Ä'B^'a'Ü')y 

d.  h.  für  y  als  die  Tafelordinate  von  B 

AC    AD^^  yi  —  ya .  yj_—  y 


Fig.  27. 


b. 


/ 


»r 


^.'i' 


«: 


f 


T<; 


^ 


y      >^. 


ß>" 


e' 


Legt  man  (Fig.  27.  b)  also  durch  Ä  eine  Gerade, 
in  der  man  die  y  von  einem  Anfangspunkte  0  aus 
mit  Rücksicht  auf  ihren  Sinn  so  abträgt,  dass  yj  in  ^ 
endigt,  so  liefern  die  Ordinaten  y^y  y^  Punkte  By  (7, 
die  mit  ^,  C  verbunden  Strahlen  eines  Büschels 
vom  Scheitel  T  liefern,  welches  die  vorige  Be- 
ziehung abbildet.  Der  Strahl  von  T  nach  dem 
Anfangspunkte  0  giebt  den  Punkt  des  Bildes  5, 
welchem  die  Tafelordinate  Null  entspricht;  der  zu 
ABC  parallele  Strahl  aus  T  giebt  in  AB  den  Punkt 
Q'y  der  der  unendlich  grossen  Ordinate  entspricht; 
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der  Strahl  TR  parallel  AB  giebt  in  dem  Abstände 
OR  die  Ordinate  des  Verschwindungspunktes  R, 
d.  h.  die  Distanz  d.  Man  erhält  dieselbe  auch 
durch  den  Strahl  TM'  nach  dem  Mittelpunkt  M' 
der  Strecke  SQ\  da  dieser  die  Ordinate  von  M 
giebt. 

Wenn  weitere  Data  fehlen,  so  kann  der  Haupt- 
punkt Cy  jetzt  willkürlich  festgesetzt  werden,  so 
dass  den  gegebenen  Bestimmungen  ein  vollständiges 
Strahlenbündel  vom  Scheitel  S  entspricht.   (§  3 ;  2.) 
8)  Es  ist  ein  Specialfall  dieser  Bestimmung,  wenn  die 
Gerade  durch  ihren  Durchstoss-  und  Fluchtpunkt 
bei  gegebener  Distanz  bestimmt  wird;  es  sind  die 
Bilder  der  Punkte   von   den  Tafelordinaten  Null, 
Unendlich  und    d  gegeben.    Wie    modificiert    sich 
die  Construction  von  Aufg.  7.,  wenn  der  Durch- 
stosspunkt  S  oder  der  Fluchtpunkt  ff  der  Geraden 
bekannt  ist;  oder  der  Punkt  M^i 
18.   In    zwei   projecti vischen    Strahlenbüscheln   von   den 
Scheitelpunkten ,  r,  T  construiert  man  aus   drei  Paaren  ent- 
sprechender Strahlen  a,  a';  ft,  6';  c,  c  die  ferneren  entsprechenden 
Strahlenpaare  dy  dt  etc.,   indem  man  die  Reihen   betrachtet, 
welche  zwei  entsprechende  Strahlen  z.  B.  a,  a   mit  dem  jedes- 
maligen andern  Büschel  bestimmen;  man  hat  in  leicht  ver- 
ständlicher Bezeichnung 

(a  •  a  b'c'^  •  •)  ==  (a'  •  a  6  c  •  •  •) 

und  da  diese  Reihen,  weil  sie  in  aa  einen  Punkt  entsprechend 
gemein  haben,  perspectivisch  sind,  so  erzeugen  sie  durch  die 
Verbindungslinien  der  Paare  ihrer  entsprechenden  Punkte  ein 
Strahlenbüschel  oder  sie  haben  ein  perspectivisches  Centrum 
V ,  Dasselbe  ist  zunächst  nach  der  getroffenen  Wahl  der 
Reihen  durch  die  Geraden  ab'^  a  b\  ac'y  ac  aus  den  gegebenen 
Elementen  bestimmt  und  dient  zur  Construction  aller  übrigen 
Paare  entsprechender  Strahlen  (Fig.  28.) ;  es  liefert  zu  d  den 
entsprechenden  ^f,  weil  a'd,  ad'  eine  durch  T"  gehende  Gerade 
sein  muss.  Im  Verbindungsstrahl  der  Scheitel  TT  sind  zwei 
einander  nicht  entsprechende  Strahlen  o,  p  der  beiden  Büschel 
vereinigt;  die  Construction  zeigt,  dass  die  ihnen  entsprechenden 
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Strahlen  o',  p  die  Geraden  TT',  TT'  sind.  Es  folgt  daraus, 
dass  die  Lage  des  perspectivischen  Centrums  T'  von  der  zu- 
Hilligen  Wahl  des  Paares  entsprechender  Strahlen  a,  a  für 
die  Reihenbildung  unabhängig  ist,   dass  also  auch   die  dritte 


durch  die  Data  bestimmte  Gerade  6  c',  b'c  durch  dasselbe 
gehen  muss.  Man  erhält  dasselbe  also  als  Schnittpunkt  von 
drei  Geraden. 

1)  Zwei  projectivische  Strahlenbüschel  von  den  Schei- 
teln r,  T  sind  vollkommen  bestimmt  durch  das 
perspectivische  Centrum  und  ein  Paar  entsprechende 
Strahlen. 

2)  Dreht  man  das  Büschel  T  um  den  Winkel  (o',  o) 
und  im  Sinne  desselben  um  seinen  Scheitel,  so 
wird  es  mit  dem  Büschel  T  perspectivisch;  ebenso 
T  mit  T  durch  die  Drehung  (/?,  p), 

3)  In  den  projecti vischen  Strahlenbüscheln  T,  T  exi- 
stieren wie  in  den  projectivischen  Reihen  zwei 
Paare  von  Elementen,  die  das  Doppelverhältniss 
auf  ein  einfaches  Verhältniss  reducieren  (§  16,  4.) ; 
es  sind  die  entsprechenden  Paare  der  Rechtwinkel- 
strahlen, Strahlenpaare  qq\  rr  (diese  Bezeichnung 
wird  kaum  Zweideutigkeiten  veranlassen)  von  der 
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Eigenschaft^    dass    sowohl  (g,   r)    als    {q,   r)    ein 
rechter  Winkel  ist.     Für  sie  hat  man 

{^ßhqr)  =  {ah'qr)  oder 

sin(a,q)  .  sin {a, r)  ^  ^^^J^j^f)  .  ?^l?Vl)     ^  |j 
sin  (6,  q)  '  sin  {b,  r)        sin  {b' y  q)  '  sin  {b\  r)' 

tan {a,q)  :  ian{b,q)  =  tan(a%  q)  :  ian(b%  q')  oder  auch 

ian{a,q')  :  tan(a,q)  =  tan{b%q')  :  t€in{bjq)  und 

tan{a'yq)  •  ian{ayr)  =  tan(J/,q)  •  ian{byr), 

Fig.  s». 


!r^-"" 


4)  Um  die  entsprechenden  Rechtwinkelpaarc  qr,  qr 
von  zwei  projecti vischen  Strahienbüscheln  T,  T  zu 
"    construieren ,  macht  man  dieselben  durch  Drehung 
des  einen  perspectivisch   (2),   bestimmt   ihre    per- 
spectivische  Axe  und  beschreibt  den  durch   J,  T 
gehenden  Kreis,  der  seinen  Mittelpunkt  in  ihr  hat 
(Fig.  29.);  derselbe  schneidet  die  perspectivische  Axe 
in  den  Fusspunkten  der  Strahlen  q^  q   und  r,  r   der 
entsprechenden  Rechtwinkelpaare. 
19.  Die  durch  die  Centralprojection  gegebene  Abhängig- 
keit ebener  Systeme  ist  nun  der  Art,  dass  jeder  gerad- 
linigen Reihe  i  der  Originalebene  eine  zu  ihr  perspectivische 
aus  demselben  projicierenden  Strahlen  -  Büschel  geschnittene 
Reihe  {  der  Bildebene  entspricht;  jedem  Strahlenbüschcl  T 
der  Originalebene  ein  zu  ihr  perspectivisches  aus  demselben 
Büschel  projicierender  Ebenen  steschnittenes  und  über  der- 
selben Reihe  in  der  Spur  s  stehendes  Strahlenbüschel  T  der 
Bildebene.     Durch    die  Umlegung  der  Originalebene  in  die 
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Bildebene  (§  11.)  sind  alle  diese  projeetivischen  Reihen  und 
Büschel  in  perspectivischer  Lage  in  einer  Ebene  vereinigt 
und  es  ist  die  Anwendung  der  allgemeinen  Gesetze  der  Doppel- 
verhältnissgleichheit auf  die  entsprechenden  Reihen  in  den 
vom  CoUineationscentrum  6  ausgehenden  Stra\ilen  und  auf 
die  entsprechenden  Büschel  aus  den  in  der  Collineationsaxe 
s  liegenden  Punkten  von  besonderem  Nutzen. 

Ist  /  ein  Strahl  aus  dem  CoUineationscentrum^  so  dass  /'  mit 
ihm  zusammenfällt  und  den  Punkten  A,  B  dieses  Strahles  andere 
Punkte  Äy  B"  desselben  Strahls  als  Bilder  entsprechen,  (Fig.  30.) 

Fig.  30. 


und  ist  5  der  zugehörige  Punkt  in  der  Collineationsaxe  «,  so 
gilt  weil  (£  und  S  sich  selbst  entsprechen  —  wir  nennen  sie 
die  Doppelpunkte  der  vereinigten  projeetivischen  Reihen  — 
die  Relation 


oder 


6.^    g^'_6^_ei?' 
Sj'  &/~  SB'  SB' 


SA'  SB        SÄ'  SB' 


d.  h.  (65f^^')  =  {(^SBB'). 
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Bezeichnen  A^,  A(  entsprechende  Punkte  für  einen  andern 
durch  das  CoUineationscentnim  6  gehenden  Strahl  /]  ^  //  mit 
dem  Punkt  S^  in  der  Collineationsaxe^  bo  hat  das  Doppel- 
verhältniss  der  Gruppe  ^S^A^A(  denselben  Werth,  wie  das 
Vorige,  weil  die  Geraden  AA^y  AA{  in  einem  Punkte  TT' 
der  CoUineationsaxe  zusammentreffen  und  somit  die  Reihen 
^SAÄ  und  {i,SyA^A{  aus  diesem  Punkte  perspectivisch  sind. 
Also:  Entsprechende  Paare  von  Punkten  einer  centrischen 
Collineation  in  der  Ebene  bestimmen  mit  dem  Centrum  und 
dem  Durchstosspunkt  des  Strahls,  auf  dem  sie  liegen,  ein 
Doppelverhältniss,  das  weder  von  einem  Paar  zum  andern 
im  nämlichen  Strahl,  noch  von  einem  Strahl  zum  andern 
seinen  Werth  verändert.  Und  wenn  aa\  hb'  entsprechende 
Paare  von  Strahlen  der  Systeme  sind,  die  von  einem  Punkte 
der  Axe  s  ausgehen  imd  c  den  von  da  nach  dem  Centrum 
gehenden  Strahl  bezeichnet,  so  hat  man  ebenso 

{csaa)  s=s  (csbb')  '^  const, 

und  die  beiden  Constanten  sind  einander  gleich,  weil  die 
Reihen  der  erstem  aus  den  Strahlenbüscheln  der  letztem  ge- 
schnitten sind.  Wir  nennen  diese  constante  Zahl  das  cha- 
racteristische  Doppelverhältniss  der  centrischen 
Collineation  oder  der  Centralprojection,  aus  der  sie 
entspringt  und  wollen  sie  mit  J  bezeichnen. 

1)  Sind  Q'  und  R  die  Gegenpunkte  des  betrachteten 
Strahls  65  aus  dem  Centram  6,  so  ist  für  Ay  Ä 
als  ein  entsprechendes  Paar  (Fig.  30.) 

{^.SAÄ)  =  J  =  (eSÄoo)  c=  (GSooO')  d.  h. 

6^  ,  g^'  ^  6Ä  ^  ^' 

SA'  SÄ~      ~  SB       6()'    ' 

oder  das  characteristische  Doppelverhält- 
niss der  Central  collineation  ist  auch  das  ein- 
fache Theilverhältniss,  nach  welchem  auf 
jedem  durch  das  Centrum  gehenden  Strahl 
SiS  durch  Q'  und  6S  durch  R  getheilt  werden. 
In  Folge  dessen  ist  0'  von  S  ebensoweit  und 
in  demselben  Sinne  entfernt  wie  6  von  Ä,  oder  (/ 
von  8  wie  ß  von  r.     (§  9.) 
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2)  Man  construiere  die  CentralcoUineationen  von  den 
Charaeteristiken  A=^  —  \  und  J  =  ^. 

3)  Auf  der  Parallelen  /  durch  das  Coliineationsccntnim 
zur  Axe  b  gilt  für  entsprechende  Punktepaare  A^  Ä 
die  Relation 

d.  h.  dieselben  bilden  zwei  ähnliche  Reihen  mit 
dem  Aehnlichkeitsverhältniss  A  und  S  als  sich 
selbst  entsprechend;  mit  dem  zweiten  sich  selbst 
entsprechenden  Punkt  im  Unendlichen. 

j..g  3i  4)  Wie  lässt  sich  die 

vorher  gefundene  Aehnlich- 
keit  zur  Construction  cen- 
trisch  coUinearer  ebener 
Systeme  benutzen?  (Vergl. 
§  21.  c.  und  §  30;  auch 
§  40.).  Je  zwei  entspre- 
chende zur  Collineations- 
axe  parallele  Gerade  zeigen 
gleichfalls  die  Aehnlichkeit 
der  bezüglichen  Reihen. 

5)  Denken  wir  vor  der 
Umlegung  die  Bildebene, 
die  Originalebene  und  die 
zu  beiden  respective  parallelen  Ebenen  durch  das 
Centrum  C  derProjection  (Fig.  31.),  also  die  Geraden 
^i  ?';  ^\  endlich  die  Ebene  d  und  die  zu  s  normale 
projicierende  Ebene,  so  schneidet  die  Letztere  die 
vorbezeichneten  fünf  Ebenen  in  den  vier  Seiten  und 
einer  Diagonaje  SC  eines  Parallelogramms  CRSQ\ 
in  welchem  der  Winkel  bei  S  die  Tafelneigung  a 
der  Ebene  ist.  Bezeichnen  wir  L  QSC  durch  ß 
und  L  CSR  durch  y,  so  ist  a  =  j3  +  y  und 

~  CÖ'~  smß~SR^ 

d.  h.  die  characteristische  Constante  der 
Collineation  ist  das  Theilverhältniss  des 
Winkels   a   für  die   durch   die  Spur    s    be- 
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stimmte  projicierende  Ebene.  Sind  die  Bild- 
ebene, die  Originalebene  und  die  Characteristik  A 
gegeben,  so  ist  der  Ort  des  Centrums  diejenige 
Ebene,  welche  den  Winkel  a  nach  dem  Theilver- 
hältniss  A  theilt. 
6)  Betrachten  wir  in  den  concentrischen  entsprechenden 
Büschehi  aus  einem  Punkte  der  CoUineationsaxe 
die  Paare  der  entsprechenden  Rechtwinkelstrahlen 
qy  q\  r,  r',  so  ist 

{C8qq)  =  A=  (csrr), 

d.  h.  tan  cq  :  ian  sq  ==  tan  cq  :  ian  sq'\  etc. 

Sind  (S,  Sy  q'y  r  als  Data  der  centrischen  Colli- 
neation  gegeben,  so  entsprechen  jedem  Punkte  TT' 
oder  S  von  s  als  Scheitel  bestimmte  Rechtwinkel- 
paare qy  r,  qy  r  oder  5Ä,,  SR^y  SQ^\  SQ^  (Fig. 32.), 

Fig.  32. 


die  man  wi^  folgt  construiert:  Man  halbiert  {iS 
in  X,  errichtet  dort  die  Normale  zu  ihr  und  schnei- 
det  mit  derselben  q  in  M2  und  r  in  M^ ;  die  Kreise, 
die  von  M^  und  M^  als  Mittelpunkten  aus  durch  (S  und 
S  gehen,  schneiden  ihre  Durchmesser  q  und  r  in 
den  Gegenpunkten  0,',  jp/  und  Ä, ,  R^  der  ent- 
sprechenden Paare  der  Rechtwinkelstrahlen.  Man 
begründet  die  Construction  durch  die  Bemerkung, 
dass  von  den  beiden  concentrischen  projectivischen 

4* 
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Büscheln  csqr,  c^^V  jedes  parallel  sich  selbst  nach 
(£  verlegt  mit  dem  andern  perspectivisch  sein  musS; 
wo  dann  q',  respective  r  als  die  perspectivischen 
Axen  derselben  entstehen;  dass  aber  hiemach  die 
Construction  des  §  18.,  4.  Anwendung  finden  muss. 
Das  ist;  was  die  angegebene  Construction  vollzieht. 
Die  Halbierungslinien  der  von  den  Doppelstrahlen 
c,  s  gebildeten  Winkel  halbieren  auch  die  Winkel 
der  Rechtwinkelpaare  qr,  qr. 
7)  Wenn  die  Ecken  von  zwei  Dreiecken  Ä^A^^^t 
A{  A^  A^  (Fig.  33.)  in  Paaren  A^y  A{  etc.  in  geraden 
Linien  aus  einem  Centrum  fliegen,  so  schneiden  sich 
die  Paare  ihrer  entsprechenden  Seiten  ^1-^2?  -^1-^2' 5 
A.^A^j  A,^A^\  A^A^y  A^A(  in  drei  Punkten  S,  2,  ^23, 
S^^   einer  geraden  Linie  s\  und  umgekehrt. 

Fig.  33. 


Betrachtet  man  nämlich  s  als  die  Gerade  S^^  S3, 
und  nennt  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Strahlen  Ay  A{j 
A^A^y  -r^g ^3' respective  S^y  S^y  S^y  so  gelten,  sofern 
beide  Dreiecke  in  derselben  Ebene  liegen ,  die  Re- 
lationen perspectivischer  Reihen  aus  S^^  und  S^y 

{(^S,A^A,')=(ßS^A,A,')y  (653^3^3')  =  (6Si^,0 

und  somit  auch  (65,-*^,.^/)  =  {{S^S^A^^A^)  d.  h.  auch 
diese  Reihen  sind  in  Perspective  aus  S^^y  ^^^  somit 


Die  Methodenlehre.  «^3 

^i'i7  ^ny  ^31  ^^  einer  Geraden  s.  Dass  der  umge- 
kehrte Satz  gilt,  beweist  man  mit  Leichtigkeit^ 
indem  man  die  Characteristik  der  entsprechenden 
Ceftatralcollineation  durch  die  Büschel  aus  Si^,  S22, 
^31  ausdrückt;  welche  paarweise  perspectivisch  sind 
für  die  Strahlen  A^A^',  etc.  als  ihre  Axen.  Wenn 
beide  Dreiecke  nicht  in  derselben  Ebene  liegen^ 
so  liefert  die  Anschauung  ihres  Verhältnisses  zum 
Centrum  6  als  zweier  ebener  Schnitte  des  Mantels 
einer  dreiseitigen  Pyramide  einen  unmittelbaren 
Beweis.  Darauf  lässt  sich  aber  der  Beweis  für  die 
Lage  in  derselben  Ebene  zurückführen. 
8)  Wenn  von  zwei  ebenen  Systemen  das  eine  die 
Centralprojection  des  andern  ist,  so  bleiben  sie  in 
solcher  Beziehung  auch  bei  Drehung  des  einen  um 
ihre  Durchschnitislinie.   (Vergl.  §  15,  3.)    Der  Ort, 

Fig.  84. 


den  das  Centrum  der  Projection  bei  dieser  Bewegung 
beschreibt,  ist  ein  Kreis  X,  dessen  Ebene  zu  jener 
Schnittlinie  normal  ist  und  der  seinen  Mittelpunkt 
in  der  Fluchtlinie  der  Originalebene  in  der  Anfangs- 
lage hat.  Einer  gegebenen  centrischen  Collineation 
ebener  Systeme  6  5^'  (Fig.  34.)  entsprechen  somit  un- 
endlich viele  Centralprojectionen  von  verschiedenen 
Distanzen  und  Hauptpunkten;  jene  haben  den  Ab- 
stand des  Collineationscentrums  @  von  q'  zu  ihrem 
Maximum,  diese  liegen  innerhalb  der  Strecke  {i&, 
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welche  durch  die  beiden  Umlegungen  des  Centnims 

(§  9-)  begrenzt  ist.  (Vergl.  5.) 
20.  Die  characteristische  Zahl  A  gicbt  nach  ihren  Werthen 
eine  Classification  der  Centralprojectionen,  deren 
Sinn  aus  §  19;  5.  und  8.  erhellt.  Unter  diesen  Werthen  ist  der 
besondere  Fall  -^  =^  —  1,  der  Fall  des  harmonischen  Verhält- 
nisses^ zu  beachten.  Die  projicierende  Ebene  der  Collineations- 
axe  s  halbiert  dann  den  Winkel  a  zwischen  der  Bildebene 
und  Originalebene;  man  hat  wie  auch  hieraus  direct  folgt: 

—  1=  ^o\^^^ 

d.  h.  die*  Gegenpunkte  Q',  E  sind  in  der  Mitte  zwischen  den 
sich  selbst  entsprechenden  Punkten  (S,,  ^  oder  die  Gegenaxen 
9»  r  (Fig.  35.)  in  der  Mitte  zwischen  Centrum  und  Collinea- 

Fig.  35.' 


iionsaxe  vereinigt.  Als  characteristisch  für  diese  harmonische 
CentralcoUineation  ergiebt  sich  dann  allgemein  für  ein  belie- 
biges Paar  entsprechender  Punkte 


und  ebenso 

{csaa)  =  (csaa) 

für  entsprechende  Strahlen  ^  d.  h.  man  kann  in  einer  derar- 
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tigen  Centralcollineation  je  zwei  entsprechende  Punkte  und 
ebenso  je  zwei  entsprechende  Strahlen  vertauschen  —  das 
Bild  als  Original  und  das  Original  als  Bild  betrachten  — 
ohne  das  Entsprechen  zu  stören.  Ist  ABCD-**  eine  Gruppe 
von  Punkten  des  Originals  —  denken  wir  sie  als  die  auf- 
einander folgenden  Ecken  eines  Vielecks  —  und  ÄB'C'D''  •  •  die 
Gruppe  der  entsprechenden  Punkte  des  Bildes,  so  verhalten 
sich  auch  als  Original  und  Bild  die  Gruppen 

ÄBCD'"^  AB'(fD'''\  AB'CD^'y  ÄBCB'*'\ 

ÄBOB'-'y  ABCB'\  etc. 

Ebenso  für  beliebige  Gruppen  von  Geraden  und  ihre  ent- 
sprechenden. 

Zwischen  zwei  derartigen  Systemen  besteht  projec- 
tivisches  Entsprechen  mit  Vertauschbarkeit;  man 
hat  in  den  Reihen  entsprechender  Punkte  auf  den  Strahlen 
aus  dem  Gentrum  projectivische  Reihen  mit  vertauschbarem 
Entsprechen  und  man  hat  in  den  Büscheln  entsprechender 
Strahlen  aus  den  Punkten  auf  der  Axe  projectivische  Büschel 
mit  vertauschbarem  Entsprechen.  Man  nennt  solche  projec- 
tivische Reihen  in  derselben  Geraden,  solche  Strahlenbüschel  in 
derselben  Ebene  und  vom  nämlichen  Scheitel,  solche  ebene 
Systeme  in  derselben  Ebene  mit  vertauschbarem  Entsprechen 
involutorische  Reihen,  Büschel,  ebene  Systeme. 

1)  Man  construiere  eine  involutorische  Centralcolli- 
neation, erläutere  das  vertauschbare  Entsprechen  an 
Original  und  Bild  einer  ebenen  Figur  und  beson- 
ders die  Vereiüigung  der  Gegenaxen  in  der  Mitte 
zwischen  (S  und  s  als  die  unerlässliche  Bedingung 
seiner  Möglichkeit.  Wie  gestaltet  sich  die  C8n- 
struction  mit  Benutzung  der  Parallelen  zu  s  durch  6 
und  der  symmetrischen  Reihen  in  derselben? 

(Vgl.  §  19;  3,  4.) 

2)  Die  Relationen  (<^SAA')^=  —  l=s(^csaa)  sagen  aus, 
dass  die  Doppelelemente  in  den  involutorischen  Rei- 
hen und  Büscheln  einer  solchen  Collineation  mit 
jedem  Paar  entsprechender  Elemente  derselben  eine 
harmonische  Gruppe  von  Punkten  oder  Strahlen 
bilden. 
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o)  In  den  involutorischon  Büscheln  aus  den  Punkten 
der  CoUineationsaxe  fallen  die  entsprechenden 
Rechtwinkelpaare  q,  q  mit  r ,  r  zusammen  (Fig.  35.), 
nämlich  in  den  Halbierungslinien  der  von  den  Strah- 
len c  und  s  gebildeten  Winkel.  Man  beweise  diess 
aus  dem  eharakteristischen  Doppelverhältniss  (§  19, 
6.)  und  aus  der  Construction. 

4)  Wenn  bei  zwei  in  derselben  Geraden  vereinigten 
projectivischen  Reihen  i^(  ein  Paar  von  Punkten 
sich  vertauschungsfähig  entsprechen,  so  thun  diess 
alle  Paare  und  die  Reihen  sind  involutorisch. 
Legt  man  also  zwei  projectivische  Reihen  so  aufein- 
ander, dass  ihre  Gegenpunkte  ö';  Ä  sich  decken,  — 
in  -flf,  dem  Centralpunkt>  Mittel-  oder  Hauptpunkt 
der  Involution  —  so  sind  sie  in  Involution;  in  der 
That,  alle  die  entsprechend  gleichen  Strecken  des 
einen  Systems  (§  15)  fallen  verkehrt  auf  einander. 
Man  kannzwei  projectivischeReihendaher 
in  zweierlei  Weise  involutorisch  machen; 
bei  der  einen  kommen  die  entsprechenden  Null- 
strecken C  mit  G\  H  mit  H'  zur  Deckung  und  bil- 
den zwei  sich  selbst  entsprechende  oder  Doppel- 
punkte G  und  H\  bei  der  andern  fällt  G  auf  H\ 
G'  auf  H  und  Doppelpunkte  existieren  nicht.  Die 
erste  Art  entspricht  offenbar  der  Involution  ebener 
Systeme  durch  Centralprojection. 

5)  Projectivische  Büschel  von  einerlei  Scheitel  in  der- 
selben Ebene  werden  involutorisch,  wenn  man  ihre 
entsprechenden  Rechtwinkelpaare  zur  Deckung 
bringt,  q  mit  /,  q  mit  r;  man  sagt,  dass  diese  die 
Axen  der  Involution  bilden.  Offenbar  können 
solche  Büschel  in  zweierlei  Art  involutorisch  ge- 
macht werden.  Wir  schliessen  daraus,  dass  es  in 
projectivischen  Strahlenbüscheln  zwei  Sy- 
steme entsprechend  gleicher  Winkel  giebt, 
die  zu  den  entsprechenden  Rechtwinkelstrahlen  in 
analoger  Beziehung  stehen,  wie  die  gleichen  ent- 
sprechenden Strecken  zu  den  Gegenpunkten;  etc. 
(Vergl.  §  15.) 
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6)  Die  Relation  (ABMoo)  =  (A! B'ooM)  giebt: 

AM.  AM  =  BM.  B'M  =  consL  (§  15.) 

und  eine  entsprechende  für  die  BüBchel  in  Bezug 
auf  die  Rechtwinkelstrahlen.  Für  die  Doppelpunkte 
ist  GM'^  =  HM'^  =  const. 

7)  Jeder  Punkt  der  perspectivischen  Axe  f"  (§  17.)  von 
zwei  projecti vischen  Reihen  /,  {  bestimmt  mit  diesen 
zwei  projectivische  Strahlenbüschel  in  Involution. 
Jeder  Strahl  aus  ihrem  perspectivischen  Centrum 
T'  bestimmt  mit  zwei  projectivischen  Büscheln  T,  T 
zwei  projectivische  Reihen  in  Involution.  (§  18.) 

8)  Wenn  in  der  Bildebene  zu  den  Punkten  derselben 
die  Spuren  der  zu  den  zugehörigen  projicierenden 
Strahlen  normalen  projicierenden  Ebenen  bestimmt 
sind  (§  10.),  so  wird  in  jeder  in  ihr  gelegenen 
Geraden  durch  ihre  Punkte  und  durch  die  Schnitt- 
punkte mit  den  Spuren  der  Normalebenen,  welche 
ihnen  entsprechen,  eine  Involution  von  Paaren  be- 
stimmt, die  den  Fusspunkt  der  Normale  aus  dem 

•  Hauptpunkt  C^  auf  ihre  Gerade  zum  Mittelpunkt 

hat;  ihre  Doppelpunkte  sind  nicht  reell. 
21.  Als  Specialfälle  der  vorigen  allgemeinen  Beziehungen 
ergeben  sieh  aus  den  speciellen  Lagen  des  Centrums  und  der 
Axe  der  ColUneation  (vergl.  §  17,  4.)  die  folgenden. 
a)  Das  Collineationscentrum  S  liegt  unendlich  fern.  Man  hat 
(Fig.  36.  a.,  b.) 

A  =  {ooSAA')  =  {csaa)\ 

für  die  entsprechenden  Punkte  ist  also  SÄ  :  SA  =  A, 
entsprechende  Gerade  theilen  einen  Winkel  von  con- 
stanter  Grösse  nach  dem  constanten  Doppelverhältniss  A- 
Für  die  Gegenpunkte  hat  man 

A  =  {ooSooQ')  =  ipoSRoo) 

d.  h.  Q%  R  müssen  gleichzeitig  unendlich  fern  sein ;  die 
Gegenaxen  q^  r  sind  nach  der  Umlegung  in  der  unend- 
lich fernen  Geraden  der  Ebenen  vereinigt  und  ihre  Punkte 
bilden  zwei  vereinigte  projectivische  Reihen,  für  welche 
das  Centrum  und  die  Richtung  der  Axe  die  Doppelpunkte 
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sind.  Parallele  Gerade  des  Originals  haben  parallele 
Bilder.  —  Diess  ergiebt  sich  auch  aus  dem  Vorgang  des 
Projicierens  mit  unendlich  fernem  Centrum  direct. 


Flg.  36. 


b. 


Diese  Charactere  bezeichnen  die  allgemeineVer- 
wandtschaft  der  parallel-projectivischen  Sy- 
steme,  die  man  die  Affinität  nennt, 
b)  Das  Collineationscentmm  liegt  im  Unendlichen  und  die 
Characteristik  ist  A  =  —  1 ;  man  hat  also  Affinität 
und  zugleich  Involution.     Es  ist  (Fig.  37.) 

(ooSAA:)  =  --  1,  also  SÄ  =  —  SA]  (csaa)  =  —  1 ; 

^*^-  ^^-  d.  h.   entsprechende  Punktepaare 

liegen  in  fester  Richtung  äquidis- 
tant  von  der  Axe  s]  entsprechende 
Strahlenpaare  bilden  stets  mit  die- 
ser Richtung  und  der  Axe  harmo- 
nische Büschel.  Diese  Charactere 
bezeichnen  die  schiefe  und  nor- 
male Symmetrie  in  Bezug 
auf  eine  Axe.  Die  projicieren- 
den  Strahlen  sind  parallel  einer 
der  Ebenen^  welche  den  Neigungs- 
winkel cc  der  Bildebene  und  Originalebene  und  sein 
Supplement  (180" — a)  halbiereut 
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c)  Die  Collineationsaxe  liegt  unendlich  fern.    Man  hat  (Fig. 
38.  a.,  b.) 

die  Abstände  entsprechender  Punkte  vom  Centrum  sind 
in  constantem  Verhältniss;  entsprechende  Gerade  sind 
einander  parallel.  Diess  ist  der  Character  von  ähn- 
lichen und  ähnlich  gelegenen  Systemen^  (£  ist 
ihrAehnlichkeitspunkt.  Es  entspricht  der  Central- 
projection  für  jede  zur  Bildebene  parallele  Originalebene 

Fig.  38. 


-4-:::--"'  ^^.^     /.' 


(vergl.  §  17,  4.) ;  man  macht  davon  fast  immer  Gebrauch, 
indem  man  einen  bestimmten  'Maassstab  der  Ver- 
jüngung für  die  Darstellung  des  Objectes  wählt,  sei 
dasselbe  nun  durch  Centralprojection  oder  durch  Parallel- 
projection  darzustellen  —  man  zeichnet  von  der  Abbil- 
dung, wie  sie  direct  entstehen  würde,  ein  verjüngtes 
ähnliches  Bild, 
d)  Die  Collineationsaxe  liegt  im  Unendlichen  und  die  Cha- 
racteristik  ist  A=  —  1;  man  hat  also  Aehnlichkeit 
in  ähnlicher  Lage  und  zu- 
gleich Involution.  Es  ist  (Fig. 
39.) 


Fig.  .-^ü. 


A  =  (6oo^^)  =  — l  =  (coo«a'); 
also  6^=  — e^ 


n 
c 


oder  entsprechende  Punkte  liegen 

gleichweit  und  in  entgegengesetztem  Sinne  vom  Centrum 
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entfernt,  entsprechende  Gerade  sind  parallel.  Dicss  ist 
der  Character  von  Systemen,  die  man  centrisch  sym- 
metrisch nennt;  sie  entsprechen  der  Centralprojection 
für  diejenige  Ebene,  welche  der  Bildebene  parallel  und 
äquidistant  vom  Gentrum  mit  ihr  ist.  Man  sieht,  die 
Symmetrien  ebener  Systeme  sind  besondere 
Fälle  ihrer  Involution, 
c)  Die  Collineationsaxe  und  das  Collineationscentmm  lie- 
gen im  Unendlichen,  d.  h.  es  findet  gleichzeitig  Affini- 
tät und  Aehnlichkeit  in  ähnlicher  Lage  statt,  man  er- 
hält congruente  Systeme.  Dieselben  entsprechen 
der  Parallelprojection  für  Ebenen,  welche  der  Bildebene 
parallel  sind.  (Fig.  40.  a.,  b.) 


Fig.  40. 
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So  sind  alle  Specialfälle  der  Projection  des  ebenen 
Systems  in  der  Characteristik  ^  ausgesprochen. 
22.  Durch*  das  Vorhergehende  begründet  sich  endlich 
auch  die  allgemeine  Bestimmung  und  Construction 
der  Projectivität  ebener  Systeme.  Die  Bestimmungs- 
Elemente  müssen  ausreichen,  um  die  Projectivität  aller  ent- 
sprechenden Reihen  und  Büschel  zu  bedingen  und  diess  wird 
oflFenbar  durch  vier  Paare  entsprechender  Punkte  oder  Ge- 
raden errreicht,  von  denen  keine  drei  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  respective  durch  einen  Punkt  gehen.  Sind  A^  B,  C,  D 
vier  solche  Punkte  im  einen  und  jty  Ä',  C,  1/  die  entsprechen- 
den im  andern  System,  so  hat  man  für  jedes  neue  Paar  ent- 
sprechender Punkte  XjX'  die  Gleichheiten 

(^  .  BCDX)  =  {Ä '  B^CffX),  {C  .  ABDX)  =  {C  -  ÄB^D'X) 
unter  andern  analogen.     Ist  also  X  gegeben,   so  construiert 
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• 

man  den  zn  JA  entsprechenden  Strahl  jtÄ'  nach  der  ersten 
und  den  zu  CX  entsprechenden  Strahl  CX'  nach  der  zweiten 
durch  die  Methode  des  §  18  mit  dem  Lineal  allein  und  er- 
hält somit  Ä'.  So  sind,  unabjiängig  von  der  centralen  Lage, 
welche  die  Umlegung  der  central-projecti vischen  ebenen  Sy- 
steme gab,  alle  Paare  entsprechender  Punkte  von  zwei  projec- 
tivischen  ebenen  Systemen  durch  vier  von  ihnen  linear  bestimmt. 
Jede  beliebige  Gerade  des  einen  Systems  kann  aus  ihrer 
entsprechenden  im  andern  abgeleitet  werden,  indem  man 
zu  zwei  Punkten  der  Letztem  so  die  entsprechenden  sucht. 
Sind  a,  b,  c,  d  und  a',  6',  c',  cT  vier  Paare  entsprechender 
Geraden,  so  giebt  jede  neue  Gerade  x  mit  ihrer  entsprechenden 
x'  imter  andern  analogen  die  Gleichheiten 

(rt  •  hcdx)  =  {a  *  l/cd^x')y  {c  •  abdx)  =  (c'*  ab'dx') 

und  so  die  lineare  Construction  des  x'  zu  x  mittelst  der  ent- 
sprechenden Punktepaare  projectivischer  Reihen  axy  ax\ 
cxy  c'x   nach  §  17. 

Die  Bestimmung  der  Systeme  in  centraler  Lage  durch  das 
sich  selbst  entsprechende  Centrum  6,  durch  zwei  Punkte  Sy ,  S^ 
der  Spur  oder  Axe  5,  welche  mit  Sj',  S^  respective  zusammen 
fallen  und  einen  Punkt  Q'  der  Gegenaxe  q  oder  Ä  in  r  dessen 
entsprechender  Q  respective  Ä'  die  Richtung  des  nach  ihih  ge- 
henden Strahles  aus  dem  Centrum  ist,  lässt  sich  als  specielle 
Form  hiervon  betrachten.  Zugleich  bilden  die  Strahlen  aus 
dem  Centrum  giS,,  ßSj  und  die  Geraden  b  und  q  oder  r  vier 
Gerade,  deren  entsprechende  bekannt  sind,  zu  den  drei  ersten 
als  mit  ihnen  sich  deckend,  zu  q   oder  r  im  Unendlichen. 

1)  Zwei  beliebige  Vierecke  AB  CD  und  AB' CD'  lassen 
sich  stets  als  Original  und  zugehörige  Centralpro- 
jection  betrachten  und  daher  in  centrisch-coUineare 
Lage  bringen.  Sind  die  Schnittpunkte  der  Gegen- 
seitenpaare ABj  CD  mit  Ey  also  Aff^  Clf  mit  Hy 
BCy  DA  mit  JF*,  B!Cy  D' Ä  mit  ¥^  bezeichnet,  so  hat 
man  die  Projecti  vi  täten  von  Reihen  (Fig.  41.  a.) 

man  bestimmt  in  denselben  die  Paare  der  Gegen- 
punkte Ä,,  Ä2  iii  ^^;  ^^  «n<l  Pi'>  Qi  in  ÄB\  B'C 
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und  erhält  damit  in  den  Geraden  Ä,  Äj  ^^^  Q\  Q7 
die  Gegenaxen  r  und  g'  der  Systeme. 


•^ 


Da  die  Strahlen  vom  Centrum  (S  der  Collinea- 
tion   nach  den  Punkten   /?|,  R,^  dieselben  Winkel 
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mit  der  Geraden  r  bilden ;  wie  die  Bilder  der  zu- 
gehörigen Geraden  ÄB\  B'C  in  ß/,  Q^  mit  der 
Geraden  q  und  die  Strahlen  von  6  nach  ß/,  Q^ 
dieselben  Winkel  mit  q  wie  die  Originale  ABy  BC 
in  B^y  B.^  mit  r  (§  9.),  so  erhält  man  durch  An- 
trages dieser  Winkel  in  jedem  der  beiden  Systeme 
zwei  Lagen;  6,,  62*,  6/,  62'  für  das  Centrum  6, 
orthogonalsymmetrisch  zu  r  respective  q'.  Bringt 
man  die  Systeme  nun  so  zur  Deckung  ^  dajss  ein 
Paar  von  jenen  6i,  6/;  62,  62'  ^^^  einander  fallen^ 
während  zugleich  die  Gegenaxen  q\  r  zu  einander 
und  die  Strahlenpaare  6/?i,  ^'J9';  (SÄ 2;  ^'^5  ®ö/, 
-4Ä;  ßOa',  C-ö  parallel  werden,  so  sind  die  Vierecke 
AB  CD,  ÄßCD'  in  centrisch  coUineare  Lage  ge- 
brachtj  und  man  erhält  die  Collineationsaxe  s  als  den 
Ort  der  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Paare 
von  Geraden  Ä  B,  ÄBf,  etc.  parallel  y ,  r,  und  ebenso 
weit  im  entgegengesetzten  Sinne  von  S  entfernt, 
wie  die  Mitte  zwischen  q  und  r. 

Jeder  der  beiden  angezeigten  Vereinigungen  ent- 
sprechen zwei  Lagen  der  Vierecke  und  in  der 
Figur  4L  b.  sind  die  dem  €1;  @/  entsprechenden 
rechts,  die  für  Sj?  ^2'  ü^l^s  dargestellt;  dem  Paar 
ABCD^  Alf  CD'  entsprechen  links  wie  rechts  y,  q,  r, 
den  Paaren  ABCD,  A*' B*' C*' B*'  rechts  und 
A*B*C*D*j  ÄB'Clf  links  aber  «♦,  q,  r  und  *♦,  q,  r*. 
Die  Vergleichung  der  Abstände  zwischen  den  ent- 
sprechenden Geraden  s^q^r  in  beiden  Figuren  macht 
die  Symmetrieverhältnisse  der  Lagen  der  Ebenen 
von  Bild  und  Original  ersichtlich. 

Eine  Scitze  c.  zeigt  endlich,  dass  sie  auf  zwei 
verschiedene  räumliche  Lagen  zurückkom- 
men und  die  jedesmaligen  beiden  Umlegungen  re- 
präsentieren, nämlich  A  rechts  und  A^***  rechts, 
^'••«  links;  und  Ä  rechts  mit  A^'  rechts  und  A?^'--- 
links. 
2)  Welche  Specialitäten  ergeben  sich  für  die  centrische 
CoUineation  eines  Quadrats  mit  einem  beliebigen 
Viereck?       Wie    könnte    dieselbe    ohne    Zuhilfe- 
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nähme  der  Projectivitätsgesetze  hergestellt  werden^ 
auf  Grund  der  Reehtwinkligkeit  der  Seiten  und 
Diagonalen  des  Quadrats? 
3)  Aus  der  CoUiueation  eines  Quadrats  AB  CD  mit  einem 
beliebigen  Viereck  AB' CD'  ergeben  sich  allgemeine 
projectivische*  d.  h.  durch  Projection  nicht  zer- 
störbare Eigenschaften  der  Vierecke.  Sind  die 
Schnittpunkte  der  Gegenseitenpaare  Ä^^  CD'\  B^Cy 
Älf\  CA,  ffD'  respective  JSr,  JF^,  G'(Fig.42.a.)  so  lie- 
gen von  den  entsprechenden  Punkten  E^  F^  G  zwei 
in  unendlicher  Feme  E,  F  und  der  dritte  ist  der  Mit- 
telpunkt des  Quadrats  G.  (Fig.  42.  b.)  Durch  die  er- 
laubte Veränderung  der  Ordnung  der  Buchstaben 
j4,  Bj  Cy  D  kann  jeder  der  drei  zum  Mittelpunkt  ge- 
macht werden.    Im  gedachten  Falle  entsprechen  den 

Fig.  42. 


Geraden  FfF',  F'G',  G'E'  die  unendlich  ferne  Gerade 
g  und  die  Parallelen  aus  dem  Mittelpunkt  zu  den 
Seiten  des  Quadrats.  Die  entsprechenden  Reihen 
und  Büschel  der  Figuren  sind  projectivisch ;  nennt 
man  also  noch  die  Punkte  J'C,  ffF]  B'D',  E'F'  re- 
spective  C/,  G^'  (Fig.  42.  a.)  und  ihre  entsprechenden 
im  Unendlichen  G, ,  G.^  (Fig. 42.  b.),  so  erhält  man 
die  Relationen 
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(B'D'G'G^)  =  (BDGG^)  =  —  1 , 

weil  G  die  Mitte  zwischen  A  und  C,  respective  B 
und  JD  ist  und  6^1;  ^2  unendlich  fern  sind;  analog 
folgt  für  die  Büschel 

(C-  A'B'E'r)  =  (G .  ABEF)  =  —  1, 

weil  die  Seitenrichtungen  des  Quadrats  die  Winkel 
seiner  Diagonalen  halbieren.  Man  giebt  diesen 
allgemeinen  Eigenschaften  aller  Vierecke^  denen 
analoge  aller  Vierseite  beizugesellen  sind,  zweck- 
mässigen Ausdruck  durch  die  folgende  Termi- 
nologie : 

Vier  Punkte -4,  B,  C,  B  be-  Vier  Gerade  a,&;C,  cf  bestim- 
stimmen  ein  vollständiges  menein  vollständiges  Vier- 
Vier  eck  mit  drei  Paaren  von  seit  mit  drei  Paaren  von  Ge- 
Gegenseiten ABy  CB]  CB,  BA\  genecken  ab,  cd]  bc,  da]  ca, 
CA,  BBy  deren  Schnittpunkte  bd,  deren  Verbindungslinien 
EyF,  G  Diagonalpunkte  ß,/*,  ^  Diagonalen  desselben 
desselben  und  durch  die  Dia-  und  sich  in  den  Diagonal - 
gonalen  ^P, /'C;  C^  verbun-  punkten  ef^  fg,  ge  schnei- 
den heissen  sollen.  dend  heissen  sollen. 

In     jedem     Diagonal-  In  j  eder  Diagonale  bil- 

punkte  bilden  die  Seiten  den   die   Ecken   und    die 

und  die  Diagonalen^  die  Diagonalpunkte,  die  auf 

durch  ihn  gehen,  ein  har-  ihr  liegen,    eine    harmo- 

monisches  Büschel.  nische  Beihe. 

4)  Mit  Hilfe  der  vorigen  Sätze  construiert  man  zu 
jedem  Punkte  C  in  Bezug  auf  zwei  Punkte  A,  B 
derselben  Geraden  den  vierten  harmonischen  Punkt 
B  und  zu  jedem  Strahle  c  in  Bezug  auf  zwei 
Strahlen  a,  b  desselben  Büschels  den  vierten  harmo- 
nischen Strahl  d.  Die  erste  Construction  ist  'aus 
der  Fig.  25.,  p.40.  zu  erhalten,  wenn  man  noch  die 
Gerade  AT  zieht,  die  BC  m  B'  schneidet;  dann 
sind  B^ffB  in  einer  geraden  Linie. 

Der  Gebrauch  des  Zirkels  ist  vermieden,  die 
Construction  linear. 

Fiedlor,  DanteUende  Geometrio.  5 
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5)  Welche  Gestalt  erhalten  die  Sätze  von  3),  wenn 
eine  der  Ecken  D  des  Viereks  oder  eine  der  Seiten 
d  des  Vierseits  als  unendlich  fem  gedacht  wird? 

6)  Wenn  zwei  coUineare  ebene  Systeme  einen  Strahlen- 
büschel Strahl  für  Strahl  entsprechend  gemein  haben, 
so  haben  sie  auch  eine  gerade  Reihe  Punkt  für  Punkt 
entsprechend  gemein  und  sind  in  perspectivischer 
oder  centrischer  Lage  (Vergl.  §.  19.,  7) 

23.  Blicken  wir  zurück.  Die  Centralprojection  fügt  zu 
dem  Punkt  als  seinen  Schein  die  projicierende  Gerade  mit 
der  Punktreihe  seiner  Bilder  und  zu  der  geraden  Linie  oder 
Punktreihe  als  Schein  das  projicierende  Strahlenbüschel  oder 
die  projicierende  Ebene;  und  insofern  eine  Ebene  durch  ein 
Strahlenbüschel  repräsentiert  wird,  führt  die  Centralprojection 
als  den  Schein  des  Letztem  das  projicierende  Ebenenbüschel 
als  die  dritte  für  die  Untersuchung  nöthige  Anschauung  ein. 
Diese  drei,  die  gerade  Punktreihe,  das  ebene  Strah- 
lenbüschel und  das  Ebenenbüschel,  bilden  eine  in 
sich  abgeschlossene  Gruppe  gegenüber  dem  Prozess  des  Pro- 
jicierens,  der  aus  der  Bildung  des  Scheines  und  der  nachfol- 
genden des  Schnittes  zusammengesetzt  ist  (vergl.  p.  2.  unter 
Methode)  und  sie  sind  im  Falle  ihres  Zusammenhanges  durch 
Centralprojection  durch  das  nämliche  Gesetz  verbunden.  Je- 
des der  drei  Gebilde  geht  beim  Prozess  des  Projicie- 
rens  aus  jedem  der  zwei  anderen  hervor:  Die  Punkt- 
reihe als  Schnitt  aus  dem  Strahlenbüschel  durch  eine  Gerade 
seiner  Ebene,  als  Schnitt  aus  dem  Ebenenbüschel  durch  eine 
Gerade;  das  Strahlenbüschel  als  Schein  der  Punktreihe  aus 
einem  Punkte  und  als  Schnitt  eines  Ebenbüschels  durch  eine 
Ebene ;  das  Ebenenbüschel  als  Schein  des  Strahlenbüschels  aus 
einem  Punkte  und  als  Schein  der  Punktreihe  aus  einer  Gera- 
den —  diese  Erweiterung  des  Ausdrucks  ist  zweckmässig.  So- 
dann, diese  drei  Gebilde  sind,  sowie  sie  paarweise 
beim  Prozess  des  Projicierens  aus  einem  Centrum 
auftreten,  in  perspectivischer  Lage  und  genügen 
dem  Gesetz  der  Doppelverhältnissgteichheit  ent- 
sprechender Gruppen,  oder  sie  sind  projectivisch  in  per- 
spectivischer Lage;  sie  heissen  projectivisch  —  ohne  Bei- 
fügung —  wenn  diese  specielle  Lage  aufgehoben  wird.     Man 
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nennt  diese  drei  Gebilde  die  projecti  vischen  Elementar- 
gebilde oder  die  Grundgebilde  der  ersten  Stufe. 

Um  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  der  Figurjen  einer 
Ebene  zu  projicieren^  betrachtete  die  Centralprojection 
das  ebene  System  entweder  als  eine  Vereinigung  von 
unzählig  vielen  Punkten  oder  als  eine  sol  eh  evon  un- 
zählig vielen  Geraden  (§  11.);  jene  konnte  sie  als  vertheilt 
in  unendlich  viele  gerade  Reihen^  diese  als  vertheilt  in  unzählig 
viele  Strahlenbüschel  auffassen^  so  dass  jeder  einzelne  Punkt  als 
gemeinsamer  Punkt  von  zwei  solchen  Reihen  und  jede  einzelne 
Gerade  als  gemeinsamer  Strahl  von  zwei  solchen  Büscheln 
bestimmt  ist.  Das  ebene  System  ist  in  beiderlei  Be- 
tracht eine  Vereinigung  von  unendlich  vielen  Grund - 
gebilden  erster  Stufe.  Es  wird  nun  projiciert  durch  die 
Verbindung  aller  seiner  Elemente  mit  dem  Centrum  der  Pro- 
jection^  also  durch  die  Gesammtheit  der  projicirenden  Strahlen 
seiner  Punkte  —  man  sagt  durch  ein  Strahlenbündel  —  oder 
der  projicirenden  Ebenen  seiner  Geraden  —  man  sagt  durch  ein 
Ebenenbündel;  also  durch  eine  Unendlichkeit  von  projicie- 
renden  Strahlenbüscheln  seiner  geraden  Reihen  nach  der  ersten 
Auffassung  und  durch  eine  Unendlichkeit  von  projicierenden 
Ebenenbüscheln  seiner  Strahlenbüschel  nach  der  zweiten.  Der 
Schein  des  ebenen  Systems^  das  projicierendeStrah- 
lenbündel  oder  Ebenenbündel  ist  eine  Vereinigung 
von  unendlich  vielen  Grundgebilden  erster  Stufe. 
Man  nennt  darum  das  ebene  System  von  Punkten  oder 
Strahlen  und  das  Strahlen-  oder  Ebenenbündel  die  Gruud- 
gebilde  zweiter  Stufe.  Die  constituierenden  Grundge- 
bilde erster  Stufe  im  ebenen  System  und  im  projicierenden 
Bündel  sind  im  Falle  der  Projection  perspectivisch  und  bleir 
beU;  wenn  ihr  Entsprechen  bei  Aufhebung  dieser  Lage  fest- 
gehalten wird  —  und  dies  allein  macht  die  Brauchbar- 
keit der  Projectionen  aus  —  projectivisch;  die  projec- 
tivischen  Eigenschaften  der  Gebilde  erster  Stufe 
führen  zu  denen  der  Gebilde  zweiter  Stufe  durch 
Zusammensetzung.  (§  16  f.,  §22.) 

Die  natürliche  Fortsetzung  dieser  Betrachtungsweise  ist 
es;  dass  der  Raum  als  die  unendliche  Menge  seiner 
Punkte,  seiner  Ebenen  und  seiner  Geraden  betrach- 

6* 
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tet  werden  muss.  Ah  Punktesystem  ist  er  die  Vereinigung 
von  unendlich  vielen  ebenen  Pilnktsystemen,  die  in  ein  Ebenen- 
biischel  gruppiert  gedacht  werden  dürfen;  als  Ebenensjstem 
ist  er  die  Vereinigung  von  unendlich  vielen  Ebenenbündeln^ 
deren  Scheitel  als  eine  gerade  Reihe  bildend  angesehen  werden 
können.  In  beiderlei  Betracht  setzt  er  sich  aus  den 
Gebilden  zweiter  Stufe  ebenso  zusammen,  wie  diese 
aus  denen  der  ersten  zusammengesetzt  sind;  er  wird 
darum  als  ein  Grundgebilde  dritter  Stufe  bezeichnet.  Es 
giebt  auch  wirklich  eine  Abbildung  des  Raumes  durch 
den  Raum,  bei  welcher  —  ganz  analog  den  Verhältnissen 
der  centrischen  Collineation  ebener  Systeme,  bei  denen  die 
entsprechenden  Grundgebilde  erster  Stufe  in  perspectivischer 
Lage  für  ein  Centrum  sind  —  die  entsprechenden  Grund- 
gebilde erster  und  zweiter  Stufe,  aus  denen  der 
Originalraum  und  der  Bildraum  sich  zusammen- 
setzen, in  perspectivischer  Lage  für  ein  Centrum 
sind.  (Vergl.  §36f.)  Sie  wird  als  centrische  Collineation 
räumlicher  Systeme  bezeichnet  und  liefert  die  Model- 
lierungs-Methoden der  darstellenden  Geometrie. 
Betrachtet  man  den  Raum  als  den  Libegriff  aller  seiner  Ge- 
raden^ so  kann  man  dieselben  in  die  Strahlenbündel  verthei- 
len,  deren  Scheitel  die  sämmtlichen  Punkte  einer  Ebene  sind 
und  erkennt  ihn  also  aus  Gebilden  zweiter  Stufe  so  zu- 
sammengesetzt, wie  diese  aus  den  Elementen  Punkt 
und  Strahl;  er  ist  also  in  diesem  Sinne  als  Gebilde  vierter 
Stufe  zu  bezeichnen.  Die  Uebertragung  der  Eigen- 
schaften aus  denen  der  Gebilde  niederer  Stufe  durch 
Zusammensetzung  bleibt  bestehen. 

So  entspringt  aus  den  Grundanschauungen  und 
der  Methode  der  darstellenden  Geometrie  das  na- 
türliche System  der  Geometrie.  Li  demselben  ist  der 
Unterschied  der  Geometrie  in  der  Ebene  von  der  Geometrie 
des  Raumes  aufgehoben. 

Die  Beziehung  der  Doppelverhältnissgleichheit  oder  Pro- 
jectivität,  welche  sich  als  fundamental  ergiebt,  gilt  für  die 
drei  Grundgebilde  der  ersten  Stufe  ganz  in  gleicher  Weise; 
in  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Figuren,  welche  sich 
auf  sie  gründen,  treten  daher  Beziehungen  von  geraden  Reihen 


Die  Metfaodenlebre. 


69 


lind  von  Strahlenbüscheln  —  vergl.  als  Beispiele  §  22.;  3,, 
§  17.,  18.  —  und  Ebenenbüscheln  in  gleicher  Weise  hervor; 
die  Sätze,  Constructionen  und  Beweise  zeigen  ein 
Gesetz  der  Symmetrie,  das  als  eine  Correspondenz  zwi- 
schen dem  Liegen  in  Geraden  oder  in  Ebenen  und  dem' Gehen 
durch  Gerade  oder  durch  Punkte,  zwischen  Ebene  und  Punkt, 
zwischen  der  Geraden  als  Verbindungslinie  von  zwei  Punkten 
und  der  Geraden  als  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  bezeichnet 
werden  kann.  Dasselbe  Gesetz  zeigt  sich  auch  als  Sym- 
metriegesetz des  Systems,  in  welchem  die  Punkte  einer 
Geraden,  die  Ebenen  durch  eine  Gerade,  die  Geraden  durch 
einen  Punkt  in  einer  Ebene  als  Gebilde  erster  Stufe,  dann  die 
Punkte  einer  Ebene  und  die  Ebenen  durch  einen  Punkt,  die 
Geraden  in  einer  Ebene  und  die  Geraden  durch  einen  Punkt 
nebeneinander  als  Gebilde  zweiter  Stufe,  die  Punkte  und  die 
Ebenen  des  Raums  als  Gebilde  dritter  Stufe  stehen.  Wir 
nennen  es  das  Gesetz  der  Dualität.  Als  elementare 
Beispiele* dafür  dienen: 


1)  Ein  Punkt  und  eine  Ge- 
rade (als  Ebenenbüschel)  be- 
stimmen eine  Ebene. 

2)  Drei  Punkte  bestimmen 
eine  Ebene,  wenn  sie  nicht  in 
einer  Geraden  liegen. 

3)  Wenn  von  beliebig  vielen 
Geraden  jede  zwei  sich  schnei- 
den, aber  nicht^lle  durch  ei- 
nen Punkt  gehen,  so  liegen  sie 
alle  in  einer  Ebene. 

4)  Die  Transversale  zu  zwei 
Geraden  aus  einem  Punkte  ist 
die  Schnittlinie  der  Ebenen, 
welche  jene  Geraden  mit  die- 
sem Punkte  bestimmen. 

5)  Die  Transversalen  zu  drei 
Geraden  sind  die  Schnittlinien 
der  Ebenen,  welche  zwei  der- 
selben mit  den  Punkten  auf 
der  dritten  verbinden. 


Eine  Ebene  und  eine  Ge- 
rade (als  Punktreihe)  bestim- 
men einen  Punkt. 

Drei  Ebenen  bestimmen  ei- 
nen Punkt,  wenn  sie  nicht 
durch  eine  Gerade  gehen. 

Wenn  von  beliebig  vielen 
Geraden  jede  zwei  sich  schnei- 
den, aber  nicht  alle  in  einer 
Ebene  liegen,  so  gehen  sie  alle 
durch  einen  Punkt. 

Die  Transversale  zu  zwei 
Geraden  in  einer  Ebene  ist  die 
Verbindungslinie  der  Punkte, 
welche  jene  Geraden  mit  die- 
ser Ebene  bestimmen. 

Die  Transversalen  zu  drei  Ge- 
raden sind  die  Verbindungsli- 
nien der  Punkte,  in  welchensich 
zwei  derselben  mit  den  Ebenen 
durch  die  dritte  schneiden. 
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Zu  einer  speciellen  Correspondenz  in  der  Ebene,  welche 
den  Character  der  Dualität  zeigt  —  also  zwischen  Punkten 
und  Strahlen  derselben  —  hat  in  der  That  die  constructive 
Untersuchung  bereits  geführt;  jedem  Punkte  der  Bild- 
ebene als  Spur  eines  projicierenden  Strahls  ent- 
spricht eine  Gerade  in  derselben  als  Spur  einer  pro- 
jicierenden Ebene,  welche  zu  jenem  normal  ist  (§10.); 
die  Punkte  derselben  Reihe  haben  zu  ihren  entsprechenden 
Strahlen  in  dieser  Beziehung  die  Strahlen  eines  Büschels,  aus 
dem  der  Geraden  der  Reihe  entsprechenden  Punkt  und  um- 
gekehrt. Solche  entsprechende  Reihen  und  Strahlenbüschel 
haben  gleiches  Doppel verhältniss  —  weil  nach  jener  Con- 
struction  das  aus  dem  Hauptpunkt  Cj  über  der  Reihe  ABC -" 
gebildete  Büschel  zu  dem  Büchel  der  Spuren  ahc'*-  (Fig. 43.) 

Fig.  43. 


der  entsprechenden  Normalebenen  gleichwinklig,  d.  h.  pro- 
jectivisch  ist.  Die  so  gebildeten  Systeme  sind  eine  besondre 
Art  der  reciproken  Systeme,  der  wir  noch  wiederholt, 
erst  in  der  Ebene  (§  33.),  dann  im  Räume  (§  92.)  begegnen 
werden. 


Die  Methodenlehre. 


71 


B«  Die  constmctlTe  Theorie  der  Kegelschnitte  alsKreisproJeetionen« 

24.  Die  Projection  eines  Kreises  ist  der  Ort  der  Durch- 
stosspunkte  der  vom  Centrum  der  Projection  nach  den  Punk- 
ten seiner  Peripherie  gehenden  Strahlen  mit  der  Bildebene; 
sie  ist  auch  die  Enveloppe  der  Spuren  derjenigen  Ebenen, 
welche  vom  Centrum  der  Projection  nach  den  Tangenten  des 
Kreises  gehen.  Insofern  jene  Strahlen  wie  diese  Ebenen 
gleichmässig  den  projicierenden  Kegel  des  Originalkreises 
bilden,  der  durch  seinen  Schnitt  mit  der  Bildebene  die  Pro- 
jection erzeugt,  nennt  man  die  Centralprojectionen  des  Kreises 
Kegelschnitte.  Die  fundamentalen  Eigenschaften  derselben 
ergeben  sich  für  beide  bezeichnete  Anschauungen  nach  den 
Grundgesetzen  der  projectivischen  ebenen  Systeme  aus  den 
beiden  Haupteigenschaften  des  Kreises  hinsichtlich  seiner 
Punkte  und  Tangenten:  I.  Der  Peripheriewinkel  über  dem- 
selben Bogen  des  Kreises  ist  constant.  II.  Das  von  zwei 
festen  Tangenten  begrenzte  Stück  einer  beweglichen  Tangente 
des  Kreises  wird  vom  Mittelpunkt  desselben  unter  constantem 
Winkel  gesehen.  Also  für  zwei  willkürliche  Punkte  Jj,  T^ 
und  zwei  feste  Punkte  Ay  B  des  Kreises  vom  Mittelpunkt  M 

LAT^B  =  L  AT^B  =  \t  AMB\ 

und  für  zwei  willkürliche  Tangen- 
ten f| ,  /j  ^^^  ^yi^i.  feste  Tangenten 
a,  h  desselben  mit  den  respectiven 
Berührungspunkten  T^,  T^j  A,  B, 
und  den  Schnittpunkten  A^,  A2,  B^, 
B2  der  Letztem  in  den  Ersteren 

LA^MA2  =  L  ByMB^^iiL  T^MT^ 

Sind  Ay  Bj  Cy  X  vier  Punkte 
des  Kreises  und  a,  hy  Cy  x  die  zu- 
gehörigen Tangenten  desselben  (Fig. 
44.),  welche  die  Tangenten  in  7, ,  T^ 
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in  Aj,  ß, ,  C,  jA",  und  A^,  B^,  C.^,  X^  rcspective  schDcideu,  so 
iat  wegen  der  Gleichheit  der  Peripheriewinkel 

(r,  ■  ab'cx)  =  (r, -  abcx); 

nach  dem  andern  Satze  aber 

(Jtf  ■  ^,  ß,  C,  -r,)  =  (JH  ■  A^B,  C^Xj)  =  {Ai  Bj  C|  X,)  =  {A^  B.^  C^X,) 

=  {Tt-ABCX)j  d.i.ancb  =  (T.i-ABCX). 
Dieielben  Gleichungen  gelten  in  jeder  Projection  des  Kreises, 
wenn  die   gleichen  Buchstaben  die  Projectionen  der   bezüg- 
lichen Punkte  bezeichnen  (Fig.  45.  und  46.).    Denn  die  Pro- 
jectivität  der  Strahleubtlachel 

Fig.  15. 

jp ^ 


(r,  -ABC--)  und  {Tj  ■  ABC--) 
zieht  die  der  projicierenden  Ebenenbiischel 

(er,  ■  ABC---)  und  (6  2-,  -  ABC--) 
nach  aich  und  damit  die  der  Strablenbüschel  in  der  Projection 

{t;  •  ÄffC  ■-.)  und  (r^'  ■  ÄSC  ■■■)• 
Man  hat  also  die  folgenden  Qeaetze: 

.Die  geradenLinien  von  vier         Die       Durchschnittspunkte 
Funkten    eines   Kegelschnitts     von  vier  Tangenten  eines  Ke- 
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nach  einem  beliebigen  fünften  gelschnitts  mit  einer  beliebigen 
Punkte  desselben  bilden  ein  fünften  Tangente  desselben 
Strahlenbüschel  von  unverän-  bilden  eine  Punktreihe  von 
derlichem  Doppelverhältniss.       unveränderlichem   Doppelver- 

hältniss. 

Man  sagt  daher  von  vier  festen  Punkten  oder  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts^  dass  sie  ein  bestimmtes 
Doppelverhältniss  haben*)  und  hat  dann  den  Satz:  Das 
Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  eines  Kegel- 
schnitts ist  dem  Doppelverhältniss  seiner  vier  Tan- 
genten in  denselben  gleich. 

71g.  46. 


Diese  Eigenschaften  kommen  «allen  Kreisprojectionen  zu 
und  es  sind  solche  Eigenschaften  derselben,  welche  durch 
Projection  nicht  geändert  werden^  die  also  wiederum  nicht 
nur  ihnen  selbst^  sondern  auch  allen  ihren  Centralprojectionen 
zukommen;  wir  nennen  sie  projectivische  Eigenschaften  und 


.    *)  Damit  ist  das  Gebiet  wesentlich  erweitert,  in  welchem  die  Doppel- 
verhältnissgleichheiten  gelten. 
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werden  ihre  grosse  Wichtigkeit  für  die  darstellende  Geometrie 
kennen  lernen. 

Man  construiere  Punkte  des  durch  drei  Punkte  J^ 
Bj  C  gehenden  Kreises  bei  unzugänglichem  Mittel- 
punkte desselben  —  vermittelst  des  perspectivischen 
Centrums  T  gleicher  Strahlenbüschel;  durch  die  Re- 
lation 

LABC^L  CAT,  L  BAC=  L  CBT, 

25.  Die  Umkehrung  der  Hauptsätze  des  vorigen  §  führt 
zu  folgenden  Curvengenerationen : 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  Die  Enveloppe  der  Verbin- 
aller  entsprechenden  Strahlen-  dungslinien  aller  entsprechen- 
paare von  zwei  projecti vischen  den  Punktepaare  von  zwei  pro- 
Strahlenbüscheln  ist  eine  durch  jectivischen  Punktreihen  ist 
die  Scheitelpunkte  derselben  eine  die  Träger  dieser  Reihen 
gehende  Curve,  welche  mit  berührende  Curve,  welche  mit 
einer  Geraden  ihrer  Ebene  nicht  einem  Punkte  ihrer  Ebene  nicht 
mehr  als  zwei  Punkte  gemein  mehr  als  zwei  Tangenten  ge- 
haben kann  (§  16.;  6,  5);  sie  mein  haben  kann  (§  17.);  sie 
heisst  daher  eine  Curvezwei-  heisst  daher  eine  Curvezwei- 
ter  Ordnung  und  ist  durch  ter  Classe  und  ist  durch 
fünf  Punkte  bestimmt,  fünf  Tangentenbestimmt; 
von  denen  keine  drei  in  einer  von  denen  keine  drei  durch 
geraden  Linie  liegen.  einen  Punkt  gehen. 

Alle  Kreisprojectionen  sind  nach  dem  Vorigen  Curven 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe  zugleich.  Dass  alle 
Curyen  zweiter  Ordnung  auch  zweiter  Classe  und 
Kreisprojectionen  sind,  wird  der  Verlauf  der  Unter- 
suchungen zeigen;  wir  verzichten  auf  den  directen  Beweis 
an  dieser  Stelle. 

Wenn  flinf  Punkte  (Tangenten)  eines  Kegelschnitts  ge- 
geben sind,  80  bestimmen  irgend  zwei  derselben  durch  ihre 
Verbindungslinien  (Schnittpunkte)  mit  den  drei  übrigen  drei 
entsprechende  Paare  von  Elementen  der  zwei  erzeugenden 
projectivischen  Büschel  (Reihen).  Diess  ist  für  die  Kegel- 
schnitte als  Kreisprojectionen  evident;  für  Curven  zweiter 
Ordnung  und  solche  zweiter  Classe  wäre  zu  zeigen  (vergl. 
§  27.;  1,  a.),  dass  die  Curve  von  der  Wahl  der  Träger 
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der  erzeugenden  Büschel  oder  Reihen  unter  denBe 
Stimmungs-Elementen  unabhängig  ist. 

Wenn  drei  der  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
oder  drei  der  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen,  so  sind  die 
projectivischen  Gebilde,  welche  die  beiden  übrigen  mit  ihnen 
bestimmen,  in  perspectivischer  Lage  und  der  erzeugte  Ke- 
gelschnitt degeneriert  in  zwei  Gerade  im  einen 
Falle  —  Scheitelstrahl  und  perspectivische  Axe  —  und  in 
zwei  Punkte  im  andern  Falle  —  Schnittpunkt  der  Reihen 
und  perspectivisches  Centrum. 

Mit  vier  festen  Punkten  oder  Geraden  bestimmt  jeder 
fünfte  Punkt  und  jede  fünfte  Gerade  ihrer  Ebene  einen  Ke- 
gelschnitt; man  nennt  die  Gesammtheit  dieser  Kegelschnitte 
im  ersten  Falle  ein  Kegelschnitt -Büschel  und  im  zweiten 

Fig.  47. 


b. 


eine  Kegelschnitt-Schaar.  Das  Kegelschnitt-Büschel  ent- 
hält drei  Kegelschnitte,  welche  in  Paare  von  Geraden  und 
die  Kegelschnitt-Schaar  drei,  die  in  Paare  von  Punkten  dege- 
nerieren, nämlich  die  Gegenseitenpaare  des  Vierecks  der  ge- 
meinsamen Punkte,  respective  die  Gegeneckenpaare  des  Vier- 
seits  der  gemeinsamen  Tangenten. 

1)  Alle  durch  vier  feste  Alle  vier  feste  Gerade  ö,  b, 
Punkte  A,  B,  C,  D  gehenden  c,  d  berührenden  Kegelschnitte 
Kegelschnitte  werden  von  ei-  werden  aus  einem  beliebigen 
ner  beliebigen  Geraden  /  ihrer     Punkte  T  ihrer  Ebene  in  Strah- 
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Ebene  in  Punktepaaren  Z,  2, 
derselben  Involution  geschnit- 
ten y  ZU  welcher  auch  die 
Schnittpunkte  W,  W^ ;  Z,  iT, ; 
Yj  Yy  derselben  mit  den  Paa- 
ren der  Gegenseiten  ABy  CD] 
BC^AB]  CA,  BD  gehören  (Fig; 
47  a.).    Denn  es  ist 

{A'CDZZ^)=(B'CBZZ^)', 

also  in  t 

(TU,  ZZ,)  -  (J-F,  ZZ,) 

2)  unter  den  Kegelschnitten 
des  Büschels  sind  zwei;  wel- 
che eine  Gerade  i  seiner  Ebene 
berühren  —  in  den  Doppel- 
punkten der  auf  ihr  erzeug- 
ten Involution. 

3)  Die  Gegenseitenpaare  ei- 
nes vollständigen  Vierecks  wer- 
den von  jeder  Geraden  seiner 
Ebene  in  drei  Paaren  einer 
Involution  geschnitten. 

4)  Wenn  eine  Gerade  die 
Seiten  AB,  BCy  CA  eines  Drei- 
ecks ABC  in  Punkten  W,  Xy  Y 
schneidet;  und  Punkte  W^y 
Xi  y  F,  in  ihr  so  bestimmt  wer- 
den;  dass  sie  mit  jenen  drei 
Paare  einer  Involution  bilden, 
so  gehen  die  Geraden  CW^y 
AXyy  BYy  durch  denselben 
Punkt  D. 

5)  Man  construiere  mit  dem 
Lineal  allein  in  einer  durch 
zwei  Paare  bestimmten  Invo- 


lenpaaren  Zy  z^  derselben  Invo- 
lution berührt;  zu  welcher  auch 
die  Verbindungslinien  Wy  rvy\ 
^}  ^i )  !/}  Vi  derselben  mit  den 
Paaren  der  Gegenecken  ahyCd\ 
bc,  ad]  Cüy  6 (/gehören.  Denn 
es  ist  (Fig.  47  b.) 

(a  •  cdzz^)  =  (6  •  cdzz^)] 
also  an  T 

sin  {xy  z)  ^  stn{xy  Z|) 

~«n(yj,«)*«n(y,,  z^) 
=  (yi  xzy  z). 

Unter  den  Kegelschnitten 
der  Schaar  sind  zwei;  welche 
einen  Punkt  T  ihrer  Ebene 
enthalten  —  mit  den  Doppel- 
strahlen der  an  ihm  erzeugten 
Involution  als  Tangenten. 

Die  Gegeneckenpaare  eines 
vollständigen  Vierseits  werden 
mit  jedem  Punkte  seiner  Ebene 
durch  drei  Paare  einer  Invo- 
lution verbunden. 

Wenn  ein  Pimkt  mit  den 
Ecken  aby  bCy  ca  eines  Drei- 
seits  abc  durch  Strahlen  tv, 
Xy  y  verbunden  wird  und  Strah- 
len w^y  Xyy  i/i  aus  ihm  so  be- 
stimmt werden;  dass  sie  mit 
jenen  drei  Paare  einer  Invo- 
lution bilden;  so  liegen  die 
Punkte  ci9|;  ax^y  by^  in  einer 
derselben  Geraden  d. 

Man  construiere  mit  dem 
Lineal  allein  in  einer  durch 
zwei  Paare  bestimmten  Invo- 
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luüon  in  gerader  Linie  den  ent-     Intion  von  Strahlen  aus  einem 
sprecbendeD  zu  einem  bestimm-     Punkte  den  entsprechenden  zu 
ten  Punkte  derselben;  speciell     einem  bestimmten  Strahl  der- 
den  dem  unendlich  entfernten     selben. 
Punkte  entsprechenden  Funkt 
O'R  oder  den  Hauptpunkt  (Cen- 
tralpunkt).   (§20.;  4.) 

6)  Man   zeige,    dass    die  Eigenschaften   des    vollständigen 
Vierecke  und  Vierseits  bezüglich  der  harmonischen  Theilung 
(§  22.;  3.)  SpecisimUe  der  Sätze  unter  3)  sind. 
Fla-*». 


h 


26.  Die  Projectionen  des  Ereisea  sind  Curven  von  sehr 
verschiedener  Gestalt  je  nach  der  Lage  des  Kreises  zur 
Gegenaxe  seiner  Ebene  (vergl.  §  14. ;  2. 3.).  Schneidet  der  Kreis 
diese  Qegenaxe  —  r,  wenn  wir  ihn  als  Original  ansehen,  — 
so  hat  sein  Bild  zwei  Punkte,  die  entsprechenden  der  Schnitt- 
punkte, in  unendlicher  Ferne  und  zwei  zugehörige  Tangenten, 
die  ihn  erst  in  unendlicher  Feme  berühren,  —  man  nennt  diese 
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Tangenten  die  Asymptoten  und  hat  jene  Punkte  als  die 
Asymptotenrichtungen  zu  bezeichnen ;  es  zerfällt  in  zwei 
Theile  oder  Zweige,  die  erst  in  diesen  unendlich  fernen  Punk- 
ten sich  zusammenschliessen  und  wird  Hyperbel  genannt. 
In  Fig.  48.  entspricht  dem  Kreise  K  die  Hyperbel  E*  und  ihre 
Asymptoten  sind  die  Bilder  der  Tangenten  von  Ky  deren  Be- 
rührungspunkte in  der  Gegenaxe  r  liegen.  Trifft  der  Kreis 
die  Gegenaxe  r  seines  Systems  nicht ,  so  hat  sein  Bild  keine 
unendlich  fernen  Punkte ,  sondern  ist  wie  er  eine  im  End- 
lichen geschlossene  CurvC;  eine  Ellipse.  So  K^y  das  Bild 
von  K2  in  Fig.  48. 

Berührt  endlich  insbesondere  der  Kreis,  wie  K^  in  Fig.  48., 
die  Gegenaxe  r,  so  hat  sein  Bild  K^  zwei  zusammenfallende 
Punkte  in  unendlicher  Ferne,  wir  sagen,  die  unendlich  ferne 
Gerade  seiner  Ebene,  die  entsprechende  von  r,  berührt  das- 
selbe; es  besteht  aus  einem  Zweig,  der  sich  erst  im  Unend- 
lichen schliesst  und  heisst  eine  Parabel. 

Die  collinear  verwandten  Curven  des  Kreises  oder  seine 
Centralprojectionen  (die  Kegelschnitte)  sind  also  Hyperbeln, 
Ellipsen,  Parabeln;  speciell  ergiebt  sich,  dass  die  Parallel- 
projectionen  des  Kreises  —  oder  die  ihm  affinen  Curven  (vergl. 
§  21.  a.)  —  Ellipsen  sein  müssen  und  bekannt  ist,  dass  die 
zu  ihm  ähnlichen  Curven  (§21.  c.)  wieder  Kreise  sind. 

Und  sofort  allgemein:  Die  Collinearverwandten 
oder  Centralprojectionen  eines  Kegelschnitts  sind 
Kegelschnitte  und  zwar  Ellipsen,  Parabeln  oder 
Hyperbeln,  je  nachdem  er  die  Gegenaxe  seines  Sy- 
stems nicht  schneidet,  berührt  oder  schneidet.  Die 
affinen  Curven  oder  die  Parallelprojectionen  eines 
Kegelschnitts  sind  Kegelschnitte  derselben  Art. 

1)  In  Figur  45.,  §  24.  sind  die  Gegenaxen  q  und  r 
eingetragen  für  den  Fall  des  elliptischen  Bildes, 
in  Fig.  4£.,  §  24.  die  entsprechenden  für  das  hyper- 
bolische Bild;  man  erläutere  daran  die  correspon- 
dierende  Umlaufsbewegung  eines  Punktes  der  Curve 
in  Original  und  Bild. 

2)  Man  thue  dasselbe  für  das  parabolische  Bild  des 
Kreises  und  für  das  parabolische  Bild  der  Hy- 
perbel. 


Die  Hethodeulehte.  79 

Denken  wir  zwei  beliebige  Kegelscbnitte  K,  IC  (Fig.  49.) 
and  drei  beliebige  Funkte  des  einen  A,  B,  C,  als  entsprechend 
drei  beliebigen  Ponk-  pig.  *a. 

ten  Ä,  If,  C  des  an- 
dern ,  iiberdiess  die 
Tangenten  U ,  («•  in  ,4 
nnd  y  an  X,  IC'  und 
ebenso  die  h,  ff  in  B, 
g  sxi  K,  JÜ  als  ent- 
sprechend ,  80  sind 
hierdurch  einerseits 
beide  Kegelschnitte  K,  K',  andererseits  die  ebenen  Systeme  der- 
selben nach  g  23.  völlig  bestimmt  und  jedem  vierten  PanktZ)  des 
Kegelschnitte  ^  entspricht  ein  vierter  Punkte'  des  Kegelschnitts 
^.  Zwei  Kegelschnitte  Fig.  so. 

sind  also  auf  unzählig 
viele  Arten  projecti- 
visch  oder  collinear 
verwandt. 

Sind  AÄ,  Bß  ein  Paar 
der  gemeinsamen  Tangenten 
beider  Kegelschnitte  Fig. 
50.,  und  liegen  C,  C  mit  dem 
Durchschnittspunkt  <S  der- 
selben in  einer  Geraden, 
so  sind  die  BUschel 

{A-jiBC---),  i^-AffC---)  nicht  nur  projectiviach,  sondern 
auch  perspectivisch ;  ihre  perspectivische  Axe  ist  die  CoUi- 
neationsaxe  *  und  der  Punkt  (£  das  Collineationscentrum  zweier 
ebenen  durch  die  Data  bestimmten  collinearen  Systeme  in  cen- 
triscber  Lage.  Dass  die  centrisch  collineare  I-iage  zweier  Kegel 
schnitte  stets  und  entweder  auf  vier  oder  auf  zwölf  verschie- 
dene Arten  stattfindet,  sei  angeftihrt  ohne  näheres  Eingehen. 

27.  Haben  wir  einen  durch  zwei  projectivische  Strahlen 
BUschel  von  den  Scheiteln  A  und  B  bestimmten  Kegelachniti 
und  sind  C,  A^,  B,,  C,  vier  weitere  Punkte  desselben,  so 
nach  §  24.  (Fig.  51.) 

(.^•^|ff,C|C}=:(S-^,S,C,C)i 
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Fig.  51. 


Bchneiden  wir  diese  Büschel  respective  mit  dea  Geraden  J^C  und 
B^C  und  nennen  wir  die  Punkte  J^B^  B^C  und  AB^,  Ä^C  re- 
spective D  und  Ef  dazu 
die  Punkte  AB^^  ^t^i 
BC^,  B^C]  CA^y  C^Are- 

spective  Cj,  -^2?  -^j;  ^^ 
ist  deshalb 

{A^EB^C)=^{BB^A^q, 

d.  h.  diese  Reihen  sind 
perspectivisch  für  das 
Centrum  A^JD,  B^E  oder  Cjj  d.  h.  Cj,  B^y  A^  liegen  in  einer 
Geraden. 

Die  betrachteten  sechs  Punkte  bilden  in  der  Ordnung 
AB^CA^BC^  ein  der  Curve  eingeschriebenes  Sechseck,  für 
welches  die  Punkte  A^^  B^y  C^  als  die  Schnittpunkte  der  drei 
Paare  gegenüberliegender  Seiten  erscheinen;  man  hat  also  den 
Satz:  Sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  bilden  in 
jeder  Aufeinanderfolge  ein  Sechseck,  für  welches 
die  drei  Schnittpunkte  seiner  Gegenseitenpaare  in 
einer  geraden  Linie  liegen.  (Pascal's  Satz  und  Sechs- 
eck; PascaPsche  Linie  A^B^C^*) 

Fig.  58. 


1)  Man  oonstruiere  den  durch  fünf  Punkte  A^  B^,C,A^,B 
bestimmten  Kegelschnitt,  d.  h.  man  bestimme  be- 
liebig viele  Lagen  des  sechsten  Punktes  C^  eines 
PascaPschen  Sechsecks.  (Fig.  52.) 

a)  Die  Geraden  AB^,  A^B  schneiden  sich  im 
Punkte  Cj  der  Pascal'schen  Linie  p;  jeder  Lage 
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der  um  Cj  drehenden  Geraden  p  entspricht  ein 
sechster  Punkt  C|  des  Kegelschnitts.  Dieselbe 
schneidet  ^|C  in  A^,  CA^  in  B^  und  BA^y  AB^ 
schneiden  sich  in  C^ . 

Man  erkennt  darin  deutlich  die  Erzeugung  des 
Kegelschnitts  durch  projectivische  Büschel  aus  A 
und  B  wieder,  von  der  der  PascaFsche  Satz  nur 
eine  andere  Ausdrucksform  ist.  Insofern  in  dieser 
Ausdrucksform  der  Character  der  sechs  Punkte  un- 
unterscheidbar  der  nändiche  ist,  erfüllt  sie  die  in 
§  25.  p.  74.  angedeutete  Forderung  der  Strenge. 

b)  Der  gesuchte  Punkt  C^  ist  im  Sechseck  Nach- 
bar von  A  und  von  B ;  zieht  man  also  (Fig.  52.)  durch 
A  oder  B^  sagen  wir  durch  A  eine  beliebige  Gerade 
als  ^C, ;  so  liefert  sie  mit  A^  C  den  Schnittpunkt  B^y 
welcher  mit  dem  Schnitt  von  AB^y  A^B  oder  Cj 
die  Gerade  p  giebt;  schneidet  B^C  sie  in  A^y  so 
geht  BA^  durch  Cj,  d.  h.  BA^  schneidet  die  ge- 
wählte Gerade  aus  A  m  C^, 

So  construiert  man  linear  den  zweiten  Schnitt- 
punkt einer  Geraden  mit  einem  Kegelschnitt,  dessen 
erster  Schnittpunkt  mit  ihr  bekannt  ist. 

2)  Man  construiere  die  Tangente  des  durch  fünf  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitts  in  einem  dieser  Punkte. 

Da  die  Tangente  als  die  gerade  Verbindungslinie 
von  zwei  unendlich  nahen  d.  i.  zusammenfaUenden 
Punkten  der  Curve  zu  betrachten  ist,  so  legen  wir 
dem  bezeichneten  Punkte  die  Buchstaben  zweier 
Nachbarecken  des  Sechsecks  bei,  z.B.^C^.  (Fig.  52.) 
Sind  dann  A^ ,  By  Cy  B^  die  vier  übrigen  gegebenen 
Punkte,  so  bestimmen  -P^C,  BC^  den  Punkt  ^2; 
AB^y  A^B  den  Punkt  €2,  die  Punkte  ^2;  ^2  ^^^  ^^' 
rade  p  und  diese  mit  A^C  den  Punkt  ^2;  durch 
welchen  auch  die  Tangente  AC^  gehen  muss. 

3)  Man  construiere  in  zweien  der  fünf  Bestimmungs- 
punkte eines  Kegelschnitts  die  Tangenten  desselben. 

Man  fasse  (Fig.  53.)  diese  Punkte  als  Scheitel 
Tj,  7*2  von  zwei  projectivischen  Strahlenbüscheln, 
die  durch  die  drei  andern  gegebenen  Punkte  aa'y 
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bh'y  cc'  bestimmt  sind,  und  construiere  das  per- 
spectivische  Centrum  T'  für  dieselben;  dann  sind 
die  Geraden  T^  T",  T^  T'  die  gesuchten  Tangenten. 
Man  construiert  auch  jeden  sechsten  Punkt  des 
Kegelschnitts  auf  einem  Strahl  von  T^  oder  T<^y  in- 
dem man  mittelst  T"  den  entsprechenden  Strahl 
von  Tj  oder  J,  bestimmt. 

Fig.  S3. 


4)  Man  construiere  den  durch  drei  Punkte  und  die 
Tangenten  in  zweien  derselben  bestimmten  Kegel- 
schnitt, insbesondere  die  Tangente  im  dritten  Punkt. 
Sind  Ä^  By  C  (Fig.  54.)  die  Punkte,  so  betrachten 
wir  die  Tangente  in  A  als  die  Gerade  AB^  --  die 
Verbindungslinie  der  sich  deckenden  Punkte  A  und 
B^  —  die  in  €  als  die  Gerade  CA^  und  suchen  C^  auf 
AC^  oder  BC^  auf  nach  1^  oder  1'.  Die  Construction 
ist  in  Fig.  54.  für  mehrere  Punkte  ausgeführt,  wenn 
auch  nur  für  einen  bezeichnet. 

Um  die  Tangente  im  dritten  Punkt  zu  finden, 
nennen  wir  die  Tangente  in  A  wieder  AB^^  die  in 
C  aber  CA^  und  die  gesuchte  in  By  BC^'^  dann  be- 
stimmen AB^  und  A^B  den  Punkt  C^y  AC^  und  A^  C 
den  Punkt  B.^ ,  die  Punkte  C^  und  B.2  die  Gerade  p, 
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die  von  CB^  in  demselben  Punkte  A^  geschnitten 
wird^  durch  den  die  gesuchte  Tangente  gehen  muss. 
In  jedem  einem  Kegelschnitt  einge- 
schriebenen Dreieck  werden  die  Seiten  von 
den  Tangenten  der  Curve  in  den  respec- 
tiven  Gegenecken  in  Punkten  einer  Gera- 
den geschnitten. 

^.-■•".^ 

Fig.  54.  ,.  ---   • ' 


5)  Man  vollziehe  die  Construction  des  Kegelschnitts 
unter  denselben  Voraussetzungen  durch  projectivische 
Büschel  —  indem  man  die  Punkte  von  bekannter 
Tangente  zu  Scheiteln  wählt  und  durch  ihre  Tan- 
genten das  perspectivische  .  Centrum  T''  erhält. 
(Vergl.  §  24.,  Aufg.) 

6)  Man  construiere  den  durch  vier  Punkte  und  die 
Tangente  in  einem  derselben  bestimmten  Kegel- 
schnitt nach  denselben  beiden  Methoden  des  Pas- 
cal'schen  Sechsecks  und  der  projectivischen  Büschel. 

7)  Man  construiere  nach  denselben  beiden  Methoden 
einen  Kegelschnitt  a)  durch  vier  Punkte  und  die 
eine  Asymptotenrichtung  und  bestimme  dabei  ins- 
besondere die  andre  Asymptotenrichtung  und  die 
Asymptoten  selbst  —  erstere  nach  1**,  die  letzteren 
nach  3) 

b)  durch  drei  Punkte  und  beide  Asymptoten- 
richtungen; 

6» 
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c)  durch  drei  Punkte  und  die  eine  Asymptote; 

d)  durch  einen  Punkt  und  beide  Asymptoten. 
In  jedem  Falle  ist  die  z  weckmässigste  Con- 

structionsform  zu  suchen. 

8)  Man  construiere  eine  Parabel  durch  drei  Punktfe 
und  die  Richtung  ihres  unendlich  fernen  Punktes 

—  d.  h.  aus  vier  Punkten  und  der  Tangente  in 
einem  derselben  als  der  unendlich  fernen  Geraden 

—  oder  durch  zwei  Punkte  und  ihre  Tangenten  — 
oder  durch  zwei  Punkte;  die  Tangente  des  einen 
und  jene  Richtung. 

9)  Man  beweise  den  Satz:  Das  Parallelogramm^  wel- 
ches die  von  einem  Punkte  der  Hyperbel  aus- 
gehenden Parallelen  zu  den  Asymptoten  derselben 
mit  diesen  selbst  bestimmen;  hat  constante  Fläche. 
(Vergl.  §  16.  3.) 

Fig.  55. 


28.  Haben  wir  einen  durch  zwei  projectivische  Reihen 
in  den  Geraden  a  und  b  bestimmten  Kegelschnitt  und  sind 
C;  «,,  ^i;  C|  vier  weitere  Tangenten  desselben;  so  ist  (Fig.  55.) 
nach  §  24. 

(a  •  «i  ft|  c,  c)  =s  (6  •  a,  &,  c,  c)  ; 

projicieren  wir  diese  Reihen  respective  aus  den  Punkten  a^  c, 
6|C  und  nennen  wir  die  Geraden  a,6,  b^c  und  ab^,  a^c  re- 
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spective  d  und  e,  dazu  die  Geraden  a6, ,  «,6;  bc^,  b^c]  ca^, 
c^a  respective  c^y  a^,  b^y  so  ist  deshalb 

ia^eb^c)  =  {db^a^c)j 

diese  Büschel  sind  also  perspectivisch  mit  der  Axe  a^dy  b^e 
oder  c^y  d.  h.  die  beiden  Strahlen  b^  und  a^  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  B  der  Qeraden  Cj. 

Die  betrachteten  sechs  Geraden  bilden  in  der  Ordnung 
abyca^bcy  ein  der  Curve  umgeschriebenes  Sechsseit;  für  wel- 
ches die  Geraden  a^yb^^  Cj  als  die  Verbindungslinien  der  drei 
Paare  gegenüberliegender  Ecken  bc^yb^c)  ca^,  c^a\  ab^y  a^b 
erscheinen;  man  hat  also  den  Satz:  Sechs  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  bilden  in  jeder  Folge  ein  Sechsseit; 
für  welches  die  drei  Verbindungslinien  der  Gegen- 
eckenpaare durch  einen  Punkt  gehen.    (Brianchon^s 
Satz  und  Sechsseit;  Brianchon'scher  Punkt  desselben.) 
1)  Man  construiere  den  durch  fünf  Tangenten  a,  &,, 
Cy  a^y  b  bestimmten  Kegelschnitt;  d.  h.  man  be- 
stimme beliebig  viele  Lagen  der  sechsten  Seite  Cy 
eines  Brianchon'schen  Sechsseits. 

a)  Die  Punkte  ab^y  A}  &  (Fig. 55.)  liegen  in  der 
Geraden  c,  des  Brianchon'schen  Punktes  B\  jeder 
Lage  desselben  als  eines  in  c^  beweglichen  Punktes 
entspricht  eine  sechste  Tangente  c^  des  Kegelschnitts; 
B  giebt  mit  b^c  die  Gerade  a^y  mit  ca^  die  Gerade 
62  und  ba^y  ab^  haben  c^  zur  Verbindungslinie.  Die 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  projectivische 
Reihen  auf  a  und  b  ist  darin  deutlich,  der  Satz 
von  Brianchon  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  der- 
selben.   (Vergl.  §  27.;  1.) 

b)  Die  gesuchte  Tangente  Cj  ist  Nachbarin  von 
a  und  b\  wählen  wir  also  in  a  einen  beliebigen 
Punkt  als  aCj,  so  liefert  er  mit  a^c  die  Verbin- 
dungslinie b^y  die  mit  ab^y  a^b  oder  Cj  den  Punkt 
B  bestimmt;  verbindet  aj  diesen  mit  b^c,  so  liegt 
^26  in  c, .  So  construiert  man  linear  die  zweite 
Tangente  eines  Kegelschnitts  aus  einem  Punkte, 
der  einer  bekannten  Tangente  desselben  angehört, 
(Vergl.  §  27.;  1.) 
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2)  Man  construiere  den  Berührungspunkt  des  durch 
fünf  Tangenten  bestimmten  Kegelschnitts  in  einer 
derselben.  (Für  diese  und  die  folgenden  Aufgaben 
bis  mit  8  vergleiche  man  die  entsprechenden  Num- 
mern des  §  27.) 

3)  Man  construiere  fär  zwei  der  fünf  einen  Kegel- 
schnitt bestimmenden  Tangenten  die  Berührungs- 
punkte. 

4)  Man  construiere  den  durch  drei  Tangenten  und 
die  Berührungspunkte  in  zweien  derselben  bestimm- 
ten Kegelschnitt;  insbesondere  den  Berührungs- 
punkt der  dritten  Tangente. 

In  jedem  einem  Kegelschnitt  umge- 
schriebenen Dreiseit  schneiden  sich  die 
Verbindungslinien  der  Ecken  mit  den  Be- 
rührungspunkten der  Gegenseiten  in  einem 
Punkte. 

5)  Man  construiere  den  Kegelschnitt  unter  denselben 
Vora\i8setzungen  durch  projectivische  Reihen, 

6)  Man  construiere  den  durch  vier  Tangenten  und  den 
Berührungspunkt  in  einer  derselben  bestimmten 
Kegelschnitt  nach  beiden  Methoden. 

7)  Man  construiere  eine  Hyperbel  durch  drei  Tangen- 
ten und  eine  Asymptote;  oder  durch  eine  Tangente 
und  beide  Asymptoten. 

8)  Man  construiere  eine  Parabel  durch  vier  Tangenten 
oder  durch  drei  Tangenten  und  die  Richtung  ihres 
unendlich  fernen  Punktes;  oder  durch  zwei  Tan- 
genteu;  den  Berührungspunkt  der  einen  von  ihnen 
und  jene  Richtung. 

9)  Man  beweise  die  Sätze:  Das  Dreieck;  welches  eine 
Tangente  der  Hyperbel  mit  ihren  Asymptoten  be- 
stimmt^ hat  constante  Fläche.  Die  Verbindungsstrah- 
len von  zwei  festen  Punkten  der  Hyperbel  mit  einem 
veränderlichen  Punkte  derselben  erzeugen  in  den 
Asymptoten  zwei  projectivisch  gleiche  Reihen. 

Die  Tangenten  der  Parabel  bestimmen  auf  zwei 
festen  unter  ihnen  projectivisch  ähnliche  Reihen. 
29.  Die   vorhergehenden   Untersuchungen   zeigen ;    dass 
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jeder  Kegelschnitt  durch  projectivische  Constructionen 
mit  dem  Lineal  bestimmt  ist;  sobald  man  fünf  Punkte  oder 
Tangenten  desselben  kennt  oder  was  dem  äquivalent  ist. 
(Vergl.  §  26.  und  27.;  4—8.) 

Sind  also  fünf  Punkte  oder  Tangenten  des  zu 
betrachtenden  Kegelschnitts  in  Projection  gefun- 
deU;  so  erhält  man  aus  ihnen  durch  dieselben  Con- 
structionen sein  vollständiges  Bild  und  aus  ebenso 
vielen  Punkten  oder  Tangenten  in  wahrer  Lage 
ebenso  die  wahre  Gestalt  des  Ganzen. 

Der  Werth  der  entwickelten  und  benutzten  Eigenschaften 
wird  aber  dadurch  erhöht;  dass  sie  auch  erlauben 

a)  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  dem  Ke- 
gelschnitt; 

b)  die  Tangenten  aus  einem  Punkte  an  denselben 
aus  seinen  Bestimmungsstücken   allein   durch    projectivische 
Constructionen  zu  finden;  ohne  die  Curve  selbst  verzeichnen 
zu  müssen. 


Wir  denken  fünf  Punkte 
eines  Kegelschnitts  gegeben 
und  fordern  die  Schnittpunkte 
desselben  mit  einer  gegebenen 
Geraden  t  zu  bestimmen.  Die 
erzeugenden  proj  ecti  vischen 
Strahlenbüschel;  welche  aus 
zweien  T,  T  (Fig.  56.)  jener 
fünf  Punkte  durch  Strahlen 
nach  den  drei  übrigen  l;  2; 
3  bestimmt  sind;  schneiden 
die  Gerade  /  in  zwei  projec- 
ti vischen  Reihen;  von  denen 
drei  Paare  entsprechender 
Punkte  A^  Ä\  By  Ä';  C;  C  gege- 
ben sind*,  es  handelt  sich  da- 
rum; die  sich  selbst  entspre- 
chenden oder  Doppelpunkte 
dieser  Reihen  zu  construie- 
ren. 


Wir  denken  fünf  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  gegeben 
und  fordern  die  Tangenten  des- 
selben aus  einem  gegebenen 
Punkte  T  zu  bestimmen.  Die 
erzeugenden  projectivischen 
PunktreiheU;  welche  auf  zweien 
i,  i  (Fig.  57.)  jener  fünf  Tan- 
genten durch  ihre  Schnitt- 
punkte mit  den  drei  übrigen 
A;  hy  c  bestimmt  sind;  liefern 
durch  Verbindung  mit  dem 
Punkte  T  zwei  projectivische 
Büschel;  von  denen  drei  Paare 
entsprechender  Strahlen  a^a'^ 
&;  b']  c,c  gegeben  sind;  es  han- 
delt sich  darum;  die  sich  selbst 
entsprechenden  oder  Doppel- 
strahlen dieser  Büschel  zu  con- 
struieren. 
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Berührt  ein  Kreis  K  die  Ge- 
rade i  (Fig.  56.),  so  geht  von 
jedem  Punkte  Ä  derselben  eine 
Tangente  or  an  den  Kreis  und 
also  von  Aj  ^';  B^  B'\  Cy  C  die 
Tangenten  or,  a;  /3,  jJ';  y,  /. 
Kun  folgt  aus  der  Relation 


Geht  ein  Kreis  K  durch  den 
Punkt  T  (Fig.  57.),  so  liegt  in 
jedem  Strahle  a  desselben  ein 
Punkt  A  des  Kreises  und  also 
6,  b' ;  c,  c  die  Punkte 


m  a,  a 


A,  A']  ß,  B'\  Cy  C.    Nun  folgt 
aus  der  Relation 


Fig.  56. 


^N  /. 


nach  den  Grundeigenschaften 
der  Kegelschnitte 

d.  i.  jene  sechs  Tangenten  be- 
stimmen zwei  projectivische 
Systeme  von  Tangenten  des 
Kreises.    Dann  ist  auch 

(«'•  ajSy  •  •  •)  =  (a  •  a  ß'y  *  •  •) 

und  diese  Reihen  sind  per- 
spectivisch  und  haben  somit 
in  dem  Punkte  uß,  aß']  a'y, 
ay  ihr  perspectivisches  Cen- 
trum. Ebenso  entspricht  den 
Reihen  in  /3,  j^  das  Centrum 


nach  den  Grundeigenschaften 
der  Kegelschnitte 

{ABC"'):={A^B'(f"')y 

d.  h.  jene  sechs  Punkte  be- 
8.timmen  zwei  projectivische 
Systeme  von  Punkten  des 
Kreises.    Dann  ist  auch 

{A^'ABC'")  =  (A'A:B'(r'") 

und  diese  Büschel  sind  per- 
spectivisch  und  haben  somit 
in  den  Geraden  A^  By  AB'] 
ÄCy  Ad  ihre  perspectivische 
Äxe.  Ebenso  entspricht  den 
Büscheln  aus  By  W  die  Axe 
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ßuy  jj'a;  /5/;  ß'y  und  den  Rei- 
hen in  y,  y  das  Centram  yß'y 
yß]  ya,  yu.  Weil  endlich 
aß'ya  ßy  ein  Brianchon'sches 
Sechsseit  ist,  so  fallen  diese 
drei  Centra  in  einen  Punkt  B 
zusammen. 


Bj^y  ffA\  BCy  B'C  und  den 
Büscheln  aus  Cy  (f  die  Axe 
CB'y  CB\  CÄy  CA.  Weil  end- 
lich AB'  CA  BC  ein  Pascalsches 
Sechseck  ist;  so  fallen  die 
drei  Axen  in  eine  Gerade  p 
zusammen. 


Fig.  57. 


Mit  Hilfe  des  Punktes  B 
construiert  man  zum  Punkte 
D  der  Reihe  den  entsprechen- 
den Punkt  If  derselben;  denn 
jener  giebt  die  Tangente  i 
des  Kreises  und  da  die  Ge- 
rade a6y  a^  durch  B  gehen 
muss,  so  erfährt  man  aiiy  so- 
mit S'  und  ff. 

Die  Tangenten  von  B  an 
den  Kreis -ff' (Fig.  56.)  sind  zwei 

Strahlen  9i ;  92;  ^^^  ^^^^  ^  ^^^ 
projectivischen  Tangentensy- 
stemen selbst  entsprechen;  und 
ihre  Schnittpunkte  mit  t  sind 
die  Doppelpunkte  F^y  F^  der 
projectivischen  Reihen -4;P,C—, 
^',y;(r,...d.h.dieSchnitt- 


Mit  Hilfe  der  Geraden  p 
construiert  man  zum  Strahle  d 
des  Büschels  den  entsprechen- 
den Strahl  cT  desselben;  denn 
jener  giebt  den  Punkt  D  des 
Kreises  und  da  der  Punkt 
Ä Dy  AD'  in  p  liegen  musS; 
so  erfährt  man  AD*  und  somit 
D'  und  d^. 

Die  Punkte  in  p  auf  dem 
Elreise  K  (Fig.  57.)  sind  zwei 
Punkte  F^y  F2,  die  sich  in  den 
proj  ecti  vischen  Punktesyste- 
men selbst  entsprechen  und  ihre 
Verbindungslinien  mit  T  sind 
die  Doppelstrahlen  f^,  f^  der 
proj  ecti  vischen  Büschel  a;  &,c— , 
a'y  b'y  c',  •••   d.  h.  die  Tan- 
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punkte  der  Geraden  <  mit     genten   vom  Punkte  J  an 
dem  Kegelschnitt.  den  Kegelschnitt. 

Offenbar  würde  jeder  andere  vollständig  verzeichnete 
Kegelschnitt  dieselbe  Verwendung  erlauben^  wie  der  Kreis  £] 
ein  solcher  löst  aber  die  Probleme  am  bequemsten  und  schärf- 
sten; man  benutzt  die  Eigenschaften  des  Ejreises  von  der 
gleichen  Länge  der  Tangenten  von  einem  Punkte  bis  zum 
Berührungspunkte  und  von  der  Halbierung  der  Sehne  durch 
den  zu  ihr  normalen  Radius  zur  Erhöhung  der  Genauigkeit 
der  Construction. 

Dieselben  Betrachtungen  führen  auch  noch: 
b)  zur  Bestimmung  der  übrigen  Schnittpunkte  von  zwei 
Kegelschnitten  IC,  K*,  wenn  zwei  derselben  bekannt 
smd.  Denken  wir  />, ,  P^  als  die  gemeinsamen  Punkte 
und  ist  der  erste  Kegelschnitt  durch  die  ferneren 
Punkte  i>3,  P4,  i>5,  der  zweite  durch  P3*,  P4*,  P^^ 
bestimmt,  so  sind  die  Strahlenbüschel  {P^-P^ P^ P^ -  * -) 
und  {P2' P^^ P^* ^6* " ')  projectivisch  und  bestimmen  auf 
dem  ersten  Kegelschnitt  K  zwei  projectivische  Reihen, 
deren  Doppelpunkte  offenbar  die  weiteren  Schnitt- 
punkte sind. 
Man  folgert  daraus  leicht,  wie: 

d)  zu  drei  gemeinsamen  Schnittpunkten  von  zwei  Kegel- 
schnitten der  vierte  gefunden  werden  kann,  natürlich 
durch  lineare  Construction. 

1)  Zwei  in  demselben  Träger  vereinigte  projectivische 
Punktreihen  oder  Strahlenbüschel  besitzen  im  All- 
gemeinen zwei  Doppelelemente,  welche  reell  und 
verschieden,  zusammenfallend,  oder  nicht  reell  (ima- 
ginär) sein  können.  Sind  sie  reell,  so  ist  für  /*,, 
F2  als  die  Doppelelemente  der  Reihen  und  /\ ,  /",  als 
die  des  Büschels 

{F^F^AB)  =  {F^F^jiB*)  oder  (F,  F^A^^)  =  const. 

Ebenso  (A/z^O  =  ^^^^^'    (Vergl.  §  19.) 

2)  Man  construiere  die  Tangenten  einer  durch  zwei 
Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  bestimmten 
Parabel,  welche  vom  Punkte  T  ausgehen. 

3)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  t 
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mit  der  durch  ihre  Asymptoten  imd  einen  Punkt 
bestimmten  Hyperbel. 

4)  Man  ermittle  die  Gattung  eines  durch  fünf  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitts^  eventuell  die  Asymptoten^- 
richtungen  desselben.  Die  Gerade  i  ist  unendlich 
fem^  man  bildet  aus  zweien  der  fünf  Punkte  die 
projecti vischen  Büschel  über  den  drei  andern^  ver- 
legt durch  Parallelverschiebung  das  eine  an  den 
Scheitel  des  andern  und  bestimmt  die  Doppel- 
strablen  der  so  gebildeten  concentrischen  projec- 
tivischen  Büschel. 

5)  Man  construiere  einen  Kegelschnitt  durch  vier  Punkte 
1;  2y  3,  4;  der  eine  gegebene  Gerade  /  berührt. 
(Fig.  58.) 


Pig.  58. 


1 
y 


/    J 


? 


r  i 


\^' 


se 


Man  betrachtet  den  Berührungspunkt  in  der 
Geraden  als  die  Vereinigung  der  beiden  Schnitt- 
punkte mit  derselben  und  erkennt^  dass  die  pro- 
jectivischen  Reihen  in  der  Geraden,  welche  der 
Kegelschnitt  bestimmt ^  vereinigte  Doppelpunkte 
besitzen  müssen;  da  man  zwei  Paare  Ä^  Ä\  B,  B' 
derselben  erhält;  indem  man  aus  zweien  der  vier 
Punkte  1;  2  als  Scheitel  die  Büschel  nach  den  bei- 
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den  andern  3;  4  bildet;  so  sind  sie  und  die  Lagen 
der  vereinigten  Doppelpunkte  bestimmt.  Man  erhält 
zwei  Lösungen;  nämlich  einen  Kegelschnitt  1;  2, 3;  4; 
der  t  im  Punkte  56  und  einen  ^  der  es  im  Punkte 
56*  berührt.    (Vergl.  die  Construction  mit  §  31.;  3.) 

6)  Man  construiere  die  beiden  Parabeln  durch  vier 
gegebene  Punkte  oder  in  einem  Kegelschnittbüschel. 

7)  Man  bestimme  die  Kegelschnitte  zu  vier  Tangenten 
durch  einen  gegebenen  Punkt. 

8)  Man  erörtere  die  Bestimmung  der  weitem  gemein- 
samen Tangenten  zu  zwei  Kegelschnitten  ^  wenn 
zwei  oder  drei  derselben  gegeben  sind  —  d.  i.  die 
zu  b);  c)  im  Texte  dualistisch  entsprechenden  Con- 
structionen. 

30.  Die  Torigen  Constructionen  ermöglichen  zwar  auch  die 
constructive  Behandlung  involutorischer  Reihen  und  Büschel; 
weil  diese  nur  eine  durch  Besonderheit  der  Lage  ausgezeich- 
nete Art  vereinigter  projectivischer  Beihen.  und  Büschel  sind; 
sie  zeigen-  auch;  dass  eine  Involution  im  AUgemeinen  zwei 
Doppeleletnente  besitzen  muss;  die  insbesondere  zusammen- 
fallen oder  auch  nicht  reell  werden  können.  Man  entnimmt 
aber  schonaus  §  20.;  4»  und  an  derselben  Stelle  (§  20.;  7.)  diess 
erkennen  wir  nun  auch  den  Zusammenhang  der  Involution  mit 
der  projectivischen  Erzeugung  der  Kegelschnitte. 

Zur  besten  Form  der  die  Involution  betreffenden  Con- 
structionen und  zugleich  zur  Quelle  zahlreicher  wichtiger 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  gelangen  wir  jedoch  durch 
die  Verbindung  der  Lehre  von  der  involutorischen 
Centralcollineation  mit  den  vorigen  Betrachtungen. 

In  einer  involutorischen  Centralcollineation  bilden  zwei 
Paare  entsprechende  Punkte  Ä^  Ä\  By  V  auf  verschiedenen 
Strahlen  aus  dem  Centrum  G  immer  ein  vollständiges  Viereck; 
von  dessen  Diagonalpunkten  zwei,  nämlich  ÄB\  jfB*^  AB,  AB' 
in  der  Axe  der  CoUineation  n  gelegen  sind,  der  dritte  im 
Centrum.  Ebenso  bilden  zwei  Paare  entsprechende  Gerade 
fl;  a';  fr;  5'  ia  ihr  aus  verschiedenen  Punkten  der  Axe  ein 
vollständiges  Vierseit,  von  dessen  Diagonalen  zwei;  nämlich 
ah\  ab\  ab,  ab'  durch  das  Centrum  der  CoUineation  6  hin- 
durchgehen; die  dritte  in  der  Axe  liegt.    Diese  Vierecke  und 
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Vierseite  entsprechen  sich  selbst  in  der  involutorischen  Cen- 
tralcollineation.  Man  findet  solche  Vierecke  und  Vierseite  in 
Fig.  59.  a.  b.  c. 

Geht  man  zu  drei  Paaren  entsprechender  Elemente  A,  Ä\ 
By  B'\  C^C  respective  «,  a';  5,  h'\  c,  c  weiter,  so  erkexmt  man, 
dasB  dieselben  stets  ein  PascaPsches  Sechseck,  mit  der  Colli- 
neationsaxe  s  als  seiner  PascaFschen  Linie,  respective  ein 
Brianchon'sches  Sechsseit  mit  ^  als  seinem  Brianchon'schen 
Punkt  bilden.  Drei  solche  Elementenpaare  bestimmen 
also  einen  Kegelschnitt,  der  in  der  involutorischen 
Centralcoliineation  sich  selbst  entspricht.  (Fig.  59. 
a.  b.  c.) 


Eine  Gerade  durch  das  Cen- 
trimi  6  schneidet  den  Kegel- 
schnitt in  zwei  Punkten,  die 
durch  das  Centrum  und  die 
Axe  $  harmonisch  getrennt 
sind. 

Wenn  unter  diesen  Geraden 
zwei  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts sind,  so  berühren  die- 
selben ihn  in  den  Punkten,  die 
er  mit  der  Axe  s  gemein  hat. 


Durch  einen  Punkt  auf  der 
Axe  s  gehen  zwei  Tangenten 
an  den  Kegelschnitt,  die  durch 
den  nach  dem  Centrum  gehen- 
den Strahl  und  die  Axe  har- 
monisch getrennt  sind. 

Wenn  unter  diesen  Punkten 
zwei  Punkte  des  Kegelschnitts 
sind,  so  gehen  die  zugehörigen 
Tangenten  desselben  nachdem 
Centrum  6. 


Wir  nennen  das  Centrum  der  involutorischen 
Collineation  und  die  Axe  derselben  respective  Pol 
und  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  denn  man 
hat  sofort  die  Sätze: 


Jeder  Kegelschnitt  ist 
für  jeden  Punkt  seiner 
Ebene  als  Centrum  mit 
sich  selbst  in  involutori- 
scher       Centralcollinea- 


Jeder  Kegelschnitt  ist 
für  jede  Gerade  seiner 
Ebene  als  Axe  mit  sich 
selbst  in  involutorischer 
Centralcoliineation. 


tion. 

(Vergl.  §  26.  über  die  centrische  Collineation  zweier  be- 
liebigen Kegelschnitte  der  Ebene.) 

Die  zugehörige  Collinea-  Das  zugehörige  CoUinea- 
tionsaxe  geht  durch  alle  nach-  tionscentrum  liegt  auf  allen 
folgend  bezeichneten  Punkte  nachfolgend  bezeichneten  Ge- 
oder  ist  der  Ort  derselben  (Fig.     raden  oder  ist  die  Enveloppe 
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59.  a.  b.  c.) ;  nämlich  der  Ort  der 
vierten  harmonischen  dem  Cen- 
trum conjugierten  Punkte  zu 
den  Punkten  Ä^  Ä\  B^  5';  etc.  des 
Kegelschnittsauf  jedem  durch 
das  Centrum  gehenden  Strahl ; 
der  Ort  der  Schnittpunkte  der 
Geraden,  welche  jene  Paare 
von  Punkten  kreuzweis  ver- 
binden, wie  AB'y  ÄB\  etc.; 
femer  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte von  ABy  Ä  B'\  etc.  imd 
der  Ort  der  Schnittpunkte  der 
Tangenten  a,  a\  etc.  des  Ke- 
gelschnitts in  den  entsprechen- 
den Punkten  wie  A^  Ä\ 
etc. 


derselben  (Fig.  59.  a.  b.  c); 
nämlich  die  Enveloppe  der 
vierten  harmonischen  der  Axe 
conjugierten  Strahlen  zu  den 
Tangenten  a,  d\hj\i\  etc.  des 
Kegelschnitts  aus  jedem  auf 
der  Axe  liegenden  Punkte;  die 
Enveloppe  der  Verbindungs- 
linien der  Punkte,  in  welchen 
jene  Paare  von  Tangenten 
kreuzweis  sich  schneiden,  wie 
oft',  db\  etc.;  femer  die  En- 
veloppe der  Verbindungslinien 
von  ahy  d\i\  etc.  und' die  En- 
veloppe der  Verbindungslinien 
der  Berührungspunkte  A^  Ä\ 
etc.  des  Kegelschnitts  in  den 
entsprechenden  Tangenten  wie 


üs  a 


etc. 

Darin  liegen  die  constructiven  Hilfsmittel  für  den  lieber - 
gang  vom  Oentrum  der  Involution  zur  Axe  derselben,  d.  i. 
vom  Pol  zur  Polare,  so  wie  für  den  umgekehrten  von 
der  Polare  zum  Pol.  Die  Gerade  durch  die  Halbierungs- 
punkte aller  der  Strecken  zwischen  Pol  und  Polare  auf  den 
verschiedenen  durch  den  Pol  gehenden  Strahlen  ist  —  als 
Vereinigung  der  Gegenaxen  der  involutorischen  Systeme  — 
der  Ort  der  freien  Ecken  aller  der  Parallelogramme,  welche 
die  vom  Pol  ausgehenden  Parallelen  entsprechender  Geraden- 
paare —  speciell  entsprechender  Tangentenpaare  des  Kegel- 
schnitts —  mit  diesen  selbst  bilden.  (§  20.).  Diese  Paare 
der  entsprechenden  Geraden  erzeugen  auf  der  durch  den  Pol 
gezogenen  Parallelen  zur  Polare  symmetrisch  gleiche  pro- 
jectivische  Reihen  F,  V*  (Fig.  59.  a.  b.  c),  die  den  Pol  zum 
Doppelpunkt  haben.  (§  20.;  1.  Vergl.  §  19.;  3.) 

Sonach  besitzt  eine  Involution  von  Punkten  A,  A^\ 
B^  B'\  •••  auf  einem  Kegelschnitt  nicht  nur  eine  Axe 
oder  Polare,  in  welcher  sich  die  Paare  der  Geraden 
ABly  ÄB\  ACj  ÄC\  ABy  Ätf\  etc.  schneiden  (§  29.),  son- 
dern auch  ein  Centrum  oder  einen  Pol,  in  welchem 
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alle  Geraden  ÄÄ^  B^y  CC^*'*  convergieren.  Und  eine 
Involution  von  Tangenten  a,  a';  ft,  6';  •••  an  einen  Ke- 
gelschnitt besitzt  ausser  einem  Centrum  oder  Pol, 
in  welchem  die  Verbindungslinien  der  Punktepaare 
ah'yah\  aCjdc\  ab,  ab';  etc.  convergieren  (§29.).  auch 
eine  Axe  oder  Polare,  in  welcher  alle  die  Punkte 
aa',  bb'y  •••  liegen. 

1 )  Man  bestimme  die  gerade  Linie  Von  einem  Punkte 
S  nach  dem  unzugänglichen  Schnittpunkt  zweier 
Geraden  g  und  g'  durch  Punkte  ohne  Hilfe  des 
Zirkels  (Fig.  60.).    Man  zieht  durch  S  zwei  Gerade 

Fig.  60. 


^  ^  ^  ^  *  *'  \  '  #  %  V 


(f^ 


ayd  und  betrachtet  $r,p^';  a,d  als  entsprechende  Paare 
einer  involutorischen  Perspective;  sie  geben  (5  als 
Centrum  derselben,  damit  weitere  Paare  wie  b,  b' 
und  damit  neue  Punkte  der  Axe  derselben,  welche 
durch  S  und  g,  g  gehen  muss.  (Vergl.  §  57.;  1.) 


Fig.  61. 

6 

y  *^ 


s.--"/ 


/ 


■-..i^^ 


2)  Man  bestimme  die  Polare  p  eines  Punktes  i>  in 
Bezug  auf  denjenigen  Kegelschnitt,  welcher  durch 
fünf  andere  Punkte  1,  2,  3,  4,  5  der  Ebene  bestimmt 
ist  —  indem  man  (Fig.  61.)  die  Verbindungslinien 
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von  P  mit  zweien  jener  Punkte  (1,  5)  und  ihre  fer- 
neren Schnittpunkte  (6)  mit  dem  Kegelschnitt  be- 
nutzt. Speciell,  wenn  der  Punkt  P  der  unendlich 
ferne  Punkt  einer  gegebenen  Geraden  ist. 
3)  Man  construiere  den  Pol  P  einer  Geraden  p  in 
Bezug  auf  die  durch  ihre  Asymptoten  und  eine 
andere  Tangente  bestimmte  Hyperbel;  insbesondere 

Fig.  62. 


den  Pol  der  unendlich  entfernten  Geraden  für  den 
durch    fünf    Tangenten    bestimmten    Kegelschnitt. 
Die  Construction  des  Letzteren  in  Fig.  62.  ist  zu 
erklären. 
4)  Die  Projectionen   T'  und  p    des  Pols   P  und  der 
Polaren  p  für  einen  Kegelschnitt  K  sind  Pol  und 
Polare  für  die  Projection  des  Kegelschnitts  K\ 
31 .  Durch  das  Vorige  sind  die  besten  Mittel  zur  Behand- 
lung   der   Probleme    über   die   involutorischen   Büschel    und 
Reihen  gewonnen,  welche  denen  des  §  29.  analog  sind. 

1)  Zwei  Paare  von  Punkten  einer  Geraden  i  oder  zwei 
Paare  von  Strahlen  eines  Punktes  T,  welche  sich 
entsprechen,  A,  A^ ;  B^  B^  oder  a,  öj  ;  hy  6,  bestim- 
men eine  Involution  von  Punkten  oder  Strahlen. 
Man  construiert 

a)  für  einen  Kreis  K,  welcher  t  berührt  —  re- 
spective  durch  T  geht  —  das  System  involutorischer 
Tangenten  aus  A,  A^\  B,  5,,  nämlich  a,  a, ,  jS,  /5, 
(Fig.  63.  a.)  —  respective  das  System  involutorischer 

Fiedler,  DanteUende  Geometrie.  7 
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Punkte  auf  «,  a, ,  A,  6, ,  nämlich  A,  A^ ,  /?,  B^  (Fig- 
63.  b.)  —  und  zu  diesem  die  Polare  p  —  respective 
den  Pol  P; 


l-Mg.  63. 


b. 


b)  ein  Viereck ,  von  dessen  Gegen«eitenpaaren 
das  eine  durch  A,  A^ ,  das  andere  durch  B,  B^  geht. 
(§  25. ;  3.) 

Man  bestimme  zum  Punkte  C,  respective  Strahl 
c,  den  entsprechenden  Punkt  C,  —  Strahl  c,  —  der 
Involution;  sowohl  nach  a)  als  nach  b). 

2)  Man  ermittele  die  Doppelpunkte  C,  H  einer  invo- 
lutorischen  Reihe  in  t  und  die  Doppelstrahlen  g,  h 
eines  involutorischen  Büschels  aus  T  —  mittelst 
des  Pols  respective  der  Polare  der  Involution  in 
1,  a). 

3)  Man  bestimme  die  durch  vier  feste  Punkte  gehen- 
den —  oder  vier  feste  Gerade  berührenden  — 
Kegelschnitte  mit  einer  gegebenen  Geraden  als  Tan- 
gente —  respective  durch  einen  gegebenen  Punkt 
(§  25.;  2.);  speciell  die  Parabeln  durch  vier  Punkte. 

4)  Die  Doppel -Elemente  sind  reell,  wenn  die  Paare 
entsprechender  Elemente  sich  nicht  trennen,  und 
sind  nicht  reell,  wenn  dieselben  sich  trennen.  Je 
nachdem  die  Doppelelemente  reell  und  verschieden, 
vereinigt  oder  nicht  reell  sind,  nennt  man  die  In- 
volution eine  hyperbolische,  parabolische  oder 
elliptische  Involution  von  Punkten  oder  Strahlen. 

5)  Wie  bestimmt  man  den  Centralpunkt  der  Involu- 
tion von  Punkten  A^  ^, ,  By  /?,  in  der  Geraden  /? 
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6)  Man  construiere  das  Paar  r,  r,  entsprechender  recht- 
winkliger Strahlen  des  involutorischen  Strahlen- 
büschels   a,   «,,    6,    ft,  yjg  64 

(§  20.5  3.)  Flg.  64.  und  -^ 

zeige,  dass  sie  im  Fall  y^'^'^     ^^^^^^ 

reeller    Doppelstrahlen  /O-'""'""^^^/' \    \^n 

die   von    diesen  eebil-  -^r"^          //  /n  ^\  \    > 

deten  Winkel  halbieren.  /  \         / /^i         \  \ 

7)  Jede     Involution     von  \   /  //     l            \ 

Strahlen,     in    welcher  \    /\ //     1. "A 

zwei  Paare  entsprechen-  \^"'^^^["     J             /\ 

der  Strahlen  rechte  Win-  x^      \  /           >/ 

kel   einschliessen  ,     ist  ^ 

eine  Involution  rechter  Winkel,  d.h.  besteht 
aus  lauter  rechtwinkligen  Paaren. 

8)  Alle  Rechtwinkel-Involutionen  sind  einander  gleich ; 
wir  legen  daher  ihren  nicht  reellen  Doppelstrahlen, 
die  nach  den  Schnittpunkten  des  Hilfskreises  mit 
der  unendlich  fernen  Polare  der  Involution  gehen, 
einerlei  feste  Richtungen  bei;  d«  h.  alle  Kreise  der- 
selben Ebene  gehen  durch  zwei  feste  nicht  reelle 
Punkte  /,,  /j  ^^  der  unendlich  fernen  Geraden. 
Wir  nennen  sie  die  Kreispunkte  der  Ebene. 

9)  Die  centrale  Projection  der  Involution  rechter  Win- 
kel mit  ihrem  Hilfskreis  ist  eine  allgemeine  Invo- 
lution ohne  reelle  Doppelstrahlen  mit  ihrem  Pol 
und  ihrer  Polare. 

10)  Die  Doppelstrahlen  gleichwinkliger  projectivischer 
Büschel  von  einerlei  Scheitel  und  von  gleichem 
Sinn  gehen  nach  den  Kreispunkten  der  Ebene. 

11)  Winkel  von  einerlei  Halbierungslinien  bilden, eine 
symmetrische  Involution  (§  21.;  6.);  der  Pol  der- 
selben im  Hilfskreis  ist  unendlich  fern,  die  Polare 
ein  Durchmesser. 

12)  Man  construiere  eine  Involution  von  Strahlen  aus 
den  Doppel-Elementen;  speciell  eine  involutorische 
Reihe  aus  einem  Paare  und  dem  Centralpunkt;  etc. 

13)  Zwei  Involutionen  in  derselben  Geraden  oder  um 
denselben  Punkt  haben  im  Allgemeinen  ein  gemein- 
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schaftliches  Paar  von  Elementen.  Welches  sind 
die  Bedingungen  für  die  Realität  desselben?  Man 
bestimme  es,  wenn  die  Doppel -Elemente  der  In- 
volutionen gegeben  sind. 

14)  Man  construiere  diejenigen  Kegelschnitte  von  zwei 
Büscheln  (§  25.;  1.)  ABCD,  A*B*C*D*,  welche 
sich  in  der  Geraden  i  ihrer  Ebene  durchschneiden; 
ebenso  diejenigen  Kegelschnitte  zweier  Schaaren 
(ibid.)  abcdy  a*b*c*d*,  welche  die  nämlichen  Tan- 
genten aus  einem  Punkte  T  ihrer  Ebene  haben. 
Speciell  die  Hyperbeln  mit  parallelen  Asympto- 
ten, etc. 

15)  Alle  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten  bestim- 
men in  einer  beliebigen  Geraden  Punktepaare  einer 
symmetrischen  Involution,  in  welcher  die  Schnitt- 
punkte mit  den  Asymptoten  ein  Paar  bilden.  Die 
Centralprojection  der  Figur  liefert  einen  allgemei- 
neren Satz. 

16)  Man  construiere  nach  dem  vorigen  Satze  eine  Hy- 
perbel aus  den  Asymptoten  und  einem  ihrer  Punkte 
—  mittelst  der  Strahlen  durch  diesen. 

32.  Die  Constructionen  des  §  30.  für  den  Uebergang  vom 
Pol  zur  Polare  und  umgekehrt  enthalten  eine  Reihe  wichtiger 
Sätze  für  die  ebenen  involutorisch  coUinearen  Systeme. 

a)  In  jedem  einem  Kegel-  In  jedem  einem  Kegelschnitt 

schnitt  eingeschriebenen  Vier-  umgeschriebenen  Vierseit   ist 

eck  ist  die  gerade  Verbind ungs-  der    Durchschnittspunkt    von 

linie  von  zwei  Diagonalpunk-  zwei  Diagonalen  (§22.;  3.)  der 

ten  (§  22. ;  3.)  die  Polare  des  Pol  der  dritten  Diagonale  in 

dritten  Diagonalpunktes  in  Be-  Bezug  auf  den  Kegelschnitt, 
zug  auf  den  Kegelschnitt. 

Man    nennt   die   Diagonal-  Man  nennt  die  Diagonalen 

punkte  ein  Tripel  harmo-  ein   Tripel  harmonischer 

nischer  Pole  in  Bezug  auf  Polaren    in  Bezug  auf  den 

den  Kegelschnitt.  Kegelschnitt. 

Die  von  solchen  Tripeln  gebildeten  Dreiecke  und  Drei- 
seite heissen  auch  sich  selbst  conjugiert  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt. 
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b)  Die  Polaren  aller  Punkte  Die  Pole  aller  Geraden  aus 
einer  Geraden  p  in  Bezug  auf  einem  Punkte  P  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  gehen  durch  einen  Kegelschnitt  liegen  in 
den  Pol  P  dieser  Geraden.  der  Polare  p  dieses  Punktes. 

Die  Reihe  der  Pole  in  der  Polare  und  das  Büschel  der 
entsprechenden  Polaren  aus  dem  Pol  sind  projectivisch;  jene 
bestimmen  mit  dem  Pol  ein  Büschel,  dessen  Strahlen  denen 
des  Büschels  der  Polaren  projectivisch  und  involutorisch  d.  i. 
yertauschungsfj&hig  entsprechen ;  diese  bestimmen  mit  der  Po- 
lare eine  Reihe,  deren  Punkte  den  Polen  projectivisch  und 
involutorisch  entsprechen  d.  h.: 

c)  Alle  Strahlen  eines  ebenen  Alle  Punkte  einer  geradli- 
Strahlenbüschels  ordnen  sich  nigen  Reihe  ordnen  sich  in 
in  Bezug  auf  einen  festen  Ke-  Bezug  auf  einen  festen  Kegel- 
gelschnitt seiner  Ebene  so  in  schnitt  ihrerEbene  so  in  Paare, 
Paare,  dass  die  eine  Gerade  dass  der  eine  Punkt  jedes 
jedes  Paares  den  Pol  der  an-  Paares  in  der  Polare  des  an- 
dern in  Bezug  auf  denselben  dem  in  Bezug  auf  denselben 
enthält.  liegt. 

Diese  Paare  bilden  eine  In-  Diese  Paare  bilden  eine  In- 
volution, die  Involution  volution,  die  Involution 
harmonischer  Polaren  um  harmonischer  Pole  in  der 
den  betrachteten  Punkt.  betrachteten  Geraden. 

,  Die  Doppelstrahlen  dersel-  Die  Doppelpunkte  derselben 
ben  sind  Tangenten  des  Kegel-  sind  Schnittpunkte  des  Kegel- 
schnitts aus  dem  Punkte.  Schnitts  mit  der  Geraden. 

Die  Involution  harmonischer  Polaren  um  einen  Punkt  und 
die  Involution  harmonischer  Pole  auf  der  Polare  dieses  Punk- 
tes sind  perspectivisch. 

1)  Man  construiere  die  Involution  harmonischer  Pole 
auf  einer  Geraden  p  und  die  der  harmonischen  Po- 
laren um  ihren  Pol  P  für  einen  Kegelschnitt  der 
durch  fünf  Punkte  bestimmt  ist. 

Man  hat  von  zwei  Punkten  A,  B  der  Geraden 
die  Polaren  a,  b  zu  ermitteln  (§  30. ;  2.).  Die  Con- 
struction  in  Fig.  65.  ist  zu  erklären.  (Vergl.  Fig. 
61.,  p.  96.) 

2)  Man  finde  die  Schnittpunkte  des  durch  fünf  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitts  mit  einer  Geraden  p  als 


Doppclpunkte  der  ihr  angehörigen  Involution  har- 
monUcher  Pole;  ebenso  die  Taugenten  aus  einem 
Punkte  P  an  denselben  (Fig.  65.). 
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3)  Man  Itestimme  den  Centralpunkt  M  derselben  In- 
volution —  mittelst  der  Polare  der  Richtung  dqr 
Geraden. 

4)  Man  erläutere  die  Constraction  von  Pol  und  Polare 
für  den  Kreis  und  den  Satz,  dass  die  Polare  zum 
Durchmesser  des  Polar  echtwinklig  ist,  vom  Stand- 
punkte der  involutorischen  Central -Co  Hin  eation.  Das 
Rechteck  aus  den  Abständen  des  Pols  und  der  Po- 
lare vom  Centrum  ist  dem  Quadrat  des  Halbmes- 
sers gleich.  (§  20.;  6.) 

5)  Die  Polare  eines  Punktes  des  Kegelschnitts  ist  die 
Tangente  desselben  in  ihm  und  der  Pol  einer  Tan- 
gente ist  ihr  Berührungspunkt.  Die  Funk  treibe 
A,  B,C,  •■■  in  der  Tangente  I  und  das  Büschel  der 
ihnen  entsprechenden  Polaren  a,  b,  c,  •■•  sind  pro- 
jeetivisch  oder  das  Doppolverhältniss  von  vier 
Punkten  eines  Kegelschnitts  ist  dem  der  entspre- 
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chenden  Tangenten  desselben  gleich.  (Vergl.  §  24., 

p.  73.) 

6)  Die  Involution  harmonischer  Pole  in  der  Tangente 

t  ist  parabolisch  (§31.;  4.),  die  entsprechenden 
A^y  B^y  '"  aller  Punkte  -4,  5,  •••  sind  im  Bcrilh- 
rungspunkte  T  vereinigt.  Ebenso  ist  die  Involu- 
tion harmonischer  Polaren  aus  einem  Punkte  des 
Kegelschnitts  parabolisch. 

7)  Die  Involution  harmonischer  Polaren  aus  dem  Cen- 
trum ß  und  die  der  harmonischen  Pole  auf  der 
Axe  der  CoUineation  s  sind  zwei  Kegelschnitten 
K,  K'  gemein,  von  denen  der  eine  in  der  bezüg- 
lichen centrischen  CoUineation  dem  andern  ent- 
spricht. Diess  Verhalten  ist  von  der  Realität  der 
Doppelelemente  jener  Involutionen  d.  h.  von  der 
Existenz  gemeinschaftlicher  Tangenten  aus  (S  und 
gemeinschaftlicher  Punkte  auf  s  unabhängig. 

8)  Geht  von  zwei  zu  einander  centrisch  coUinearen 
Kegelschnitten  der  eine  durch  das  Centrum  6,  so 
thut  diess  auch  der  andre  und  beide  haben  in  ihm 
dieselbe  Tangente  (6.). 

33.  Jeder  aus  Punkten  und  Geraden  zusammengesetzten 
Figur  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  K  entspricht  eine  aus 
den  Polaren  jener  Punkte  und  den  Polen  jener  Geraden  ganz 
gleich  zusammengesetzte  Figur,  in  der  jedem  Strahlenbüschel 
der  ersten  eine  ihm  projectivische  Punktreihe  der  zweiten 
und  umgekehrt  entspricht  —  die  Polarfigur  der  ersten  in  Be- 
zug auf  A';  gleichzeitig  ist  die  erste  Figur  die  Polarfigur  der 
zweiten  in  Bezug  auf  K.  Man  nennt  daher  zwei  solche  Fi- 
guren reciprokc  Polar- Figuren  in  Bezug  auf  if  und  be- 
zeichnet diesen  Kegelschnitt  als  die  Directrix  der  Reci- 
procität. 

Darnach  giebt  die  Figur  eines  geometrischen  Satzes  oder 
Problems  der  eines  neuen  Satzes  oder  Problems  den  Ursprung; 
das  Princip  der  Reciprocalfiguren  oder  der  Reciprocität  er- 
laubt darnach,  die  Menge  der  geometrischen  Wahrheiten  zu 
vermehren;  aus  dem  Satze  von  Pascal  lässt  es  den  Satz  von 
Brianchon  hervorgehen,  etc.  In  den  vorhergehenden  Ent- 
wickelungen  liefern  alle  die  parallel  neben  einander  gestellten 
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Sätze  und  Aufgaben  Beispiele  für  diesen  Uebergang.  Ihre 
Nebeneinandersteliung  im  Vorhergehenden  ist  aber  von  diesem 
Princip  unabhängig  aus  der  dualistischen  Natur  des  Prozesses 
der  Projection,  und  des  ihn  beherrschenden  Gesetzes  der 
Doppelverhältnissgleichheit  hervorgegangen ;  so  wie  jener  sich 
aus  der  Bildung  des  Scheines  oder  des  projicierenden  Bün- 
dels und  der  seines  Schnittes  mit  der  Bildebene  zusammen- 
setzt; so  erstreckt  sich  dieses  gleichmässig  auf  Reihen  von 
Punkten  und  auf  Büschel  von  Strahlen  und  Ebenen.  Unsere 
Entwickelung  giebt  jene  Sätze  als  Folgen  jenes  allgemeinen 
Gesetzes  der  Dualität,  das  die  geometrischen  Formen  und  ihre 
Eigenschaften  beherrscht  (§  23.);  im  Besondern  entsprechen 
sie  einander  auch  nach  dem  Princip  der  Reciprocität. 

1)  Die  Polarfigur  eines  Kreises  (oder  Kegelschnitts) 
in  Bezug  auf  einen  Kreis  als  Directrix  der  Reci- 
procität ist  ein  Kegelschnitt,  und  zwar  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  Mittelpunkt 
des  Directrixkreises  in  dem  gegebenen  Kreise,  auf 
seiner  Peripherie  oder  ausserhalb  desselben  liegt. 
Weitere  Beziehungen  für  denselben  würden  sich 
in  Anwendung  der  folgenden  Entwich elungen  er- 
geben; z.  B.  der  Mittelpunkt  der  Directrix  ist  ein 
Brennpunkt  desselben  nach  §  35. 

2)  Die  Punkte  der  Bildebene  und  die  Spuren  der  pro- 
jicierenden Normalebenen  zu  den  durch  sie  be- 
stimmten projicierenden  Strahlen  bilden  zwei  polar- 
reciproke  Systeme  mit  einem  aus  dem  Hauptpunkte 
C,  mit  dem  nicht  reellen  Halbmesser  d  y —  1'  be- 
schriebenen Kreise  als  Directrix  der  Reciprocität. 
(Vergl.  §  10.,  §  20.  Ende  und  §  32.;  4.)  Einem 
Kegelschnitt  der  Bildebene  entspricht  so  ein  an- 
derer Kegelschnitt  derselben  als  Enveloppe  der 
Spuren  der  projicierenden  Kormalebenen  zu  den 
projicierenden  Strahlen,  welche  nach  den  Punkten 
des  ersteren  gehen;  etc. 

34.  Einige  Specialfälle  der  allgemeinen  Gesetze  des  §  32. 
sind  von  besonderer  Wichtigkeit;  zuerst  solche,  in  welchen 
der  Träger  der  Involution  harmonischer  Polaren  oder  Pole 
eine  specielle,  nämlich  unendlich  ferne  Lage  hat;  sodann  solche, 
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in  denen  die  Involution  harmonischer  Polaren  selbst  von  be- 
sonderer Art,  nämlich  eine  Involution  rechter  Winkel  ist. 

1)  Ist  der  Pol  P  unendlich  entfernt,  so  halbiert  die 
Polare  alle  durch  ihn  gehenden,  unter  einander 
parallelen  Sehnen  des  Kegelschnitts;  der  Kegel- 
schnitt entspricht  sich  selbst  in  einer  Axensymme- 
trie,  für  welche  diese  Polare  die  Axe  ist  (§  21.5  b.) 
Man  nennt  diese  einem  unendlich  fernen  Centrum 
entsprechende  Axe  der  Involution  am  Kegelschnitt 
den  der  Richtung  des  Centrums  also  auch  der  von  ihr 
halbierten  Sehnen  conjugierten  Durchmesser  des 
Kegelschnitts.  Die  Tangenten  des  Kegelschnitts 
in  den  Schnittpunkten  dieses  Durchmessers  mit 
ihm  sind  parallel  diesen  Sehnen  (Fig.  66.)  und  die 


Fig.  66. 


Berührungspunkte  der  zu  ihm  selbst  parallelen  Tan- 
genten liegen  auf  dem  gleichgerichteten  Durchmes- 
ser. Dieser  Letztere  als  die  Polare  der  Richtung 
des  ersteren  Durchmessers  halbiert  diesen  so  wie 
alle  zu  ihm  parallelen  Sehnen.  Man  nennt  ihn  den 
dem  ersten  conjugierten  Durchmesser.  Ihre 
Richtungen  bilden  ein  Paar  in  der  dem  Kegelschnitt 
entsprechenden  Involution  harmonischer  Pole  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden. 
2)  In  jedem  Durchmesser  liegt  eine  Involution  har- 
monischer Pole,  die  ihre  Doppelpunkte  in  der  Peri- 
pherie des  Kegelschnitts  hat;  der  Centralpunkt  M 
dieser  Involutionen  ist  allen  gemein  und  heisst  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts.  (Vergl.  3.) 
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3)  Ist  die  Polare  p  unendlich  fern,  so  werden  alle 
durch  den  Pol  gehenden  Sehnen  in  demselben  hal- 
biert und  sind  Durchmesser  des  Kegelschnitts.  Der 
Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts. 

4)  In  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  entspricht  der  Ke- 
gelschnitt sich  selbst  in  einer  centrischen  Symme- 
trie (§  21.;  d.). 

5)  In  der  Centralprojection  K'  eines  Kreises  K  wird 
das  Bild  vom  Pol  der  Gegenaxe  r  im  Kreise  zum 
Mittelpunkt.    (Vergl.  §  32.;  5.) 

6)  Alle  Durchmesser  der  Parabel  sind  einander  parallel, 
da  sie  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  derselben 
gehen. 

7)  Alle  die  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  bilden 
die  Involution  harmonischer  Polaren  aus  dem  Mittel- 
punkt desselben;  die  Paare  der  conjugierten  Durch- 
messer sind  die  Paare  derselben.  Ihre  Doppelstrahlen 
sind  reell  und  verschieden,  zusammenfallend  oder 
nicht  reell,  jenachdem  die  unendlich  ferne  Gerade  den 
Kegelschnitt  in  reellen  und  verschiedenen,  vereinig- 
ten oder  nicht  reellen  Punkten  schneidet,  d.  h.  reell 
und  verschieden  in  der  Hyperbel,  zusammenfallend 
—  in  der  unendlich  fernen  Geraden  —  für  die  Pa- 
rabel, nicht  reell  für  die  Ellipse.  Sie  sind  die 
Asymptoten  des  Kegelschnitts.  (Man  vergl.  die 
Benennungen  des  §31.;  4.)  In  der  Ellipse  trennen 
sich  die  Paare  der  conjugierten  Durchmesser,  in 
der  Hyperbel  trennen  sie  sich  nicht ;  in  der  Parabel 
fallt  von  einem  Paare  derselben  immer  der  eine 
mit  der  unendlich  fernen  Goraden  zusammen. 

8)  In  der  Hyperbel  wird  jedes  Paar  der  conjugierten 
Durchmesser  von  den  Asymptoten  harmonisch  ge- 
trennt. Von  zwei  conjugierten  Durchmessern  der 
Hyperbel  schneidet  sie  also  der  eine,  die  Involution 
harmonischer  Pole  auf  dem  andern  ist  ohne  reelle 
Doppelpunkte  (2.). 

9)  Das  Rechtwinkelpaar  der  Involution  der  conjugierten 
Durchmesser  nennt  man  die  A  x  e  n  des  Kegelschnitts ; 
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die  Tangenten  desselben  in  ihren  Schnittpunkten 
mit  ihni;  die  man  seine  Scheitel  nennt;  sind  ortho- 
gonal zu  ihnen.  Der  Kegelschnitt  ist  in  Bezug  aiif 
jede  seiner  Axen  in  orthogonaler  Axensymmetrie. 

10)  In  jedem  einem  Kegel-  In  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen  schnitt  umgeschriebenen 
Parallelogramm  sind  die  Parallelogramm  sind  die 
Parallelen  zu  den  Seiten  Diagonalen  zwei  conju- 
aus  dem  Schnittpunkt  der  gierte  Durchmesser. 
Diagonalen  zwei  co'taju-'         (§  32.;  a.) 

gierte  Durchmesser. 

11)  In  der  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Asymp- 
toten rechtwinklig  zu  einander  sind,  besteht  die  Invo- 
lution der  conjugierten  Durchmesser  aus  zwei  gleich- 
winkligen Strahlenbüscheln  mit  entgegengesetztem 
Drehungssinn  oder  sie  ist  eine  symmetrische  Invo- 
lution. Die  aus  den  Endpunkten  eines  Durchmessers 
über  den  Punkten  der  gleichseitigen  Hyperbel  ge- 
bildeten Strahlenbüschel  sind  gleich. 

12)  Man  construiere  eine  gleichseitige  Hyperbel  durch 
drei  Punkte  und  eine  Asymptotenrichtung. 

13)  Alle  gleichseitigen  Hyperbeln  durch  drei  Punkte 
gehen  auch  durch  den  Durchschnittspunkt  der  drei 
Höhen  in  dem  von  diesen  gebildeten  Dreieck. 

14)  Wenn  es  in  einem  Kegelschnitt  zwei  Paare  von 
rechtwinkligen  conjugierten  Durchmessern  giebt, 
so  sind  alle  Paare  derselben  rechtwinklig ;  der  Ke- 
gelschnitt ist  ein  Kreis  und  durch  einen  Punkt 
seiner  Peripherie  bestimmt. 

15)  Die  Parabel  hat  nur  eine  Axe  und  einen  Scheitel; 
man  construiere  beide,  wenn  vier  Tangenten  be- 
kannt sind  —  zuerst  die  Richtung  der  Axe,  dann 
den  Scheitel. 

16)  Man  construiere  aus  den  fünf  einen  Kegelschnitt 
bestimmenden  Punkten  A^  B,  C,  />,  E  zwei  Paare  con- 
jugierter  Durchmesser  desselben,  seine  Axen,  etc. 
Man  zieht  AB  und  dazu  parallel  DF  und  halbiert 
beide  Sehnen;  ebenso  für  BC  und  etwa  das  dazu 
parallele  DG. 
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17)  Man  construiere  eine  Ellipse  aus  zwei  conjugierten 
Durchmessern  AB,  CD  durch  Tangenten  und  deren 
Berührungspunkte  —  indem  man  von  den  zwei  Tan- 
genten in  den  Enden  eines  Durchmessers  die  eine  als 
Vereinigung  der  ersten  und  zweiten  (12),  die  andere 
als  dritte  Seite  (3),  die  Tangente  in  einem  Endpunkt 

Pig.  67. 


des  anderii  Durchmessers  als  Vereinigung  der  vier- 
ten und  fünften  Seite  (45)  des  Brianchon' sehen  Scchs- 
seits  betrachtet  (Fig.  67.) ;  die  Berührungspunkte  nach 
§28. ;  4.  Man  disponiere  so,  dass  nur  der  im  Inneren 
des  Parallelogramms  der  gegebenen  Tangenten  gele- 
gene Raum  für  die  Construction  benutzt  wird. 

18)  Wenn  eine  Ellipse  und  ein  Kreis  einen  Durchmesser 
gemein  haben,  so  sind  sie  als  affine  Figuren  für 
diesen  Durchmesser  als  Axe  der  Affinität  anzu- 
sehen; die  Verbindungslinien  der  Endpunkte  der- 
jenigen Durchmesser  von  beiden,  welche  dem  ge- 
meinsamen Durchmesser  conjugiert  sind,  geben  die 
Richtung  der  Affinitäts strahlen.  Sie  sind  zur  Af- 
finitätsaxe  rechtwinklig,  wenn  diese  eine- Axe  für 
die  Ellipse  ist. 

19)  Von  einer  Ellipse  (Fig.  68.)  sind  die  Endpunkte  von 
zwei  conjugierten  Durchmessern  AB,  CD  gegeben; 
man  soll  ihre  Durchschnittspunkte  Ey  JF'mit  einer  Ge- 
raden g  und  ihre  Tangenten  e,  f  von  einem  Punkte 
P  ihrer  Ebene  construieren  —  indem  man  sie  als 
affin  zu  dem  über  einem  jener  Durchmesser  be- 
schriebenen concentrischen  Kreise  K'  betrachtet, 
und  durch  Bestimniung  der  im  Kreissystem  ent- 
sprechenden Geraden  g  und  des  dort  entsprechen- 
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den  Punktes  P  von  den  Schnittpunkten  ^,  F  und 
Tangenten  e\  f  dieser  Letztern  mit  dem  Kreisel  zu 
den  Geforderten  übergeht.  Die  Figur  68.  enthält  die 
Ausführung;  auch  die  Berührungspunkte  der  Tan- 
genten e  und  f\  man  wird  leicht  die  Tangenten  für 
die  Punkte  Ej  F  hinzufügen. 
20)  Die  Axen  eines  durch  fünf  Punkte  gehenden  Ke- 
gelschnitts können  auch  mittelst  eines  Kreises  be- 

Fig.  68. 


\   :      / 


stimmt  werden,  der  durch  drei  von  diesen  fünf 
Punkten  A^  Bj  C  geht  und  dessen  vierter  Schnitt- 
punkt D'  mit  demselben  daher  nach  §  29. ;  d.  linear 
bestimmt  ist.  In  der  durch  diesen  Kreis  und  den 
Kegelschnitt  nach  §  25.;  1.  bestimmten  Involution 
von  Schnittpunkten  in  der  unendlich  fernen  Gera- 
den, zu  der  auch  die  Richtungen  der  Gegenseiten- 
paare des  Kreisvierecks  der  gemeinsamen  Punkte 
als  Paare  gehören,  sind  die  Axenrichtungen  des 
Kegelschnitts  zu  den  Kreispunkten  und  den  Asymp- 
totenrichtungen des  Kegelschnitts  zugleich  harmo- 
nisch, d.  h.  sie  sind  die  Doppelpunkte  jener  Invo- 
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lution.  Bildet  man  aber  ferner  im  Viereck  JBCB, 
die  Durchschnittspunkte  der  Gegensei tenpaarc  E,  F,  G 
und  die  Halbierungslinien  der  von  diesen  gebildeten 
Winkel;  so  sind  ihre  Richtungen  als  zu  drei  Paaren 
der  Yorbetrachteten  Involution  zugleich  harmonisch 
identisch  unter  einander  und  mit  den  Doppelpunk- 
ten jener  Involution.  Nachdem  durch  diese  Be- 
merkungen die  Richtungen  der  Axen  bestimmt  sind; 
erhält  man  leicht  die  Axen  selbst. 

Ihre  Endpunkte  erfahrt  man  als  Doppclpunkte 
der  bezüglichen  Involution  harmonischer  Pole,  welche 
offenbar  durch  den  Schnitt  einer  Tangente  mit  der 
Axe  und  der  der  Normale  zur  Letzteren  vom  be- 
züglichen Berührungspunkte  bestimmt  wird.  (2.) 

35.  Die  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts;  für 
welche  die  ihnen  entsprechenden  Involutionen  harmonischer 
Polaren  rechtwinklige  Involutionen  sind;  heissen  die  Brenn- 
punkte desselben.  Die  Polare  eines  Brennpunkts  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  heisst  eine  Directrix  desselben. 

Da  nach  §  32.;  7  die  Involution  harmonischer  Polaren 
aus  dem  Centrum  der  CoUineation  6  einem  beliebigen  Original- 
kegelschnitt  und  seinem  Bilde  gemeinsam  ist;  so  erhält  man 
in  der  centrisch  coUincarcn  Figur  zu  einem  Kreise  A';  dessen 
Mittelpunkt  das  Collineationscentrum  6  ist;  einen  Kegelschnitt 
ä\  der  diesen  Punkt  zum  Brennpunkt  hat  (Fig. 69.;  a.b.c);  die 
zugehörige  Directrix  als  die  Polare  des  Brennpunkts  im  Bilde 
ist  das  Bild  der  Polare  von  (5  oder  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden im  Original;  d.  h.  die  Gegenaxe  q'  im  Bilde.  Ein 
zweiter  Brennpunkt  und  seine  Directrix  ergeben  sich  dann 
aus  der  Symmetrie  des  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  das  Cen- 
trum. Wenn  die  Gegenaxe  r  den  Originalkreis  IC  nicht 
schneidet;  so  ist  der  Kegelschnitt  Jl'  eine  Ellipse  (Fig.a.);  wenn 
sie  ihn  berührt;  eine  Parabel  (Fig.  c);  und  wenn  sie  ihn  schnei- 
det; eine  Hyperbel  (Fig.  b.).  In  jedem  Falle  ist  für  P  als 
einen  Punkt  des  Kreises  und  P'  als  den  entsprechenden  des^ 
Kegelschnitts  auf  dem  Strahl  mit  den  Gegenpunkten  Q'  und 
R  (Fig.  69.) 

(6ooi>Ä)  =  (60'P'oo)  oder  6P  :  6Ä  =  6i>' :  (?>; 


Die  Methodenlelire. 


111 


und  da  das  Verhältniss  6Ä  :  ö'^  gleich  dem  Verhältniss  der 
Abstände  von  6  bis  zur  Gegenaxe  r  —  schreiben  wir  (ß,  r)  — 

Fig.  G9. 


c. 


1 12  Erster  Theü. 

und  von  der  Gegenaxe  q  oder  der  Directrix  bis  P  —  schrei- 
ben wir  {qj  jP')  —  ist,  der  erstere  Abstand  aber  ebenso  wie 
6jP  eine  Constante  ist,  so  folgt 

• 

d.i.  das  Verhältniss  der  Abstände  eines  Punktes  im 
Kegelschnitt  von  einem  Brennpunkte  und  der  ent- 
sprechenden Directrix  ist  constant;  sein  Werth  ist 
offenbar  für  die  Ellipse  kleiner,  für  die  Hyperbel  grösser  als 
Eins,  für  die  Parabel  gleich  Eins.  Der  zu  q  normale  Durch- 
messer AB  des  Kreises  wird  zum  Durchmesser  und  zwar  zur 
Axe  ÄS^  des  Kegelschnitts,  weil  er  den  Pol  von  r  im  Kreise 
enthält  (§  34.;  5.)  und  zu  seinem  conjugierten  Durchmesser 
rechtwinklig  ist ;  nach  §  15.  wird  sein  Bild  zugleich  der  längste 
Durchmesser  im  Falle  der  Ellipse  und  der  kürzeste  im  Falle 
der  Hyperbel  —  als  solchen  nennt  man  ihn  die  Hauptaxe 
der  Curve,  auch  Brennpunkts-Axe.  Unmittelbar  fliessen 
dann  aus  derselben  Construction  die  Sätze  in  9,  10,  12,  17,  18. 

Fasst  man  aber  den  Kegelschnitte  nicht  als  Centralpro- 
jection  des  Kreises,  sondern  als  Erzcugniss  projectivischer 
Gebilde,  so  erhält  man  die  Construction  und  die  Eigenschaf- 
ten der  Brennpunkte  auch  direct  aus  derselben  Definition  — 
als  Scheitel  rechtwinkliger  Involutionen  harmonischer  Polaren. 

Da  die  Involution  rechter  Winkel  keine  reellen  Doppel- 
strahlen hat,  so  liegen  die  Brennpunkte  im  Innern  des  Kegel- 
schnitts, d.  h.  in  dem  Theile  seiner  Ebene,  durch  welchen  keine 
Tangenten  an  ihn  gezogen  werden  können,  und  die  Directrixen 
haben  keine  reellen  Punkte  mit  dem  Kegelschnitt  gemein. 
Da  femer  die  Involution  rechter  Winkel  keine  schiefwinkligen 
Paare  zulässt,  so  können  die  Brennpunkte  nur  in  den  Axen 
liegen,  weil  sonst  der  entsprechende  Durchmesser  und  die  con- 
jugierte  Sehne  ein  schiefwinkliges  Paar  bilden.  Man  findet  sie 
wie  folgt :  Einem  Büschel  T^  (Fig.  70.)  von  parallelen  zu  den 
Axen  geneigten  Geraden  a,  ft,  c,  •••  entspricht  die  ihm  pro- 
jectivische  Reihe  der  Pole  ^,  i?',  C,  •  •  •  im  conjugierten  Durch- 
messer, dem  Durchmesser  m  unter  ihnen  die  Richtung  M 
dieses  conjugierten  Durchmessers;  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden, insofern  sie  jenem  Büschel  T^  angehört,  der  Mittelpunkt 
M  des  Kegelschnitts;  fällt  man  von  den  Punkten  Ä^  ff^  C',-«- 
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die  Normalen  a^j  b^,  c^, 


zu  den  Sehnen 


M,  '"  aie  JNormaien  aj,  ö^,  c^,  •••  ir^, 
Gj  b,  *-'  80  ist  das  Büschel  T^  derselben  dem  der  letztem 
projectivisch  und  die  Schnittpunkte  beider  mit  den  Axen  des 
Kegelschnitts  bilden  zwei  projectivische Reihend,  B,  •••;  A^^B^,  — 
in  diesen^  in  welchen  der  Mittelpunkt  M  und  der  bezügliche 
unendlich  ferne  Funkt  M^  sich  vertauschbar  entsprechen,  also 
eine  Involution  in  jeder  Axe.  Ist  G  ein  Doppclpunkt  in  einer 
dieser  Involutionen ,  so  bilden  der  durch  ihn  gehende  Strahl 
g  des  Sehnenbüschels  T  und  der  entsprechende  g^  des  Nor- 
malenbüschels Jf  ein  Paar  in  der  Involution  harmonischer 
Polaren,  die  der  Kegelschnitt  an  ihm  bestimmt;  dieselbe  ist 
also  rechtwinklig,  weil  sie  zwei  rechtwinklige  Paare  enthält 
(§31.;  7.).    (Vergl.  auch  Fig.  71.) 

Fig.  70. 


Die  Involutionen  ^,  ^, ,  •  •  •  in  den  Axen  bestimmt  —  weil 
ihr  Centralpunkt  M  bekannt  ist  —  je  ein  einziges  Paar,  wel- 
ches durch  eine  Tangente  t  (c  in  Fig.  70.)  des  Kegelschnitts 
und  die  Normale  /,  (c^  in  der  Fig.)  zu  derselben  im  Berührungs- 
punkte erhalten  wird.  Von  den  Involutionen  beider  Axen  hat 
immer  die  eine  sich  trennende  und  die  andere  sich  nicht  tren- 
nende Paare;  nur  die  Letztere  hat  reelle  Brennpunkte  G,  ff, 
die  vom  Mittelpunkt ilf  respective  von  den  Scheitelnd,  B  gleich- 
weit entfernt  liegen.  An  diese  Entwickelung  schliessen  .sich 
unmittelbar  die  Sätze  in  4,  5,  6,  7,  etc. 

1)  Ihrer  Definition  gemäss  können  die  Brennpunkte 
angesehen  werden  als  die  beiden  andern  Paare  der 
Oegenecken  des  nicht  reellen  Vierseits,  welches  die 
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TaDgentenpaare  von  den  Kreispunkten  der  I^bene 
an  den  Kegelschnitt  mit  einander  bilden;  die  zu- 
gehörige Directrix  ist  die  Berührun  gas  ebne  der 
jedesmal  entsprechenden  beiden  Tangenten  (§31.; 
8.  und  §  30.). 

)  Wenn  der  Kegelschnitt  die  Kreiapunkte  der  Ebene 
entiiglt,  so  fallen  die  Brennpunkte  in  seinem  Mittel- 
punkt zusammen;  die  Involution  seiner  conjugierten 
Durchmesser  ist  rechtwinklig,  er  ist  ein  Kreis. 

)  Die  Tangente  des  Kreises  ist  rechtwinklig  zum 
Radius  des  Berührungspunktes  —  weil  parallel  zum 


conjugierten  Durchmesaer  oder  weil  die  Normale 
zum  Mittelpunkt  gehen  inuss  als  der  Vereinigung 
der  beiden  Doppelpunkte  der  Brennpunkts -Involu- 
tion in  einem  Durchmesser. 

4)  Die  Brennpunkts-Involution  in  der  Nehenaso  er- 
scheint vonjedemreellenBrennpunkte  aus  durch  eine 
rechtwinklige  Involution  von  Strahlen  projiciert. 

5)  Ist  T  ein  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 
80  gehen  die  Rechtwinkelstralilen  der  ihm  ent- 
sprechenden Involution  harmonischer  Polaren  durch 
zwei  entsprechende  Punkte  der  Brennpunkts-Invo- 
lution;   sie   halbieren   also    zugleich    die  von  den 
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Doppelstrafalen  der  Involution  barmoniBcher  Polaren^ 
d.  i.  den  Tangenten  von  T  aus  gebildeten  Winkel 
und  die  Winkel  der  Strablen^  welche  von  T  nach 
den  Brennpunkten  G  und  H  gehen  ^  weil  sie  mit 
diesen  ein  harmonisches  Büschel  bilden  müssen. 
Also:  Die  Tangenten  von  einem  Punkte  an 
einen  Kegelschnitt  und  die  Verbindungs- 
linien desselben  mit  seinen  Brennpunkten^ 
bilden  Winkel  von  denselben  Halbierungs- 
linien oder  jene  m^achen  mit  diesen  gleiche 
Winkel. 

6)  Die  Tangentenpaare  aller  Kegelschnitte  mit  den- 
selben Brennpunkten  aus  einem  Punkte  ihrer  Ebene 
bilden  eine  symmetrische  Involution  (§  31.;  IL). 

7)  Die  Tangente  und  die  Normale  in  einem  Punkte 
des  Kegelschnitts  halbieren  die  Winkel  der  Brenn- 
strahlen (Radien  vectoren)  des  Punktes.  (Vergl.  3.). 

8)  Zwei  Tangenten  des  Kreises  bilden  gleiche  Winkel 
mit  demjenigen  Durchmesser;  der  nach  ihrem  Schnitt- 
punkt geht. 

9)  Das  Stück  einer  Kegelschnittstangente  zwischen 
ihrem  Berührungspunkt  und  der  Directrix  erscheint 
vom  zugehörigen  Brennpunkt  aus  unter  rechtem 
Winkel;  denn  die  es  von  da  aus  projicierenden 
Strahlen  sind  conjugiert  in  der  Rechtwinkel-Invo- 
lution harmonischer  Polaren.  Die  CentralcoUinea- 
tion  nach  Maassgabe  des  Textes  lässt  diesen  Satz 
hervorgehen  aus  dem  Satze  ^  dass  der  Radius  des 
Berührungspunktes  normal  ist  zu  dem  der  Tangente 
parallelen  Durchmesser.    (Vergl.  Fig.  69.,  p.  111.) 

10)  Durch  die  CentralcoUineation  im  Text  wird  aus  8), 
d.  i.  wonach  die  Radien  der  Berührungspunkte 
von  zwei  Kreistangenten  gleichgeneigt  sind  zu  dem 
ihres  Schnittpunktes  der  Satz :  Die  Strahlen,  welche 
die  Berührungspunkte  von  zwei  Kegelschnittstan- 
genten mit  einem  Brennpunkt  verbinden,  machen 
gleiche  Winkel  mit  dem  Strahl  von  diesem  nach 
ihrem  Schnittpunkt.  (Vergl.  8.)  Dieselbe  liefert 
ferner  den  Zusatz:  Der  Schnittpunkt  der  Beruh- 
st . 
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rungssehne  zweier  Tangenten  mit  der  Directrix  und 
der  Durchschnittspunkt  der  Tangenten  selbst  be- 
stimmen mit  dem  entsprechenden  Brennpunkt  zwei 
zu  einander  rechtwinklige  Gerade  —  Strahlen  seiner 
Polar-Involution. 
11)  Wenn  man  von  den  Brennpunkten  G,  H  eines  Ke- 
gelschnitts mit  der  Hauptaxe  AB  und  dem  Mittel- 
punkt M  auf  seine  ihn  in  P  und  Q  berührenden 
Tangenten  vom  Punkte  T  aus  die  Normalen  GJ  und 


Flg.  72. 


a. 


b. 


HL  fällt  und  dieselben  nach  K  und  N  um  ihre  eigene 
Länge  verlängert  (Fig.  72.,  a.  b.),  so  ist 

wegen  TH  =  TN,  TK  =  TG  und  LHTK^L^TG-, 
also     HK=^  NG  oder  HP+GP=GO  +  HO. 

Lässt  man  den  Punkt  T  die  Tangente*  TP  durch- 
laufen, so  erhellt  der  Satz:  Die  Summe  derKa- 
dienvectoren  eines  Punktes  der  Ellipse  re- 
spective  die  Differenz  derselben  für  einen 
Punkt    der  Hyperbel   ist  constant;    nämlich 

=  2MJ=  23fL  =  ffA  +  GA  =  ABj 

also  der  Hauptaxe  gleich. 
12)  Aus  der  Figur  der  vorigen  No.  folgt  sofort 

LPGT=  LTGQ,  der  erste  Satz  von  10). 
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Fügt  man  eine  dritte  Tangente  hinzn^  so  folgt  der 
Satz:  Das  zwischen  zwei  festen  Tangenten 
enthaltene  Stück  einer  beweglichen  Tan- 
gente desselben  Kegelschnitts  erscheint 
vomBrennpunkt  aus  unter  constantemWin- 
kel  —  ein  Satz^  der  durch  die  Central-CoUineation 
des  Textes  unmittelbar  erhalten  wird  aus  dem  zwei- 
ten Fundamentalsatz  über  den  Kreis  in  §  24. 

Mit  andern  Worten :  Die  projecti vischen  Reihen, 
welche  in  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  von 
den  übrigen  gebildet  werden,  bestimmen  mit  den 
Brennpunkten  projectivisch  gleiche  Büschel  von 
gleichem  Sinn ;  in  der  That  gehen  die  Doppelstrah- 
len solcher  Büschel  nach  den  Kreispunkten  der 
Ebene.  (§31.;  10.) 

13)  Die  Fusspunkte  der  Normalen  von  den 
Brennpunkten  auf  die  Tangenten  eines  Ke- 
gelschnitts liegen  in  der  Peripherie  eines 
Kreises  (Hauptkreis),  der  seine  Hauptaxe 
zum  Durchmesser  hat;  denn  MJ  =  ML  =  MA 
=  MB.  Für  die  Parabel  wird  der  Hauptkreis  zur 
Tangente  im  Scheitel. 

14)  Man  construiere  den  Kegelschnitt  von  gegebenen 
Brennpunkten  zu  einer  gegebenen  Tangente  — 
durch  Tangenten  und  deren  Berührungspunkte. 
(13.;  durch  den  Hauptkreis.) 

15)  Man  construiere  den  durch  drei  Tangenten  und 
einen  Brennpunkt  bestimmten  Kegelschnitt  (12.); 
insbesondere  aus  Scheitel,  Brennpunkt  und  Tan- 
gente. 

16)  Durch  einen  Punkt  gehen  zwei  Kegelschnitte  von 
gegebenen  Brennpunkten  (Ellipse  und  Hyperbel), 
die  sich  rechtwinklig  durchschneiden. 

17)  Die  involutorischenCentralcollineationen  eines  Krei- 
ses, dessen  Mittelpunkt  das  Centrum  derselben  ist, 
sind  Kegelschnitte,  die  dieses  zum  Brennpunkt  und 
die  Linie  der  Qegenaxen  zur  entsprechenden  Direc- 
trix  haben ;  der  ihr  parallele  Durchmesser  des  Krei- 
ses hat  seine  Endpunkte  im  Kegelschnitt  (§20.;  1.). 
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18)  Die   Collinearverwandten    eines   Kegelschnitts    für 
einen  Brennpunkt  desselben  als  Centrum  sind  Ke- 
gelschnitte ^   die   denselben  auch  zu  ihrem  Brenn- 
punkt haben.     Je    zwei  Kegelschnitte   mit   einem 
gemeinsamen  Brennpunkt  sind  in  centrischer  Col- 
lineation  für  diesen  als  Centnim. 
36.  Die  centrische  Collineation  eines  Kreises  mit  einem 
Kegelschnitt  ist  endlich  noch  in  dem  Falle  von  Wichtigkeit, 
wo  das  Centrum  (S  der*  Collineation  ein  Punkt  der  Kreisperi- 
pherie  ist   und   die  CoUineationsaxe   s   durch   diesen  Punkt 
selbst  hindurchgeht.    Es  ist  schon  in  §  32. ;  8.  bemerkt,  dass 
die  Lage   des    Collineationscentrums   in   der   Peripherie   des 
Kreises  oder  Kegelschnitts  die  Berührung  desselben'  mit  dem 
collinearverwandten  Kegelschnitt  in  ihm  bedingt.    Wenn  dann 

Fig.  73. 


die  entsprechenden  Punkte  der  centrischen  Collineation  auf 
einerlei  Seite  des  Centrums  liegen,  so  können  beide  Curven 
zwei  weitere  Punkte  mit  einander  gemein  haben,  die  in  der 
CoUineationsaxe  gelegen  sind.  Geht  diese  durch  das  Centrum, 
so  fällt  von  ihnen  noch  einer  mit  den  zwei  schon  in  ®  verei- 
nigten gemeinsamen  Punkten  zusammen  und  es  muss  ein 
vierter  gemeinsamer  Punkt  der  Curven  existiren,  ihr  zweiter 
Schnittpunkt  mit  der  CoUineationsaxe.  Diese  Beziehung  zweier 
Kegelschnitte,  wie  sie  im  Punkte  6  stattfindet,  bezeichnet  man 
als  eine  Berührung  zweiter  Ordnung;  ist  der  eine  Kegel- 
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schnitt  ein  Kreis^  so  nennt  man  denselben  den  Krümmungs- 
oder Osculations-Kreis  des  Kegelschnitts  in  jenem 
Punkte  und  seinen  Halbmesser  den  entsprechenden  Krüm- 
mungshalbmesser desselben  —  denn  es  giebt  nur  einenKreis 
dieser  Art,  weil  er  in  6  drei  unendlich  nahe  Punkte  mit  dem 
Kegelschnitt  gemein  haben  und  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene 
gehen  oder  eine  Rechtwinkel-Involution  conjugierter  Durchmes- 
ser haben  muss.  Die  Collineation  eines  Kreises  für  einen  Punkt 
seiner  Peripherie  als  Centrum  und  eine  durch  diesen  gehende 
Gerade  als  Axe  liefert  die  von  diesem  Kreise  in  Q,  osculierten 
Kegelschnitte;  die  Lage  der  Collineationsaxe  und  einer  Ge- 
genaxC;  welche  zur  Bestimmung  der  Collineation  erforderlich 
ist,  individualisieren  dieselben.  Die  nähere  Erörterung  führt 
sofort  zu  Folgendem :  Da  der  Mittelpunkt  M  des  Kreises  der 
Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  q  in  ihm  ist,  so  ist  sein 
Bild  M'  der  Pol  der  Gegenaxe  q'  im  Kegelschnitt;  drehen 
wir  um  jenen  einen  Durchmesser,  so  dreht  sich  um  diesen 
die  Sehne,  welche  sein  Bild  ist  und  die  entsprechenden  End- 
punkte beider  liegen  nothwendig  in  einerlei  Strahl  aus  dem 
Centrum  6.  Beide  Punkte  sind  also  die  Pole  rechtwinkliger 
Involutionen  aus  6,  respective  im  Kreis  und  im  Kegelschnitt. 
Man  erhält  also  den  Punkt  M'  im  Kegelschnitt  als  den  Pol 
der  Involution  rechter  Winkel  aus  6  und  aus  ihm  die  Gegen- 
axe q'  als  seine  Polare  im  Kegelschnitt;  damit  ist  die  cen- 
trische  Collineation  bestimmt,  in  welcher  dem  als  gegeben 
gedachten  Kegelschnitt  ein  Kreis  entspricht  und  die  Axe  s 
durch  das  Centrum  geht;  —  man  erhält  s  und  r  für  dieselbe. 
Darin  Hegt  die  Construction  des  Krümmungskreises 
für  einen  Kegelschnitt  in  einem  gegebenen  Punkte 
desselben,  eine  Construction  von  grosser  practischer  Wich- 
tigkeit.   (Fig.  73.) 

1)  Von  einem  Kegelschnitt  sind  fünf  Punktet,  B,  C,  D,  E 
gegeben,  man  soll  für  einen  derselben  A  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt construieren.  Man  bestimmt  die 
Schnittpunkte  ^, ,  Cj  der  zu  AB^  AC  normalen  Ge- 
raden aus  A  mit  dem  Kegelschnitt  und  dadurch 
den  Pol  M'  der  Rechtwinkel-Involution  aus  A\  seine 
Polare  (§  30. ;  2.)  ist  die  Gegenaxe  q'y  die  Parallele 
derselben  durch  A  die  Collineationsaxe  s,    Ihr  zwei- 
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tcr  Schnittpunkt  F  mit  dem  Kegelschnitt  bestimmt 
den  Krümmungskreis^  die  halbierende  Normale  zu 
AF  schneidet  die  Normale  des  Kegelschnitts  in  A 
im  Krümmungsmittelpunkt.  Noch  mehr  direct  ist 
derselbe  der  entsprechende  zu  Hf. 
2)  Man  construiere  den  Krümmungsmittelpunkt  für 
den  Scheitel  eines  Kegelschnitts  bei  gegebenen  Be- 
stimmungsstücken. (In  der  Figur  74.  die  Scheitel 
der  Hauptaxe  und  ein  Punkt.)  Es  ergiebt  sich, 
dass  die  CoUineationsaxe  mit  der  Scheiteltangentc 
zusammen  fällt,  dass  also  alle  dem  Krümmungs- 
kreis  und  der  Curve  gemeinsamen  Punkte  im  Schei- 
tel vereinigt  sind;  man  sagt,  es  finde  zwischen 
beiden  eine  Berührung  dritter  Ordnung  statt. 
Eine  andere  Construction  wird  uns  die  Untersuchung 
der  Schraubenlinie  liefern.  ( Vergl.  Th.  II.,  §  76. ;  6.) 

Fig.  71. 


A'— 


3)  Wenn  die  Äxenrichtungen  des  Kegelschnitts  be- 
kannt sind  (vergl.  für  ihre  Bestimmung  aus  fünf 
Punkten  §34.;  16.;  20.),  so  kann  derKrümraungskreis 
für  einen  Punkt  desselben  auch  mittelst  des  Satzes 
construiert  werden,  dass  die  gemeinsamen  Sehnen- 
paare zwischen  einem  Kreis  und  einem  Kegelschnitt 
die  Äxenrichtungen  zu  den  Richtungen  der  Hal- 
bierungslinien ihrer  Winkel  haben.  Man  verzeich- 
net also  die  Tangente  des  Kegelschnitts  im  gege- 
benen Punkte  und  dann '  die  Linie  unter  gleicher 
Neigung  mit  derselben  zu  den  Axen,  sowie  deren 
zweiten  Schnittpunkt  mit  der  Curve.  Der  Krüm- 
mungskreis  geht   durch   ihn   und    den    gegebenen 
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Punkt  und  hat  seinen  Mittelpunkt  in  der  dem 
Letzteren  entsprechenden  Normale.  Diese  Con- 
struction  ist  auf  die  Scheitel  der  Curve  nicht  an- 
wendbar. 


C.  Die  centrische  Colllneation  räumlicher  Systeme  als  Tlieorie  der 

Modellierungs  -  Metliodeii« 

37.  Wenn  ein  Centrum  C  der  Projection  und  eine  nach 
drei  Dimensionen  ausgedehnte  Originalfigur  beliebig  gegeben 
sind;  so  kann  man  auf  allen  durch  das  Centrum  gehenden 
Ebenen,  welche  dieselbe  schneiden,  die  Beziehung  der  cen- 
trischen  CoUineation  ebener  Systeme  in  der  Weise  hergestellt 
denken,  dass  jedem  Punkte  P  des  Originals  ein  Punkt  P^  des 
Abbilds  und  umgekehrt  entspricht  und  ebenso  jeder  Geraden 
g  eine  Qerade  ^i  and  also  jeder  Ebene  E  eine  Ebene  Ej; 
entsprechende  Punktepaare  liegen  auf  einerlei  Strahl  aus  dem 
Centrum,  entsprechende  Paare  von  Geraden  auf  einerlei  Ebene 
durch  dasselbe.  In  jeder  von  diesen  Ebenen  liegen  die  sich 
selbst  entsprechenden,  vom  Centrum  selbst  verschiedenen 
Punkte  in  einer  geraden  Linie,  der  entsprechenden  CoUinea- 
tionsaxe  s\  denken  wir  durch  denselben  Strahl  aus  dem  Cen- 
trum verschiedene  Ebenen  oder  ein  Büschel  von  solchen  ge- 
legt, so  haben  die  Axen  s  derselben  noth wendig  alle  den 
Punkt  jenes  Strahls  gemein,  welcher  mit  seinem  entsprechen- 
den zusammenfällt;  d.  i.  die  Axen  s  auf  allen  Ebenen  durch 
das  Centrum  bilden  ein  System  von  Geraden,  von  denen  je 
zwei  einander  schneiden  und  somit,  da  nicht  alle  durch  einen 
Punkt  gehen,  eine  Ebene.  Sie  ist  die  Ebene  der  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  und  Geraden  und  wir  nennen  sie  die 
Collineationsebene  S  des  Systems. 

Denken  wir  ebenso  in  jeder  Ebene  durch  das  Centrum 
die  beiden  Gegenaxen  q^ ,  r  der  ihr  entsprechenden  centrischen 
CoUineation,  so  bilden  die  ersten  aus  gleichen  Gründen  — 
weil  dem  unendlich  entfernten  Punkte  jedes  Strahls  durch 
das  Centrum  ebenso  als  Bild  wie  als  Original  nur  ein  be- 
stimmter Punkt  0,,  respective  R  entsprechen  kann  —  eine 
zur  Collineationsebene  parallele  Ebene  Qj  und  die  Letzteren 
eine  ihr  parallele  Ebene  B;  die  Gegenebenen  des  Systems, 
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welche  "beide  so  liegen,  dass  die  Mitte  zwischen  ihnen  auf 
jedem  Strahl  durch  das  Centrum  auch  die  Mitte  ist  zwischen 
Centnun  und  Collineationsebene  auf  demselben  Strahl. 

Der  Parallelismus  der  Gegenebenen  zur  Collineationsebene 
kann  auch  direct  wieder  erwiesen  werden,  indem  man  drei 
Richtungen  oder  unendlich  ferne  Punkte  ß, ,  Q^,  Ö3  des  Ori- 
ginalraums betrachtet,  die  nicht  derselben  Stellung  angehören  5 
denselben  entsprechen  drei  Punkte  Q^^,  Ö21?  Qz\}  welche 
nicht  in  einer  Geraden  liegen  und  die  Geraden  ip|if>2i, 
(P21Ö31;  Ö31O11  müssen  der  Collineationsebene  parallel  sein, 
weil  sie  sich  mit  den  entsprechenden  unendlich  fernen  Gera- 
den Ol  02,  O2Ö3J  O3O1  ^^  ihr  schneiden  müssen.  Ist  dann  Q^ 
ein  beliebiger  unendlich  ferner  Punkt,  und  O4,  sein  Abbild, 
so  sind  auch  Qu  Qu 7  O21O41J  OziOu  der  Collineationsebene 
parallel,  d.  h.  den  unendlich  fernen  Punkten  des  Original- 
raums entsprechen  die  Punkte  einer  bestimmten  der  Collinea- 
tionsebene parallelen  Ebene  Qj  des  Bildraums.  Aus  denselben 
Gründen  entsprechen  den  unendlich  fernen  Punkten  B^  des 
Bildraums  die  Punkte  einer  zur  Collineationsebene  parallelen 
Ebene  B  des  Originalraums. 

38.  Alle  einander  im  Originalraume  und  im  Bildraume 
entsprechenden  Punktreihen ,  Strahlenbüschel  und  Ebenen- 
büschel, Strahlenbündel,  Ebenenbündel  und  ebene  Systeme 
sind  zu  einander  perspectivisch,  d.  h.  sie  sind  Schnitte  oder 
Scheine  des  nämlichen  Gebildes  —  z.  B.  die  entsprechenden 
Punktreihen  Schnitte  desselben  Strahlenbüschels  aus  dem 
Centrum  mit  entsprechenden  Geraden,  die  entsprechenden 
Ebenenbüschel  Scheine  desselben  Strahlenbüschels  in  der  Col- 
lineationsebene aus  entsprechenden  Punkten,  etc.  Die  ent- 
sprechenden Grundgebilde  erster  Stufe  haben  somit  gleiches 
Doppelverhältniss.  Insbesondere  liegen  in  jedem  Strahl  aus 
dem  Centrum  zwei  projectivische  Reihen  entsprechender  Punkte 
Jj  A^ ,  etc.,  welche  das  Centrum  C  und  den  der  Collineations- 
ebene angehörigen  Punkt  S  zu  Doppelpunkten  haben;  durch 
jede  in  der  Collineationsebene  liegende  Gerade  s  gehen  zwei 
projectivische  Büschel  entsprechender  Ebenen  A,  A, ,  etc.,  in 
denen  die  Collineationsebene  S  und  die  Ebene  nach  dem  Cen- 
trura  C  die  Doppelebenen  sind;  die  entsprechenden  Strahlen 
«,  ö| ,  etc.  aus  einem  Punkt  der  Collineationsebene  in  dersel- 
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ben  Ebene  durch  das  CoUineationscentrum  bilden  zwei  pro- 
jectiviBche  Büschel  mit  dem  der  Collineationsebens  angehöri- 
gen  Strahl  *  und  dem  nach  dem  Centrum  gehenden  Strahl  c 
als  Doppeletrahlcn.     Man  hat  (vergl.  §  19.) 

(CSAJ,)  =  (CSBB^)  =  (CSAÄ,)  =  (CSBB,) 

=  {csna,)  =  (cs6i',)-=  ^ 
und  wir  nennen  diese  Constante  das  characteristische 
Doppelverhältniss  der  centrischen  Gollineation  der 
Rättme. 

Für  die  Gegenpunkte  p, ,  S  eines  Strahls  aus  dem  Cen- 
tnun  hat  man  insbesondere 

J  =  (CSAJ{)  =  (CSooQi)  =  (CSRoo), 

und  durch  Snbiraction  der  Einheit  auf  beiden  Seiten  CQi  =R  S. 

fVerffl.  S  19.:  1.  u.  i.\ 

ihe  Collinention  räumlicher  Systeme  ist 
^haractcristik  /l,  das  Ccntnim  und  die 
ebene  oder  eine  Gegenebeno  bestimmt; 
1  das  Centnim,  die  Collincatioosebone 
7  Gcgenebenen ;  endlich  durch  das  Cen- 
7ollincationsebene  und  ein  Paar  ent- 
Punkte,   Strahlen    oder  Ebenen    der- 

Icken  von  zwei  Tetraedern  in  Paaren 
aden  aus  einem  Oentrum  C  liegen,  so 
h  die  Paare  der  entsprechenden  Ebenen 

vier  Geraden   auf   einer  Ebene   und 

(Vergl.  §  19.;  7.) 

ide  des  Originalsystoms,  so  erhfilt  man 
kt  S  mit  der  Collincationsebene  in  dem 
ien  Punkt  derselben  einen  Punkt  ihres 
mnkt  R  mit  der  Gegenebene  R  giebt 
^henden  Strahl  aus  dem  Centrum  die 
nd  der  zu  g  parallele  Strahl  aus  dem 
nittpunkt  (),  mit  der  Qegenebene  Q, 
ildes  ^, ,   so  dass  man  dasselbe  durch 
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drei  Punkte  bestimmt  hat ;  man  bedarf  zu  seiner  Constniction 
somit  nur  der  einen  Gegenebene.  Aus  /|  erhält  man  umge- 
kehrt das  Original  /  durch  den  Schnittpunkt  mit  der  Colli- 
neationsebenC;  den  Schnitt  B  des  zu  /j  parallelen  Strahls  aus 
dem  Centrum  in  R  und  durch  die  Richtung  des  CoUineations- 
Strahls  nach  dem  Durchschnitt  Q^  von  /j  mit  der  Qegen- 
ebene  Qj. 

Zu  einem  Punkte  A  in  g  oder  B^  in  /,  findet  man  den 
entsprechenden  Aj^  respective  B  im  Durchschnitt  des  nach  ihm 
gehenden  Strahls  aus  dem  Centrum  mit  der  entsprechenden 
Geraden  ^,  respective  /.  Zu  einer  Ebene  A  durch  g  oder  B^ 
durch  l^  ergiebt  sich  die  entsprechende  A,  respective  B,  in- 
dem man  ihre  Spur  s  in  der  CoUineatlonsebene  mit  g^,  re- 
spective /  verbindet. 

Die  entsprechenden  zu  den  Geraden  oder  Ebenen,  welche 
der  CoUineationsebene  parallel  sind,  bestimmen  sich  durch 
einen  ihrer  Punkte,  weil  sie  der  gegebenen  Geraden  oder 
Ebene  parallel  sind.  Für  die  der  CoUineationsebene  parallelen 
Ebenen  wird  die  Characteristik  J  zu  dem  Verjüngungsver- 
hältniss  der  Achnlichkeit,  in  welcher  das  ebene  System  des 
Bildes  und  des  Originals  zu  einander  stehen. 

1)  Zu  einer  Ebene  A  bestimmt  man  die  entsprechende 
A, ,  indem  man  ihre  Schnittlinie  s  mit  der  CoUi- 
neationsebene, die  Schnittlinie  ^^  der  ihr  parallelen 
Ebene  aus  dem  Centrum  mit  der  Gegenebene  Qj 
und  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  vom 
Centrum  nach  der  Schnittlinie  r  von  A  mit  der 
Gegenebene  B  —  diese  ist  die  Stellung  von  Aj  — 
bestimmt;  diese  drei  liegen  in  A, . 

2)  Man  construiere  auf  demselben  Wege  die  entspre- 
chende Ebene  B  zu  einer  gegebenen  Ebene  des 
Bildraums  Bj . 

3)  Die  Systeme  entsprechender  Punkte  und  Strahlen 
in  zwei  entsprechenden  Ebenen  A,  A,  sind  centrisch 
coUinear  für  ihre  Schnittlinie  $  mit  der  CoUinea- 
tionsebene als  Collineationsaxe  und  für  ihre  Schnitt- 

inien  r,  g^  mit  den  Gegenebenen  B,  Qj  als  Gegen- 
axen;  alle  diese  centrischen  CoUineationen  haben 
dieselbe  Characteristik  J.     (Vergl.  §  19.;  5.) 
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4)  Für  welche  entsprechenden  ebenen  Systeme  findet 
Congruenz  statt? 

5)  Für  die  durch  das  Centrum  gehende  Parallelebene 
V  zur  CoUineationsebene  findet  Äehnlichkeit  und 
ähnliche  Lage  der  entsprechenden  Systeme  nach 
dem  Verjüngungsverhältniss  A  statt. 

6)  Man  bestimme  die  Region  des  Bildes  von  A  auf 
seinem  Collineationsstrahl  gegen  Centrum,  CoUi- 
neationsebene und  Gegenebene  B  aus  der  Lage  von 
Ä  gegen  dieselben  Stücke.     (Vergl.  §  4.) 

7)  Man  erörtere  die  Formen^  welche  einem  gegebenen 
Tetraeder  je  nach  seinen  verschiedenen  Lagen  in 
Beziehung  zur  Gegenebene  seines  Systems  ent- 
sprechen können.     (Vergl.  §  14.;  2.,  3.) 

8)  Man  bestimme  in  einer  gegebenen  centrischen  Col- 
lineation  räumlicher  Systeme  die  Ebenen ;  denen 
eine  bestimmte  Bildbreite  sq^  zukommt. 

9)  Man  construiere  die  Neigungswinkel  a^  er,  der  Ebenen 
A;  A,  gegen  die  CoUineationsebene;  wenn  werden 
dieselben  einander  gleich? 

40.  Wenn  wir  die  räumlichen  Systeme  in  cen- 
trischer  Collineation  als  Systeme  von  Punkten  fassen  — 
von  Punkten  ^, ,  ^j;*  •*  des  Originals  und  entsprechenden  Punk- 
ten j4^^fA2i}'"  ^^^  Bildes  —  so  kann  die  Construction  des 
einen  aus  dem  andern  zurückgeführt  werden  auf  die  Con- 
struction des  centrisch  coUinearen  ebenen  Systems  zu  einem 
gegebenen  System  in  derselben  Ebene. 

Wir  denken  eine  durch  das  CoUineationscentrum  gehende 
Ebene  und  die  Schnittpunkte  ^, ^  B^,  •••  derselben  mit  den 
Parallelen  Pxy  P^y  "-  insbesondere  solchen^  die  man  zu  einer 
festen  Geraden  p  der  CoUineationsebene  aus  den  Punkten 
A^j  A^j  •  •  •  des  Originalsystems  gezogen  hat ;  bilden  wir  dann 
zu  dem  System  der  Bi  das  centrisch  coUineare  System  in 
seiner  Ebene  für  C  als  Centrum  und  die  Schnittlinien  der- 
selben mit  S,  Q|  und  B  als  CoUineationsaxe  s  und  Gegenaxen 
g,  und  r,  also  das  System  B^^y  B.^^y  »--  y  so  sind  die  den  p« 
entsprechenden  Geraden  p,|  die  durch  B^^y  B^yy  •••  gezogenen 
Strahlen  nach  dem  Gegenpunkte  Q^  der  piy  insbesondere  die 
durch  sie  gehenden  ParaUelen  zu  p  und  die  Punkte  ^,',  liegen 
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in  den  nach  den  entsprechenden  Funkten  At  gehenden  Colli- 
neationsBtrahlen  da,  wo  dieselben  die  p/,  durchschneiden. 

In  Fig.  75.  ist  für  das  Polyeder  A^A^J3A^A*J*A*As*A^ 
mit  Hilfe  der  Normalen  zu  der  durch  das  Centntm  C  gehen- 
den Horizontalebene  als  der  pi  durch  die  Punkte  B,,  B^,  B^, 
Bf,  B^  und  ihre  entsprechenden  B^^,  B^,,  fi,,,  B„,  Ä,,  in 
der  centrischen  Collineation  auf  dieser  Ebene  das  System  der 


-^--4^ 


^ 

I  / 


Pij  und  damit  die  centrisch  collineare  Raumtigur  ^,,  ^^j,  ^^,  .4,, 
Af,*Af*A,j*Ayf*A^f*  anschaulich  dargestellt. 

Die  Punkte  S  und  0,  und  die  durch  sie  gehenden  Paral- 
lelen zn  den  durch  C  gelegten  Axen  bezeichnen  die  Lage  der 
üoUineations ebene  S  und  der  Gegenebene  Q, . 
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Ist  die  bezeichnete  Ebene  parallel  der  CoUineationsebene, 
so  sind  die  Systeme  der  Bi  und  Bi^  ähnlich  und  in  ähnlicher 
Lage  für  das  Centrum  C  und  die  Characteristik  J  als  Aehn- 
lichkeitspunkt  und  Verjüngungsverhältniss ;  dafür  aber  kann 
das  System  der  pi  nicht  mehr  aus  Parallelen  zu  einer  Gera- 
den p  der  Collineationsebene  und  das  System  seiner  Bilder 
Pi  also  nicht  mehr  aus  Parallelen  bestehen.  In  Fig.  75.  sind 
die  Fusspunkte  Fj,  F^,-  Fj*,  Fg,  Fj*  der  Normalen  von  den 
Originalpunkten  auf  jene  Parallelebene  V  benutzt,  indem  ihre 
entsprechenden   F^^,   ^21;  *•*  construiert  sind. 


& 
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Fig.  76. 
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Ist  dann  das  System  der  Ji  durch  seine  orthogonalen  Paral- 
lelprojectionen  A/,  A"  auf  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebe- 
nen Xy  y  und  a?,  z  dargestellt,  die  entweder  beide  zur  Collinea- 
tionsebene 8  rechtwinklig  sind  oder  von  denen  die  eine  Xy  z 
zu  ihr  parallel  ist,  so  kann  man  das  System  der  projicierenden 
Linien  jeder  von  diesen  Ebenen  im  ersten  Falle  (Fig.  76.),  im 
zweiten  Falle  (Fig.  77.)  das  der  projicierenden  Linien  der  Ebene 
Xy  y  als  das  System  der  pi  und  die  Normalebene  dieser  Projicie- 
renden durch  das  Centrum  als  Ebene  der  Bi  und  Bt^  betrachten  •, 
man  bildet  das  centrisch  collineare  zu  dem  System  der  zu- 
gehörigen Projectionen  von  Ai  für  die  gleichnamige  Projection 
von  C  als  Centrum,  die  gleichnamige  Spur  von  S  als  Axe  der 
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CoUineation  und  die  gleichnamigen  Sparen  von  Q|  und  B  als 
Gegenaxen  ^|  und  r  derselben  und  erhält  damit  die  gleich- 
namigen Projectionen  der  ^,-^;  man  findet  endlich  die  andern 
Projectionen  dieser  Letzteren  in  denen  der  p/j  mittelst  der 
gleichnamigen  Projectionen  der  durch  das  Centrum  C  gehen- 
den Strahlen  nach  den  Ai,  auf  welcher  sie  liegen  müssen. 

Wählt  man  als  das  System  der  pi  die  Normalen  zur  Col- 
lineationsebene  aus  den  Ai^  so  kann  das  System  ihrer  Bilder 
durch  Benutzung  der  Aehnlichkeit  mit  dem  Yerhältniss  J  in 
der  Ebene  V  bestimmt  werden,  so  dass  die  Construction  des 
Abbildes  auf  die  Durchführung  dieses  speciellen  Falles  der 
CoUineation  ebener  Systeme  reduciert  ist.    (Fig.  77.) 

Fig.  77. 
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1)  Man  kann  durch  die  Punkte  Ai  des  Originalsystenis 
ein  Strahlcnbündel  aus  einem  Punkte  R  der  Gegen- 
ebene B  legen,  welches  sich  in  ein  Parallelenbündel 
von  der  Richtung  von  CR  im  Bilde  verwandelt; 
die  Strahlen  desselben  gehen  dann  durch  die  Schnitt- 
punkte der  entsprechenden  Strahlen  des  ersten  in 
der  ColHneationsebene. 

2)  Welche  Methode  der  Construction  des  Bildsystems 
ist  die  zweckmässigste,  wenn  die  Collineationsebene 
als  zusammenfallend  mit  der  einen  der  beiden  Pro- 
jectionsebenen  (x,  z)  vorausgesetzt  wird? 

41.   Wenn  die  Gegenebenen  Q,   und  B  auf  entgegenge- 
setzten Seiten    der  Collineationsebene  8  und    also  auch   des 
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Centrums  C  und  zwar  Q|  näher  als  B  bei  S  gelegen  sind,  so 
wird  der  ganze  unendliche  Kaum  auf  der  dem  Centrum  ent- 
gegengesetzten Seite  der  Collineationsebene  in  dem  zwischen 
der  Collineationsebene  8  und  der  Gegenebene  Qj  gelegenen 
Räume  so  abgebildet^  dass  die  vom  Centrum  entfernteren 
Punkte  des .  Originals  auch  im  Bilde  die  entfernteren  sind. 
Diess  Letztere  entspricht  den  Bedingungen  des  SehprozesseS; 
das  Gegentheil  ist  im  Widerspruch  mit  denselben.  Die  ge- 
dachte Anordnung  vorausgesetzt  kann  also  —  da  ja  alle  ent- 
sprechenden Systeme  in  dem  centrisch  coUinearen  räumlichen 
Systeme  in  der  Beziehung  der  Centralprojection  zu  einander 
stehen  —  das  centrisch  collineare  System  einer  als 
gegeben  gedachten  Raumform  für  ein  im  Centrum 
befindliches  Äuge  ebenso  vollkommen  täuschend 
diese  Raumform  selbst  ersetzen^  wie  diess  bei  der 
Perspective  ebener  Systeme  geschehen  kann —  so- 
bald nur  den  übrigen  Bedingungen  des  Sehprozesses 
genügt  wird;  insbesondere  denen  vom  Sehkegel;  womach  die 
darzustellenden  Punkte  ganz  innerhalb  eines  aus  dem  Cen- 
trum als  Spitze  und  mit  der  Normalen  zur  Collineationsebene 
als  Axe  beschriebenen  geraden  Kreiskegels  von  beschränktem 
Oeffhungswinkel  gelegen  sein  müssen.  Man  mag  etwa  ^/^  als 
Tangente  des  halben  OeflFnungswinkels  wählen.  Sowie  dann 
die  Centralprojection  Perspective  genannt  wird,  so  nennt  man 
in  diesem  Falle  die  Construction  räumlicher  centrisch  coUi- 
nearer  Systeme  gemeiniglich  Relief- Perspective  nach  ihrer 
Anwendung  auf  die  Construction  der  Reliefs  in  der  plastischen 
Kunst. 

Nach  denselben  Grundsätzen  sind  aber  ausser  den  Reliefs 
der  Sculptur  die  scenischen  Darstellungen  der  Schaubühne 
—  die  Vorhangsebene  als  Collineationsebene,  die  Hinterwand 
der  Bühne  als  Gegenebene  Qj  —  und  die  Constructionen  der 
decorativen  Kunst  überhaupt,  sei  es  in  der  Architectur  oder 
in  der  höhern  Gartenkunst,  zu  entwickeln.  Auch  die  Bilder 
in  den  sphärischen  Hohlspiegeln  und  in  Linsencombinationen 
stehen  zu  den  Originalen  in  der  Beziehung  der  centrisch  en 
CoUineation.  Sie  hat  also,  abgesehen  von  ihrer  geometrischen 
Bedeutung,  ein  ausgedehntes  Feld  interessanter  practischer 
Anwendungen. 

Fiedler,  Duntollende  Geometrie.  9 
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1)  Man  construiere  die  centrisch  collinearen  Formen 
zu  Würfeln,  Prißmen,  Pyramiden  in  verschiedenen 
Stellungen  hinter  der  CoUineationsebene. 

2)  Man  erläutere  die  Art,  wie  auf  Grund  der  ent- 
wickelten Gesetze  die  Vertheilung  und  Anordnung 
der  Coulissen  einer  Decoration  von  vorgeschrie- 
bener Wirkung  zu  machen  ist. 

3)  Dem  geraden  Kreiscylinder  von  schräg  zur  Colli- 
.    neationsebene  liegender  Axe  entspricht  im  Allge- 
meinen ein  Kegel  vom  zweiten  Grade ;  in  welchem 
Falle  wird  derselbe  ein  gerader  Kreiskegel? 

4)  Das  Relief  einer  Kugel  ist  eine  geschlossene  Fläche 
mit  elliptischen  ebenen  Querschnitten  —  denn  im 
Falle  des  Reliefs  wird  die  Kugel  von  der  Gegen- 
ebene B  nicht  getroffen. 

5)  Wenn  die  Kugel  die  Gegenebene  B  berührt  oder 
schneidet,  so  ist  die  centrisch  coUineare  Fläche  in 
einer  Richtung  oder  in  den  Richtungen  aller  Strah- 
len eines  Kreiskegels  unendlich  ausgedehnt. 

6)  Die  Beleuchtung  des  Objects  durch  Sonnenlicht  ist 
im  Relief  durch  die  Beleuchtung  aus  einem  Punkte 
der  Gegenebene  Q|  zu  ersetzen. 

42.  Ein  wichtiger  Specialfall  der  centrisch  collinearen 
räumlichen  Systeme,  obwohl  ohne  den  Character  der  Bild- 
lichkeit, ist  der  der  involutorischen  oder  harmonischen  CoUi- 
neation  mit  dem  characteristischen  Doppelverhältniss  ^s=  —  1. 
Dann  sind  die  Gegenebenen  Qj,  B  in  der  Mitte  zwischen 
Centrum  und  CoUineationsebene  vereinigt  und  —  wie  die 
Construction  und  das  Doppelverhältniss  gleichmässig  ergeben 
—  die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  beider  Systeme  ent- 
sprechen einander  vertauschungsfähig.  Die  grosse  Bedeutung 
dieses  Falles  für  das  Studium  der  Raumformen  tritt  bei  wei- 
terer Specialisierung  sofort  hervor. 

Ist  das  Centrum  einer  räumlichen  Collineation  unendlich 
fern,  so  sind  es  die  Gegenebenen  auch,  da  die  CoUineations- 
strahlen  unendlich  femer  Punkte  ganz  im  Unendlichen  liegen, 
d.  h.  parallelen  Strahlen  und  Ebenen  des  einen  Systems  ent- 
sprechen parallele  Strahlen  und  Ebenen  des  andern;  entspre- 
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Fig.  78. 


chende  Gerade  sind  ähnlich  getheilt,  weil  z/==  SJi^  :  SA  ißt. 
(Vergl.  §  21.;  a). 

Man  nennt  solche 
Systeme  (Fig.78.)  affin 
in  centrischer  oder  per- 
spectivischer  Lage.  Ist 
insbesondere  J  =  —  1 , 
somit  Si^i==  —  SA^  also  C^ 
die  affine  CoUineation 
involutorisch;  so  erhält 
man  die  Symmetrie 
der  räumlichen  Sy- 
steme in  Bezug  auf  1 
eine  Ebene,  die  Col-    • 

lineationsebene ;  man  y^ird  bei  derselben  eine  schräge  und 
eine  normale  Symmetrie  unterscheiden  können.  (Vergl. 
§  21.;  b.) 

Ist  die  CoUineationsebene  einer  centrischen  CoUineation 
räumlicher  Systeme  unendlich  fem,  so  sind  es  auch  die  Ge- 
genebenen; man  erhält  J  =  CA  :  CA^  (§21.;  c).  Entspre- 
chende Gerade  und  entsprechende  Ebenen  sind  einander  pa- 
rallel und  die  in  denselben  gelegenen  Systeme  ähnlich  und  in 
ähnlicher  Lage  nach  dem  Verjüngungsverhältniss  J.  Solche 
räumliche  Systeme  nennt  man  ähnlich  in  perspectivischer 
oder  ähnlicher  Lage.  DieBeziehungderEbeneVin§39.;  5. 
findet  nun  auf  allen  Ebenen  statt,  die  das  Centrum  enthalten. 
Für  //  =  —  1  unter  der  Voraussetzung  der  unendlich  fernen 
CoUineationsebene  ist  Aehnlichkeit  mit  Involution  verbunden ; 
man  erhält  CA  =  —  CA^ ,  die  Reihen  entsprechender  Punkte 
in  den  CoUineationsstrahlen  sind  symmetrisch  gleich,  die  ent- 
sprechenden Systeme  in  entsprechenden  Ebenen  symmetrisch 
congruent,  es  ist  die  Symmetrie  der  räumlichen  Systeme 
in  Bezug  auf  ein  Centrum. 

Endlich  entspricht  der  gleichzeitigen  unendlich  fernen 
Lage  des  Centrums  und  der  CoUineationsebene  die  einfache 
Congruenz  der  räumlichen  Systeme. 

Es  ergiebt  sich  also,  dass  die  Involution  die  QueUe  aUer 
Symmetrieverhältnisse  so  im  Räume  wie  in  der  Ebene  ist, 
oder  dass  die  Involutionsgestalten  die  allgemeinen 
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Formen  der  symmetriBchenGestalten  jeder  Art  sind. 
Sowie  femer  im  ebenen  System  die  Involution  sich  eng  ver- 
banden gezeigt  hat  mit  der  Theorie  der  Corven  zweiter  Ord- 
nung und  Classe,  als  die  Quelle  der  manichfaltigen  Syrajnetrien 
derselben,  so  zeigt  sie  sich  im  Räume  als  gleichwiehtig  für 
die  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe, 
als  Quelle  aller  ihrer  Symmetrien. 

Endlich  sind  alle  die  üblichen  Darstellungsmethoden  räum- 
licher Formen  durch  räumliche  Formen,  d.i.  die  Modellierungs- 
Methoden,  als  Specialfalle  der  Lehre  von  den  centrisch  colli- 
nearen  raumlichen  Systemen  hervorgetreten  und  damit  der 
darstellenden  Geometrie  organisch  angeschlossen;  von  ihnen 
dient  die  allgemeinste  ganz  besonders  künstlerischen  Zwecken, 
die  besondere  der  Aehnlichkeit  hat-  vorzugsweise  technische 
Verwendung  in  engerem  Sinne. 

43.  Die  Methoden  der  Abbildung  auf  eine  Ebene, 
welche  die  darstellende  Geometrie  verwendet,  sind  endlich  die 
äussersten  Specialfalie  der  Construction  centrisch  collinearer 
räumlicher  Systeme.  Fallen  die  Collineationsebene  8  und  die 
GegenebeneQj ,  welche  die  entsprechenden  der  unendlich  fernen 
Punkte  des  Originalraums  enthält,  in  eine  Ebene  zusammen,  so 
geht  die  andere  Gegenebene  B  durch  das  Centrum  oder  fällt  in 
die  Ebene  V  und  man  erhält  die  Bestimmungsweise  der 
Centralprojection  für  die  Gerade  und  die  Ebene  wieder, 
von  wacher  die  Entwickelung  ausging;  die  Collineationsebene 
wird  zur  Bildebene,  die  Gegenebene  B  Verschwindungsebene. 

Eine  Gerade  durch  das  Centrum  erscheint  als  ein  Punkt, 
eine  Ebene  durch  dasselbe  als  eine  Gerade,  etc.  —  die  Cen- 
tralprojection eines  Objects  ist  anzusehen  als  das  in  der  Rich- 
tung der  CoUineationsstrahlen  auf  die  Tiefe  Null  reducierte 
centrisch  collineare  Abbild  desselben.  Zur  Bestimmung  einer 
Centralprojection  gehört  somit  die  Angabe  der  Bildebene,  der 
Verschwindungsebene  —  die  Distanz  bestimmt  diese  aus  jener 
—  und  des  Centrums  in  dieser  —  der  Hauptpunkt  C,  leistet  diess. 

Wenn  beim  Zusammenfallen  der  Ebenen  8  und  Q,  die 
Gegenebene  B  und  das  Centrum  C  unendlich  fem  liegen,  so 
erhält  man  als  Specialfall  der  centrischen  Collineation  räum- 
licher Systeme  die  ebene  Parallelprojection  des  Origi- 
nalraums, als  ein  in  der  Richtung  der  CoUineationsstrahlen  auf 
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die  Tiefe  Null  reduciertes  —  unendlich  dünnes  —  perspectivisch 
affines  Abbild  desselben.  Für  die  Bilder  seiner  ebenen  Systeme 
gelten  die  Gesetze  von  §  21.;  a.  Jeder  Punkt  der  Bildebene 
bestimmt  die  durch  ihn  gehende  projicierende  Linie  und  jede 
Gerade  der  Bildebene  bestimmt  als  den  Ort  der  projicieren- 
den  Linien  aller  ihrer  Punkte  ihre  projicierende  Ebene.  Zu 
einer  Geraden  g  liefert  der  Schnittpunkt  mit  der  Bildebene  S 
ihren  Durchstosspunkt  Sy  durch  welchen  auch  ihr  Bild  gehen 
musB  und  die  projicierende  Linie  eines  anderen  Punktes  von 
g  bestimmt  dasselbe.  Die  zur  Geraden  g  parallele  projicie- 
rende Linie  liegt,  als  Verbindungslinie  von  zwei  unendlich 
fernen  Punkten  C  und  Q  ganz  in  unendlicher  Feme  und  trifft 
daher  auch  die  Bildebene  in  einem  unendlich  fernen  Punkte 
Q\  d.  i.  die  Fluchtpunkte  aller  in  derselben  projicierenden 
Ebene  möglichen  Geraden  fallen  ununterscheidbar  in  den  un- 
endlich fernen  Punkt  ihrer  Schnittlinie  mit  der  Bildebene  zu- 
sammen. Soll  umgekehrt  von  dem  Bilde  einer  Geraden  zu 
ihrem  Original  übergegangen  werden,  so  erweist  sich  die 
Angabe  des  Durchstosspunktes  S  und  der  Richtung  der  pro- 
jicierenden Linien  nur  als  hinreichend  zur  Bestimmung  der 
projicierenden  Ebene,  in  welcher  es  liegen  und  des  Strahlen- 
büschels in  derselben,  dem  es  angehören  muss;  aber  die 
Richtung  des  Strahls,  welcher  als  Original  zu  betrachten  ist, 
bleibt  unbestimmbar,  weil  die  Gerade  ffC  als  ganz  im  Un- 
endlichen liegend  oder  als  die  Stellung  der  projicierenden 
Ebene  die  Richtungen  aller  in  ihr  liegenden  Geraden  enthlilt 
und  daher  keine  Einzelne  unter  ihnen  bestimmt.  In  Folge 
dessen  ist  auch  kein  Punkt  der  Geraden  g  durch  sein  Bild 
im  Bilde  der  Geraden  g  bestimmt,  sondern  nur  der  entspre- 
chende projicierende  Strahl  in  der  projicierenden  Ebene  von  g. 

Das  ganz  analoge  Ergebniss  erhält  man  bei  der  Frage 
nach  der  Bestimmung  der  Ebene  in  diesem  Falle.  In  Allem 
also:  Durch  eine  Parallelprojection  in  der  Ebene  ist 
eine  Gerade,  ein  Punkt  und  eine  Ebene  nicht  be- 
stimmbar und  zwar  in  Folge  der  UnUnterscheidbarkeit  der 
Fluchtelemente  von  Geraden  und  Ebenen. 

Nur  durch  die  Combination  von  zwei  Parallelpro- 
jectionen  mit  verschiedenen  Richtungen  der  projicierenden 
Strahlen  auf  dieselbe  Bildebene  oder  von  zwei  Parallelprojec- 
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tionen  mit  verschiedenen  Richtungen  auf  zwei  verschiedene 
Bildebenen  wird  der  Zweck  der  Bestimmung  der  räumlichen 
Formen  mit  Hilfe  der  ebenen  Parallelprojectionen  erreicht 
werden  können.  Es  ist  der  Grundgedanke  von  Monge' s 
„Göomötrie  descriptive"  hierzu  zwei  orthogonale  Parallelpro- 
jectionen auf  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Projectionsebenen 
zu  verbinden;  wie  diess  aus  den  Elementen  bekannt  ist.  Eine 
orthogonale  und  eine  schräge  Parallelprojection  auf  dieselbe 
Projectionsebene  reichen  zur  Bestimmung  aus,  wenn  die  Rich- 
tung der  Letztem  bekannt  ist ;  diess  kommt  vor  in  der  Form 
der  Schlagschatten,  etc. 

1)  In  Bezug  auf  das  erste  Kriterium  des  §  41 .  können 
alle  ebenen  centralprojecti vischen  Abbildungen  als 
bildlich  bezeichnet  werden,  und  man  hat  nur  das 
zweite  des  Sehkegels  zu  beachten,  um  gute  per- 
spectivische  Bilder  zu  erhalten.  Man  kann  im  Bilde 
die  Sichtbarkeit  und  Unsichtbarkeit  unterscheiden, 
indem  man  die  Bildebene  als  vielfach  und  ihre 
Lagen  als  in  derselben  Ordnung  vom  Centrum  aus 
einander  folgend  und  einander  verdeckend  ansieht, 
wie  die  Flächen  des  abgebildeten  Objects:  Das  cen- 
tralprojecti vische  Bild  als  ein  unendlich  dünnes  Relief. 

2)  In  der  Parallelprojection  muss  die  Seite  der  Bild- 
ebene bezeichnet  werden,  auf  welcher  in  unend- 
licher Feme  das  Oentrum  gedacht  werden  soll,  um 
die  gegenseitige  Verdeckung  der  Flächen  des  Ori- 
ginals im  Bilde  zu  bestimmen  (vergl.  §  55.).  Dann 
gelten  die  vorigen  Bemerkungen. 

3)  Der  von  allen  Sehstrahlen  normal  geschnittenen 
Kugelfläche  der  Netzhaut  entspricht  die  ebene  Bild- 
fläche der  orthogonalen  Parallelprojection;  diese  — 
die  orthogonale  —  hat  unter  den  Parallelprojec- 
tionen am  meisten  den  Character  der  Bildlichkeit. 
Die  Entwickelung  darf  sich  im  Allgemeinen  auf 
sie  beschränken,  da  die  allgemeinen  Charactere 
aller  Parallelprojectionen  in  der  Lehre  von  der 
Affinität  doch  gegeben  sind. 

Für  den  Zeichner  bietet  die  Anwendung  schiefer 
Parallelprojectionen  besondere  Vortheile  (§61.),  die 
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Wahrung  der  Bildlichkeit  des  Dargestellten  steckt 
ihr  jedoch   sehr   enge    obwohl  nicht  im  Allgemei- 
nen^  sondern  nur  im  speciellen  Fall  bestimmbare 
Grenzen. 
44.    Die   centrisch  coUinearen    räumlichen  Systeme  sind 
projectivisch  coUineare  räumliche  Systeme  in  besonderer  näm- 
lich perspectivischer  Lage^  wenn  man  als  projectivische  col- 
lineare   Systeme  allgemein  diejenigen  definiert;   welche  dem 
Gesetz  genügen^  dass  jedem  Punkte  ein  Punkt  und  jeder  Ge- 
raden eine   Gerade  im  andern  System  entspricht.     Den  ge- 
radlinigen Reihen ;    den    ebenen  Strahlen   büscheln  und  den 
Ebenenbüscheln  des  einen  Systems  entsprechen  projectivische 


Fig.  79. 
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Reihen;  Strahlenbüschel  und  Ebenenbüschel  des  andern.  (Vergl. 
§  38.) 

Eine  solche  Beziehung  zweier  Räume  ist  vollkommen  be- 
stimmt durch  fünf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  des  einen,  von  denen 
keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  und  die  fünf  entsprechenden 
Punkte  A^,  B^^  C^,  D^f  L\  des  andern  (Fig. 79.).  Denn  ist F ein 
sechster  Punkt  des  ersten  Systems,  so  bestimmt  derselbe  mit 
drei  Kanten  des  Tetraeders  AB  CD,  welche  nicht  in  einer  Ecke 
zusammenstossen ,  Ebenen,  die  nur  ihn  gemein  haben  und 
deren  entsprechende  im  andern  System  somit  den  entspre- 
chenden Punkt  F^  bestimmen.  Diese  aber  construiert  man 
nach  der  Bemerkung,  dass  die  Ebenenbüschel  {AB  .  CDEF) 
und  {A^  B^'C^D^E^  F^ ),  ebenso  {BC  •  ADEF)  und  (^,  C{  •  A^  D^  E^  F^ ) 
und  (CA-  BDEF),  (C^A^* B^D^E^F^)  zu  einander  projectivisch 
sind  (vergl.  §  02.),  mit  Hülfe  der  einfachen  Mittel  der  §§  17. 
und  18.    In  derselben  Weise  construiert  man  durch  Wieder- 
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holuog  entsprechende  Gerade  und  entsprechende  Ebenen  bei- 
der Systeme.  Den  unendlich  fernen  Punkten  Q  des  einen 
Systems  entsprechen  die  Punkte  der  Gegenebene  Q^  des  an- 
dern und  den  unendlich  fernen  Punkten  R^  in  diesem  die 
der  Gegenebene  B  in  jenem  System,  welche  beide  man  so- 
mit ebenfalls  leicht  ermittelt. 

Ist  dann  im  System  des  Bildraums  E|  eine  zur  Gegen- 
ebene Qi  parallele  Ebene,  so  wird  die  entsprechende  Ebene  E 
des  Originalraums  zu  B  parallel  sein  und  die  in  beiden  Ebenen 
enthaltenen  Systeme  werden  zu  einander  afKn  sein,  den  Rich- 
tungen der  einen  entsprechen  Richtungen  der  andern,  ohne 
dass  jedoch  allgemein  die  Richtungsunterschiede  hier  den 
entsprechenden  Richtungsunterschieden  dort  gleich  sein  wer- 
den. Diess  Letztere  ist  aber  der  specielle  Character,  welchen 
entsprechende  ebene  Systeme  von  der  Stellung  der  Gegen- 
ebenen in  centrisch  coUinearcn  Räumen  besitzen,  weil  ihre 
unendlich  ferne  Gerade  zugleich  ihre  Colüneationsaxe  ist, 
d.  h.  Punkt  für  Punkt  sich  selbst  entspricht.  Damit  ist  er- 
wiesen, dass  collineare  räumliche  Systeme  im  Allgemeinen 
nicht  in  centrische  oder  perspectivische  Lage  übergeführt 
werden  können  (vergl.  §  22.),  dass  vielmehr  diese  Möglich- 
keit von  besondem  Eigenschaften  derselben  abhängt.  Die 
Darstellungsmethoden  haben  es  stets  nur  mit  centrisch  colli- 
nearen  Systemen  zu  thun. 

Reciproken  räumlichen  Systemen  (vergl.  §  23.)  werden 
wir  später  begegnen. 

1)  Wenn  zwei  collineare  räumliche  Systeme  ein  ebenes 
System  entsprechend  gemein  haben,  so  haben  sie 
auch  einen  Strahlenbündel  entsprechend  gemein 
und  umgekehrt.  Man  erläutere  insbesondere  den 
Zusammenhang  dieses  Satzes  mit  dem  in  §  38. ;  2. 

2)  Die  Bestimmung  der  centrisch  collinearen  räum- 
lichen Systeme  durch  Centrum  und  Ebene  der  Col- 
lineation  sowie  eine  der  Gegenebenen  ist  eine  spe- 
cielle Form  der  Bestimmung  durch  fünf  Paare  ent- 
sprechender Punkte.  Das  Centrum  und  drei  Punkte 
der  CoUineationsebene,  welche  sie  bestimmen,  re- 
präsentieren vier  Paare;  die  Gegenebene  ist  durch 
einen  weitern  Punkt  bestimmt,  dessen  entsprechen- 
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der  die  Ilichtung  des  durch  ihn  gehenden  Strahls 
aus  dem  Centrum  ist.     Es  ist  analoge    wenn   die 
Qegenebene   durch   ein  Paar   von   entsprechenden 
Punkten  A,  A^  ersetzt  wird. 
3)  Wenn    zwei  Systeme    mit    einem    und   demselben 
dritten  System  coUinear  sind,   so  sind  sie  es  auch 
untereinander;  wenn  in  einer  Reihe  von  Systemen 
jedes  mit  dem  folgenden  coUinear  ist^  so  ist  auch 
das  erste  mit  dem  letzten  und  jedes  mit  jedem  col- 
linear.    Ebenso  für  ähnliche  und  für  affine  Systeme. 
45.  Von  wichtigen  Folgen  ist  der  Satz:  Wenn  von  drei 
räumlichen  Systemen  je  zwei  miteinander  centrisch 
coUinear  sind;  so  liegen  die  dreiCollineationscentra 
in  einer  geradenLinie.  Denn  die  Systeme,  die  wir  als  erstes, 
zweites,  drittes  System  bezeichnen  wollen,  haben  paarweis  mit 
einander  eineCollineationsebene,  setzen  wir  das  erste  und  zweite 
die  Ebene 83,  das  zweite  und  dritte  di6  Ebene  Sj ,  das  dritte  und 
erste  die  Ebene  839  und  diese  drei  Ebenen  haben  mit  einander 
einen  Punkt  S  gemein;  dann  entspricht  (Fig. 80.)  jeder  durch  S 
gehenden  Geraden  g^  des  ersten  Systems  mit  zwei  Punkten  A^ , 
B^  eine  auch  durch  S  gehende  Gerade  g^  des  zweiten  mit  den 
entsprechenden  Punkten  A2,  B^ 
und  eine  durch  S  gehende  Ge- 
rade  ^3    des   dritten    mit   den 
Punkten  A^y  B^  und  es  schnei- 
den sich  die  Geraden^,  A^j  B^B^ 
imCollineationscentrum  C^yA^A^^ 
B^B^  im  Centrum  C,  und  A^A^^ 

B^B^  mC^-  Die  Dreiecke ^j^^jA 
und  B^B^B^  haben  also  ihre 
Ecken  paarweis  auf  Strahlen 
aus  einem  Punkt  S  und  ihre  ent- 
sprechenden Seitenpaare  schnei- 
den sich  daher  in  drei  Punkten 
einer  Geraden.  (§  19.;  7.) 

Damit  ist  zugleich  der  speciellere  Satz  bewiesen:  Wenn 
drei  ebene  Systeme  paarweis  centrisch  coUinear  sind  und  ihre 
CoUineationsaxen  einen  Punkt  gemein  haben,  so  liegen  ihre 
CoUineationscentra  in  einer  Geraden  und  umgekehrt. 


Fig.  80. 


138  Erster  Theil. 

und  der  noch  speciellere :  Sind  zwei  ebene  Systeme  einem 
dritten  ebenen  System  ähnlich  und  zu  ihm  in  perspectivischer 
LagC;  so  sind  sie  beides  auch  untereinander  und  die  drei 
Aehnlichkeitscentra  liegen  in  einer  Geraden.  Denn  dann  haben 
die  Geraden  ^,  B^,  -^^^2}  ^3^3  ^^  einander  parallel  einen  un- 
endlich fernen  Punkt  gemein. 

1)  Je  zwei  Kreise  derselben  Ebene  (oder  in  parallelen 
Ebenen)  sind  ähnlich  und  in  perspectivischer  Lage 
für  ihren  innem  Äehnlichkeitspunkt  /  und  den 
äussern  Äehnlichkeitspunkt  £.  Sind  die  Aehnlich- 
keitspunkte  von  drei  Kreisen  K^^  K^,  K^  in  paral-* 
lelen  Ebenen  oder  in  derselben  Ebene  E^^y  J^^  für 

Ky  und  JS^2  5    ^23  7  •^23   ^^  ^2   ^^^    -^3   ^^^    ^31  >  -^31    ^^ 

K^  und  K^ ,  so  liegen  dieselben  vier  mal  zu  dreien 
in  einer  Geraden  —  nämlich  E^2^2s^z\}  ^i2^7Z^zi> 
^n^2Z^z\}  ^n^2Z^zi  —  ^^^  bilden  also  ein  voll- 
ständiges Vierseit. 

2)  Je  zwei  Kreise  derselben  Ebene  sind  auch  centrisch 
coUinear  für  dieselben  beiden  Punkte  als  Centra 
und  für  die  Gerade,  welche  man  Chordale,  Potenz- 
linie oder  Radicalaxe  derselben  nennt,  als  CoUinea- 
tionsaxe.  Die  Collineationsaxen  von  drei  Kreisen 
derselben  Ebene  gehen  durch  einen  Punkt. 

3)  Zwei  Kugeln  sind  einander  ähnlich  in  perspec- 
tivischer Lage  für  ihren  innem  und  ihren  äussern 
Äehnlichkeitspunkt  /  und  E  und  »ie  sind  zu  ein- 
ander centrisch  collinear  für  dieselben  Punkte  als 
Centra  und  die  Ebene,  welche  man  Chordal-  oder 
Radical- ,  oder  Potenz -Ebene  nonnt,  als  Collinea- 
tionsebene.  Von  den  sechs  Aehnliohkeitspunkten 
von  drei  Kugeln  Hegen  viermal  drei  in  einer  Geraden 
und  die  drei  Collineationsebenen  schneiden  sich  in 
einer  zur  Ebene  der  Centra  normalen  Geraden. 

4)  Vier  Kugeln  bilden  auf  acht  Arten  sechs  Paare 
von  ähnlichen  Figuren  in  perspectivischer  Lage; 
von  den  Aehnlichkeitspunkten  liegen  achtmal  je 
sechs  in  einer  Ebene;  die  sechs  Collineationsebenen 
schneiden  sich  in  einem  Punkt. 
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D.    Die  Grnndg^etse  der  orthogonalen  Parallelprojeetion  9  ihre 

Transformationen  nnd  die  Axonometrie. 

46.  Durch  die  orthogonalen  Parallelprojectioncn  auf  zwei  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  können  die  Raumformen  im  All- 
gemeinen bestimmt  werden ;  unter  Festsetzung  eines  Anfangs- 
punktes 0  in  der  Durchschnittslinie  o;  derselben  (Fig.  81.)  können 
sie  nach  gegebenen  Maassen  eingezeichnet  werden  ^  nämlich 
jeder  Punkt  aus  der  Angabe 
seiner  Abstände  Aj^,  AÄ'  von  *' 

jenen  beiden  Ebenen  und  aus 
der  des  Abstandes  von  0  bis 
zu  der  durch  ihn  gelegten  Nor- 
malebene AAAx^'  zur  AxeX. 
Indem  wir  den  Anfangspunkt  0 
als  Schnittpunkt  mit  einer  drit- 
ten zu  den  beiden  ersten  norma- 
len Ebenen  bestimmt  denken^ 
erhalten  wir  (Fig.82.)drei  Grund- oderProjectionsebenen 
XOYjXOZy  YOZ^  drei  zu  einander  normale  Schnittlinien  derselben 
oder  Projectionsaxen,  OZ,  OF,  OÄ  zur  Angabe  der  Rich- 
tungen der  projicierenden  Linien^  welche  zu  den  Projections- 
ebenen  XOY,  ÄOZ,  YOZ  re- 


Flg.  82. 
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/f 


oX 


"t— . 


spective  gehören;  es  ent- 
stehen drei  orthogonale  Pa- 
rallel -  Projectionen  jeder 
Raumfigur,  nämlich  auf  A'O  F, 
XOZ^  YOZ,  die  wir  als  erste, 
zweite,  dritte  Projection  re- 
spective  benennen  und  durch 
Beifügung  von  einem  Strich, 
von  zwei  oder  drei  Strichen 
oben  rechts  zum  Zeichen  des 
Originals  unterscheiden.  In 
dieser  Weise  gefasst  ist  die 

Bestimmungsweise  der  darstellenden  Geometrie  mittelst  der 
orthogonalen  Parallelprojectioncn  identisch  mit  derjenigen  der 
Coordinatengeometrie  des  Raumes  fär  rechtwinklige  Parallel- 
coordinaten;    wir  nennen  auch  die  geradlinige  Strecke  von 


Nr 
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der  ersten  Projection  Ä  eines  Punktes  A  bis  zu  ihm  selbst 
die  Coordinate  z,  die  von  der  zweiten  Projection  Ä'  zu  ihm 
selbst  die  Coordinate  y,  und  die  von  der  dritten  Projection 
Ä"  zu  ihm  die  Coordinate  x^  weil  dieselben  respective  den 
Axen  OZy  OYy  OX  parallel  sind;  wir  unterscheiden  in  jeder 
der  Axen  vom  Anfangspunkt  0  ausgehend  den  positiven  und 
negativen  Sinn  der  Bewegung  und  nennen  jede  Coordinate 
positiv  oder  negativ,  jenachdem  sie  von  der  entsprechenden 
Projectionsebene  aus  im  positiven  oder  negativen  Sinn  der 
dazu  normalen  Axe  verläuft.  Jeder  Punkt  ist  durch  Angabe 
seiner  Coordinaten  nach  Grösse  und  Sinn  bestimmt ,  d.  h. 
durch  Angabe  der  Grösse  und  des  Sinnes  der  Strecken,  welche 
auf  seinen  projicierenden  Geraden  zwischen  der  Projection 
und  ihm  selbst  enthalten  sind. 

Die  projicierenden  Linien  ar,  y,  z  eines  Punktes  A  bestim- 
men paarweis  drei  Ebenen  xy  parallel  XOYy  yz  parallel  FOZ,  zx 
parallel  ZOX  und  diese  schneiden  die  Axen  OZ,  O^ü',  OF  respective 
in  je  einem  Punkte  A^j  Ay,  Az,  Diese  drei  Ebenen  umschliessen 
mit  den  drei  Projectionsebenen  ein  rechtwinkliges  Parallelepi- 
ped,  welches  wir  als  das  projicierende  Parallelepiped 
des  Punktes  bezeichnen;  seine  Flächen  sind  in  Paaren  pa- 
rallel und  congruent:  OAa^ÄAy,  A.Ä' AÄ''-^  OAyÄ"A,y  A^A'AA"] 
OAzÄ'Axj  AyÄ"AÄ\  seine  Ecken  in  Paaren  entgegengesetzt: 
0,  A\  Ajcy  ^'";  Ayj  Ai'\  A^y  Ä\  seine  Kanten  zu  vieren  parallel 
und  gleich:  OA^y  A^^Ä'y  ÄAy  AyA"'  (=  z);  OAyy  A^Ä,  Ä'Ay 
Az  Ä''  (=  y) ;  OAa: ,  AyÄ,  Ä" Ay  A^  A"  (=  x).  Setzt  man :  0-4  =  /, 
OA'  =  fy  OÄ'^ry  ö^'"  =  r  und  L{hO  =  ßu  Ut,n  =  ß2  7 
1^(1^  t'')  =  ß^y  die  Neigungswinkel  der  Geraden  /  gegen  die 
Projectionsebenen,  so  gelten  die  Relationen 

/2  =  fi  -f  z2  =  n  -f  y^  =  r^  +  ar2  =  o:^  -f  y^  +  z^] 


^^ßi=-ß  =  —J2—y  <^os%  =  -^  =  -J^—y  cos%  =  ^  =  ^- 


Z  ti  X 

also  cos^ß^  +  cos%  +  cos%  =  2,  «n^/J,  -f  sin%  +  sin%  =  1 
oder       2  cos%  =  2,  -T  sin%  =  1 ;  also  auch  ßi  +  ßu  <  90« 

3  8 

(t,  k  verschieden  und  =1,2,  3). 
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1)  Bezeichnen  wir  den  Punkt  von  den  Coordinaten 
X  =^  ay  y  ^=h^  z  =  c  kurz  durch  (a,  6,  c),  so  be- 
deutet (o,  0,  o)  den  Anfangspunkt  0;  (o,  o,  c)  jeden 
beliebigen  Punkt  der  Axe  OZ;  (o,  6,  o)  jeden  Punkt 
der  Axe  ÖF;  (a,  o,  o)  jeden  in  der  Axe  OX. 

2)  Ebenso  bezeichnet  (o,  Ä,  c)  einen  beliebigen  Punkt 
der  Coordinaten-  oderProjeetionsebene  YOZy  {a,  o,  c) 
einen  solchen  in  XOZ,  {a,  b,  o)  einen  in  ÄOY.  In 
welcher  Weise,  fallen  die  Ecken  der  projicierenden 
Parallelepipede  solcher  Punkte  in  Paaren  zusam- 
men? 

3)  Alle  Punkte  (a,  :^a,  c),  d.  h.  solche,  deren  Coor- 
dinaten X  und  y  von  gleicher  Länge  sind,  verthei- 
len  sich  in  zwei  durch  die  Axe  OZ  gehende  und 
die  Winkel  zwischen  den  anstossenden  Projections- 
ebencn    halbierende    Ebenen,    deren    eine  H,    die 

^Punkte  mit  gleichem  Sinn  der  x  und  y,  und  die 
andere  H«'  diejenigen  mit  verschiedenem  Sinn  der 
X  und  y  enthält. 

Ebenso  liegen  die  Punkte  (a,  b,  +  b)  in  zwei 
Ebenen  H^.,  H^p»,  die  durch  die  Axe  OX  gehen  und 
die  Winkel  der  anliegenden  Projectionsebenen  hal- 
bieren; endlich  die  Punkte  («,  6;  +  «)  in  zwei 
Ebenen  Hy,  H^'.  Wir  nennen  diese  Ebenen  die 
sechs  Halbierungsebenen  des  Projections- 
Systems.  Sie  können  als  Diagonalebenen  specieller 
projicierender  Parallelepipede  angesehen  werden. 

4)  Die  Punkte  (a,  a,  a)  von  gleichen  Coordinaten  mit 
übereinstimmendem  Sinn,  liegen  in  einer  Geraden 
]^,  welche  von  0  ausgeht,  mit  den  Projectionsaxen 
und  Ebenen  gleiche  Winkel  macht  und  die  gemein- 
schaftliche Schnittlinie  der  Ebenen  H«,  H«,  Hy  ist, 
weil  X  =i  y  =^  z  =  a  die  Relationen  a:  =  y  =  «, 
y  s=:  z  ==  a,  z  ss:  X  ^=s  a  cinschUesst.  Ebenso  liegen 
die  Punkte  ( —  d,  a,  a)  in  der  Geraden,  in  welcher 
die  Ebenen  H^-,  H«,  Hy-  sich  schneiden;  wir  wollen 
dieselbe  f^jg  nennen.  Die  Punkte  (a,  — a,  a)  in 
der  Schnittlinie  ^y  der  Ebenen  H«',  H^,  Hy  und 
die  Punkte  (a,  a,  —  a)  in  ^*  auf  den  Ebenen  H-, 
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"ELx'f  Hj,'«  Die  sechs  Halbierungsebenen  schneiden 
sich  ausser  paarweis  in  den  Projectionsaxen  viermal 
zu  je  drei  in  vier  Geraden  aus  0,  welche  mit  den 
Projections-Axen  und  Ebenen  gleiche  Winkel  ein- 
schliessen  und  die  als  die  vier  Halbierungsaxen 
des  Systems  bezeichnet  werden  können.  Sie  kön- 
nen als  Diagonalen  projicierender  Würfel  angesehen 

Fig.  88. 


fj  /^ 


werden;  in  der  Fig.  83.  sind  acht  dergleichen  zu 
einem  Würfel  vereinigt,  die  Ebenen  H^r,  H^»;  Hy, 
Hy';  H«;  H«'  sind  die  Ebenen  der  Paare  von  Ge- 
raden 1^^,,  ]^yl^»;  l^l^y,  ]^,]^,;  \^%,  \^x%^   (Vergl.  §49; 
5.  und  §  60.  Anm.) 
5)  Wie  gross  sind  die  Winkel  /3,-  für  die  Halbierungs- 
axen? 
47.  Eine  beliebige  Ebene  S  erzeugt  mit  den  drei  Pro- 
jectionsebenen  Durchschnittslinieu;  die  wir  die  Spuren  5,-  der- 
selben nennen  und  als  erste,  zweite  und  dritte  Spur  so  unter- 
scheiden;  dass  ^j  in  der  Ebene  XOY^  s^  in  XOZ^  53  in  YOZ 
gelegen  ist;  sie  bilden  das  Spurendreieck  der  Ebene,  dessen 
Ecken  mit  S4.,  5y,  ^z  bezeichnet  werden  können  nach  ihrer 
Lage  in  den  respectiven  Axen.     Die  Ebene  schneidet  femer 
das  System  der   sechs  Halbierungsebenen  H^  und   der  vier 
Halbierungsaxen  1^;  in  den  sechs  Seiten  —  schreiben  wir  hxj 
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kx-,  Aj,,  Äy',  h,,  kz-  —  und  vier  £cken  —  H,  Bx,  By,  H^  eines 
vollständigen  Vierecks,  für  welcheB  die  drei  Ecken  des  Spu- 
rendreiecks  Sx,  Sy,  S,  die  Schnittpunkte  der  Qegenseitenpaare 

oder      Diagonalpunkte  ^    Fig-s*. 

und  die  drei  Spuren  s, ,  W 

*j,  J3  also  die  drei  Dia-  /K\  . 

gonalen  sind. 

Fällt  man  vom  An- 
fangspunkt 0  auf  die 
Ebene  eine  Kormale  n 
lind  bezeichnet  ihren 
FuBspunkt  durch  N,  so 

erkennt  man  denselben  y^--..^      [».'       "-.^    \ 

als   den  Durchschnitts-    */  JC---  ^"■.    ^^ 

punkt  der  drei  Hohen-  """'■^'     ■-.,  \ 

perpendikel  des  Spuren-  ""^-^  ■ -\ 

dreiecke    S^SyS,,    weil  "'^ft 

die  Kormalebenen   zur 

gegebenen  Ebene  durch  OZ,  ÖX,  0 Y  respective  sich  m  ON 
durchschneiden  (vergl.  §  10;  10).  Sind  die  Winkel  dieser 
Normale  mit  den  Projectionsebenen  (§  46.)  (J, ,  ß^,  ß^,  eo  sind 
die  Keigungswinkel  der  Ebene  tr,,  «,,  «^  gegen  dieselben  Pro- 
jectionsebenen die  Complemente  der  ßi  und  man  hat  folglich 

£  cos^ai  =1,  £  «bV,  =  2  i  Oi  +  o*  ^  90" 

für  I  und  fc  verschieden  anter  den  Zahlen  1,  2,  3.  Die  Schnitt- 
linien der  Ebenen  n,  oz\  n,  oy;  n,  ox  mit  den  Projections- 
ebenen xoy,  xoi,  yoz  respective  sind  die  drei  Projectionen 
»',  n",  n'"  der  Normalen  n  und  weil  die  bezeichneten  Ebenen 
zu  den  Spuren  s, ,  Sj,  t,  respective  normal  sind,  so  sind  auch 
«',  n",  «'"  respective  normal  zu  s, ,  »,,  »,.  Da  endlich  alle 
Normalen  zu  derselben  Ebene  and  alle  Normalebenen  der- 
selben Geraden  einander  parallel  und  die  Projectionen  paral- 
leler Geraden  so  wie  die  Spuren  paraller  Ebenen  selbst  parallel 
sind,  so  gilt  der  Satz:  Die  Projectionen  jeder  Normale 
einer  Ebene  sind  normal  zu  den  gleichnamigen  Spu- 
ren der  Ebene  —  und  der  umgekehrte:  Die  Spuren  der 
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Normalebene  zu  einer  Qeraden  sind  normal  zu  den  gleich- 
namigen Projeetionen  der  Geraden. 

1)  Wenn  das  Spurendreieck  S^  S^  Sz  einer  Ebene  (Fig.  85.) 
gegeben  ist^  so  kann  man  mittelst  des  Höhenschnitt- 
punktes N  desselben  die  Längen  OSjcy  OSyy  OSz  oder 
die  Axenabschnitte  der  Ebene  und  die  Geraden  hi, 
also  auch  die  Punkte  Ei  derselben  verzeichnen.  Ein 
Kreis  über  der  Höhe  Sz^^  als  Durchmesser  schneidet 
auf  der  durch  iV  gezogenen  Parallele  zu  S^Sy  den 
Punkt  Oj  so  an;  dass  NO^  die  normale  Entfernung  der 
Ebene  vom  Anfangspunkt  ist  und  die  Abtragung  von 
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A^  0,  auf  die  Höhe  A^  Sz  giebt  (Vergl.  Fig.  84.)  in 
0,*  die  Umlegung  von  0  mit  Sa^SyO  in  die  Ebene; 
die  Halbierungslinien  des  rechten  Winkels  8:^0^*8^ 
geben  in  5*5^  zwei  Schnittpunkte  B^y  B^\  welche 
mit  8z  verbunden  die  Geraden  hz,  hz*  bestimmen; 
und  zwar  giebt  bei  gleichem  Sinne  der  Axenab- 
schnitte  08xy  08y  der  innere,  bei  ungleichem  Sinne 
derselben  der  äussere  Punkt  die  Linie  ä,.    Verfährt 
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man  ebenso  mit  den  Seiten  SyS^,  S^Sof  des  Spuren- 
dreiecks;  so  erhält  man  die  Geraden  k:c)  ^^rS  Ky  ^y' 
und  durch  ihre  vier  Schnittpunkte  zu  dreien  die 
Punkte  Hy  H^c^  Hy,  Hz.  Da  die  Construction  die 
Länge  aber  nicht  den  Sinn  der  Axenabschnitte  der 
Ebene  bestimmt  ^  so  entsprechen  acht  Lagen  der 
Ebene  in  den  durch  das  System  der  Projections- 
ebenen  erzeugten  Octanten  des  Raumes  demselben 
Spurendreieck.  Man  characterisiere  die  bezügliche 
Unterscheidung  der  Vierecke  der  Hi. 

2)  Man  entnehme  der  vorigen  Construction  die  Nei- 
gungswinkel a,  der  Ebene. 

3)  Die  Punkte  Bi  in  den  Seiten  des  Spurendreiecks 
liegen  viermal  zu  drei  in  einer  Geraden.  (Siehe 
Fig.  92.) 

4)  Welches  ist  der  besondere  Character  des  Vierecks 
der  Hi  für  eine  Ebene  mit  gleichseitigem  Spuren- 
dreieck? 

5)  Wie  gross  sind  die  Neigungswinkel  er.-  der  Ebenen 
von  gleichseitigen  Spurendreiecken? 

6)  Jede  projicierende  Ebene  hat  zu  ihrem  Spuren- 
dreieck einen  rechtwinkligen  Parallelstreifen;  dessen 
unendlich  ferne  Ecke  der  zu  ihr  parallelen  Axe 
angehört.  Das  Viereck  HHxHyHz  ist  dann  ein 
gleichschenkliges  Paralleltrapez  mit  parallelen  Sei- 
ten von  der  Richtung  der  beiden  parallelen  Spuren 
und  dessen  nicht  parallele  Seiten  mit  der  letzten 
Spur  gleiche  Winkel  bilden. 

7)  Als  erste  ausgezeichnete  Grenzlage  der  projicieren- 
den  Ebene  kann  ihr  Parallelismus  mit  einer  Pro- 
jectionsebene  betrachtet  werden ;  dann  ist  eine  Spur 
unendlich  fem,  das  Viereck  HHxHyHz  ist  ein 
Quadrat. 

8)  Die  zweite  ausgezeichnete  Grenzlage  giebt  die  pro- 
jicierende Ebene  parallel  einer  Halbierungsebene; 
dann  liegen  zwei  der  Ecken  des  Vierecks  der  Hi 
und  also  eine  seiner  Seiten  unendlich  fem,  die 
beiden  andern  Ecken  aber  in  der  Mitte  zwischen 
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den  parallelen  Spuren  und  symmetrisch  zur  letzten 
Spur  der  Ebene. 
9)  Man  erörtere    die  Unbestimmtheit    des  Kormalen - 
fusspunktes  iV  in  2  und  die  specielien  Lagen  des- 
selben in  den  Fällen  3  und  4. 

10)  Wenn  eine  Ebene  zu  einer  der  Halbierungsaxen 
parallel  ist;  so  fällt  eine  der  Ecken  des  Vierecks 
der  Hi  ins  Unendliche  und  die  drei  zugehörigen  hi 
werden  einander  parallel. 

11)  Eine  Ebene  ist  zu  einer  der  Halbierungsebencn 
normal;  wenn  zwei  ihrer  Axenabschnitte  gleich 
sind;  man  characterisiere  das  Viereck  der  Hi  in 
diesem  Falle. 

12)  Als  weitere  Specialf&Ue  der  Lage  einer  Ebene  sind 
bezüglich  des  Dreiecks  der  Spuren  und  des  Vier- 
ecks der  Hi  die  Fälle  zu  characterisiereu;  wo  die 
Ebene  eine  Projectionsaxe  respective  eine  Halbie- 
rungsaxe  enthält. 

13)  Aus  dem  Sinne  der  Coordinaten    der  drei  Axen- 
schnittpunkte  5,,  Sy,  5.  der  Ebene  bestimmt  sich' 
der  Sinn   der  Coordinaten  aller  ihrer   Punkte   aus 

Fig.  86. 


+~. 


ihrer  Lage  gegen  das  Spurendreieck.  Alle  Punkte 
innerhalb  des  Spurendreiecks  haben  ihre  Coordi- 
naten vom  nämlichen  Sinne ;  wie  die  Axenschnitt- 
punkte  selbst;  sagen  wir  beispielsweise  -f-,  +;  + 
oder  (-f-;  — ,  -{-}  7  der  Durchgang  durch  eine  Spur 
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markiert  den  Wechsel  des  Sinnes  der  zugebörigen^ 
d.  i.  zu  ihrer  Projectionsebene  normalen  Coordi- 
nate^  so  dass  die  Aussenwinkelüächen  des  Spuren- 

dreiecks  an  s^  durch  +  -| (-| ),  an  s^  durch 

H h  (+  +  +);  an  «3  durch  —  +  +  ( 1-) 

characterisiert  sind ;  endlich  die  Scheitelwinkel- 
räume an  Sjc,  Syy  Sz  respective  die  Zeichenfolgen 

+—(++-),-+-( ), — +(-++) 

erhalten.  Die  Figur  86.  giebt  einen  dritten  Fall. 
Eine  Ebene  geht  im  Allgemeinen  durch  sieben  von 
den  acht  Octanten,  in  welche  die  Projectionsebenen 
den  Qesammtraum  theilen.  Durch  welchen  g^ht  sie 
nicht? 

14)  Man  erörtere  die  in  den  vorher  bezeichneten  Spe- 
cialfällen der  Lage  der  Ebene  eintretenden  Beson- 
derheiten der  Discussion  in  13,  und  füge  die  Unter- 
suchung der  Vertheilung  der  Punkte  von  besondem 
Coordinatenverhältnissen  nach  §  46.;  1—4  hinzu. 
Der  Gesammtraum  wird  durch  die  Projections-  und 
Halbierungsebenen  in  48  Winkelräume  (dreiseitige 
Ecken)  zerlegt,  von  denen  jede  Ebene  im  Allge- 
meinen 33  durchsetzt. 

15)  Man  gebe  die  speciellen  Relationen  zwischen  den 
Winkeln  or,-  für  die  projicierenden  und  die  den  Pro- 
jections- oder  Halbierungsebenen  parallelen  Ebenen 
an;  dazu  die  Lage  ihrer  Normalen. 

16)  Wenn  der  eine  Schenkel  eines  rechten  Winkels 
einer  Projectionsebene  parallel  ist,  so  ist  die  be- 
treffende Projection  desselben  selbst  ein  rechter 
Winkel. 

48.  Eine  Gerade  g  bestimmt  mit  den  Richtungen 
der  drei  Projectionsaxen  OZ,  OY,  OX  drei  projicie- 
rende  Ebenen  G,,  Gj,  O3,  von  denen  jede  zwei  zu  einander 
parallele  Spuren  und  eine  zu  diesen  rechtwinklige  Spur  hat; 
die  Letzteren  sind  die  drei  Projectionen  der  Geraden  ^', 
g'\  g'\  Die  Gerade  schneidet  die  drei  Projectionsebenen  in 
drei  Punkten,  die  wir  ihre  Durchstosspunkte  nennen  und 
mit  iS'j,  5),  S3  bezeichnen  wollen,  nach  den  Projectionsebenen 
XOYyXOZ^  YOZ,  in  welchen  sie  liegen.    Jeder  derselben  liegt 
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in  den  drei  Ebenen  G,-  und  in  einer  Projeetionsebene^  ist  also 

der  Durchschnittspankt  der  drei  gleichnamigen  Sparen  von 

jenen.    (Fig.  87.) 

Dieselbe    Gerade    schneidet    im    Allgemeinen    die    sechs 

H^lbierung^ebenen  in  endlich   gelegenen    und   verschiedenen 

Punkten,  die  wir  als  ihre 
Punkte  §,•  bezeichnen  wollen 
nach  den  Indices  der  betreffen- 
den Halbierungsebenen.  Diese 
Punkte  sinä  die  Durchschnitts- 
punkte von  g  mit  den  Seiten 
aller  der  Vierecke,  welche  die 
durch  g  gehenden  Ebenen  mit 
dem  System  der  Projections- 
und  der  Halbierungsebenen  bil- 
den (Fig.  88.) ;  sie  gehören  also 
(§25.5  3.)  der  nämlichen  Invo- 
lution an,  als  drei  Paare  der- 
selben §0?,  $*-;  $y;  §y';  §«;  §x' • 

Die  speciellen  Lagen  der  Geraden  characterisieren 
sich  einfach  durch  ihr  Verhalten  zum  System  der  Projections- 

und  Halbierungsebenen ; 
sie  kann  einer  Projections- 
jf  ebene  parallel  sein,  so  dass 
der  entsprechende  Durch- 
stosspunkt  unendlich  fem 
ist;  sie  kann  zwei  Projec- 
tionsebenen  parallel  sein 
oder  einer  Projectionsaxe. 
Eine  Gerade  kann  zu  einer 
Halbierungsebene  parallel 
sein,  oder  zu  zwei  und 
somit  zu  drei  solchen,  d.h. 
zu  einer  Halbierungsaxe. 
Sie  kann  eine  Projections- 
axe oder  auch  zwei  Projec- 
tionsaxen  schneiden,  und 
sie  kann  ebenso  eine  Hai- 
bierungsaxe  oder  zwei  Halbierungsaxen  und  damit  auch  eine 


Fig.  88. 
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ProjectioDsaxe  schneiden.  Es  ist  sehr  nützlich ,  für  diese 
speciellen  Fälle  die  Lagen  der  projicierendcn  Ebenen  und  die 
Besonderheiten  der  Systeme  der  Si  und  ^t  zu  bezeichnen. 

Die  in  jeder  Geraden  liegende  Reihe  von  unendlich  vielen 
Punkten  hat  ihre  Projectionen  in  den  glcichnaniigen  Projec- 
tionen  der  Geraden  und  die  durch  die  Gerade  gehenden  Ebenen 
haben  Spuren^  welche  durch  die  gleichnamigen  Durchstoss- 
punkte  der  Geraden  gehen. 

1)  Die  Durchstosspunkte  Si  der  Geraden  sind  die  Punkte 
derselben  mit  einer  verschwindenden  Coordinate  (a:,y,o) ; 
(x,  0,  z);  (p,  y,  z).    (Vergl.  §  46;  2). 

2)  Man-  bezeichne  die  Spuren  von  G^,  Oj;  ^3;  welche 
sich  in  Si  durchschneiden. 

3)  Die  Durchstosspunkte  5j,  Sj  sind  zu  §0:,  §;r';  Äj,  ^3 
zu  §«,  $,'5  S3,  S^  zu  $y;  $y'  conjugiert  harmonisch 
(§  22;  3.);  wenn  einer  von  ihnen  unendlich  fern  ist; 
so  ist  der  andere  der  Mittelpunkt  des  betreffenden 
Paares. 

4)  Durch  wie  viele  und  welche  der  acht  Coordinaten- 
räume  geht  eine  Gerade  g  im  Allgemeinen?  Welches 
sind  die  entsprechenden  Zeichenwechsel  ihrer  Coor- 
dinaten? 

5)  Man  characterisiere  eine  Gerade  g,  die  zu  einer  Pro- 
jectionsebene  parallel  ist;  nach  den  hervorgetretenen 
G  esichtspunkten. 

6)  Man  zeige ,  dass  für  die  zu  zwei  Projectionsebenen 
parallele  Gerade  g  die  Involution  der  $,•  eine  symme- 
trische ist;  welche  den  vorhandenen  Durchstosspunkt 
zum  endlichen  Doppelpunkt  hat. 

7)  Man  bezeichne  den  Centralpunkt  der  Involution  der 
§,•  für  eine  Gerade  g,  die  zur  Halbierungsaxe  §«  pa- 
rallel ist. 

8)  Man  erläutere  die  harmonische  Relation  der  $,•  auf 
einer  Geraden  g^  die  in  einer  Projectionsebene  liegt. 

9)  Man  specialisiere  die  Involution  der  $i  und  die  Lage 
der  Si  für  eine  Gerade ;  die  einer  Halbierungsebene 
parallel  ist. 

10)  Man  untersuche;  ob  die  Relationen  der  Winkel  ßi  für 
^         einige  dieser  Specialfälle  besondere  Ergebnisse  liefern. 
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49.  Die  drei  Projectionsebenen,  in  welchen  alle 
die  gewonnenen  Bestimmungs-Elemente  enthalten 
sind;  werden  zum  Zwecke  der  Darstellung  in  eine 
EbenC;  die  Zeichnungsebene;  gebracht;  wir  denken 
eine  derselben ;  die  wir  als  Ebene  XOZ  nehmen  wollen ;  und 
vertical  voraussetzen;  mit  der  Zeichnungsebene  vereinigt  und 
führen  die  beiden  andern  JlOY  —  wir  denken  sie  horizontal 
—  und  YOZ,  die  auf  ihr  normal  stehen;  durch  Drehung  um 
die  Axen  0  ^und  OZ  respective  in  sie  über;  wir  wollen  fest- 
setzen; es  geschehe  diess  in  der  WeisO;  dass  die  positive  Axe 
OY  durch  die  Drehung  um  OX  auf  die  negative  Axe  OZ,  in 
OYi  (Fig.  89.);  und  dass  dieselbe  positive  Axe  QY  durch  die 
Drehung  um  OZ  auf  die  negative  Axe  OX  falle  in  OY^.  Dann 
sind  alle  Coordinaten  y  sowohl  auf  die  horizontale;  wie  auf 
die  verticale  Axe  aufzutragen  in  einerlei  Sinn  derselben.  Wir 
setzen  fest;  es  sei  der  positive  Sinn  der  x  der  nach  rechts 
und  der  positive  Sinn  der  z  der  nach  obeU;  also  der  positive 
Sinn  der  y  nach  unten  und  nach  links  respective  in  XOY 
und  YOZ. 

Von  den  Flächen  des  projicierenden  Parallelepipeds  eines 
Punktes  y^  erscheinen  drei,  nämlich  (Fig.  89.)  OA^^^Ay^  OAyÄ^Az, 

OAzAl'Axj  sie  enthalten  jede 
der  Coordinaten  dreimal  {y 
viermal?)  und  haben  paarweis 
je  eine  Seite  nach  Richtung 
und  Länge  und  somit  die  an- 
stossenden  Seitenpaare  der 
Richtung  nach  gemein:  Je 
zwei  Pro jectionen  dessel- 
ben Punktes  A  liegen  in 
demselben  Perpendikel 
zur  zwischenliegenden 
ProjectionsaxC;  respec- 
tive ÄAxA"y  A"A^Ä",  Ä"Ay^Ay^Ä.  Die  Entfernung  des 
Punktes  A  (a:,  y,  z)  vom  Anfangspunkte  0  ergiebt 
sich  als  Hypotenuse  in  jedem  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  aus  den  rcspectiven  Katheten  OÄ^zt^  OA"yy] 
OAl",x\  der  von  ihr  mit  der  Projection  eingeschlos- 
sene Winkel  ist  der  zugehörige  Winkel  ßi.  • 


Fig.  8U. 
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1)  Man  trage  die  Projectionen  eines  Punktes  aus  seinen 
Coordinaten  auf  und  zwar  mit  allen  Veränderungen 
des  Sinnes,  welche  möglich  sind.  Acht  Punkte  ent- 
sprechen deft  acht  Zeichencombination^n  +,  +,  +. 

2)  Man  entnehme  aus  den  gegebenen  Projectionen  eines 
Punktes  auf  die  Ebenen  XOYy  XOZ  seine  drei  Coor- 
dinaten und  bestimme  seine  Lage  im  Raum  und  seine 
Projection  auf  YOZ. 

3)  Man  bestimme  aus  A'y  Ä"\  respective  aus  Ä\  Ä"  die 
fehlende  Projection  Ä'y  respective  Ä, 

4)  Man  verzeichne  die  Projectionen  von  Punkten  in  allen 
den  speciellen  Coordinatenverhältnissen  der  Aufgabe 
des  §  46.  und  erörtere  insbesondere  die  Charactere 
der  in  den  Projectionsebenen  gelegenen  Punkte. 

5)  Die  Punkte  der  Halbierungsebenen  Ha--,  H^'  (?)  und 
H«'  haben  je  ein  Paar  zusammenfallender  Projectionen; 
die  entsprechenden  Projectionen  der  Punkte  der  Ebenen 
S«,  Hy,  H,  sind  symmetrisch  zur  zwischenliegenden 
Projectionsaxe;  eine  ihrer  Projectionen  liegt  stets  in 
einer  der  Halbierungslinien  der  Axenwinkel  aus  0, 

6)  Giebt  es  Punkte,  für  welche  alle  drei  Projectionen 
sich  decken  und  wo  liegen  sie  und  ihre  Projectionen? 

50.  Eine  gerade  Linie  ist  durch  zwei  ihrer  Pro- 
jectionen Qi  (Fig.  90.)  bestimmt,  wenn  die  zu  denselben 
gehörenden  projicierenden  Ebenen  Q.-  sich  schneiden;  sie  ist 
nicht  bestimmt,  wenn  sie  sich  decken,  d.  i.  wenn  jene  Pro- 
jectionen in  demselben  Perpendikel  zur  zwischenliegenden 
Projectionsaxe  enthalten  sind.  In  diesem  Falle  ist  die  Gerade 
zur  letzten  Projection  parallel  und  wird  durch  zwei  Projec- 
tionen bestimmt,  wenn  eben  diese  unter  denselben  ist.  Im 
Allgemeinen  genügen  somit  zwei  Projectionen  zur  Bestim- 
mung der  Objecte  und  diä  dritte  kann  weggelassen  werden. 
(§49;  2.) 

Nehmen  wir  zwei  Punkte  ^(a:, ,  yi,  «i)  und  B{x^^  y^y  z^) 
als  durch  ihre  Projectionen  gegeben  an,  so  sind  die  Projec- 
tionen ihrer  geraden  Verbimlungslinie  AB  die  geraden  Ver- 
bindungslinien A'B'f  Ä'ß'^  Ä"ff"  ihrer  gleichnamigen  Projec- 
tionen. Die  wahre  Länge  von  AB  bildet  mit  der  Länge  der 
Projection  Äff^  Al'B"^  ä"B"  tind  der  algebraischen  Differenz 
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der  zugehörigen  projicierenden  Linien  «,  —  ^2*^1  —  ^2;  ^1  —  ^2 
reepective  als  Katheten  je  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  in  wel- 


Fig.  90. 


chem  sie  mit  der  erstem  den  zugehörigen  Winkel  /3,,  ß^y  ß^ 
respective  einschliesst.    Man  hat  also  ÄB^  ^s=i  AB  -  cosß^,  etc. 

Da  die  Punktreihe 
in  ^^  zu  ihrer  Parallcl- 
pro j  ection  perspecti  visch 
ähnlich 'ist,     so    ist    das 

Verkürzungs  V  erhältniss 
J'B'  :  AB  i=  const.,  es  ist 
nämlich  =  cusß^,  etc.*  Für 
ß^:s=0  entsteht  die  Gleich- 
heit der  entsprechenden 
Reihen,  für  jJ,  =  90»  wird 
die  Horizontalprojection 
der  Geraden  ein  Punkt. 

Die  Durchstoss- 
punkte^S],  Äj,  1S3  der  Ge- 
raden (Fig.  90.)  fallen  mit 
ihren  gleichnamigen  Pro- 
jectionen    zusammen    und 
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liegen  somit  in  den  gleichnamigen  Projectionen  der  Qeraden 
und  in  den  Perpendikeln  ^  welche  man  auf  den  zugehörigen 
Axen  in  ihren  Schnittpunkten  mit  den  benachbarten  Projec- 
tionen errichten  kann.    (Vergl,  Fig.  87.) 

Die  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  den  Hal- 
bierungsebenen haben  je  eine  ihren  Projectionen  in  den 
Halbierungslinien  der  Axenwinkel^  nämlich  (Fig.  91.)  Qz,  $»> 
die  erste;  ^^,  $«*  die  dritte  und  $y';  ^^  die  zweite  und  sind 
dadurch  bestimmt. 

1)  Man  construiere  die  gerade  Entfernung  von  zwei  Punk- 
ten ^  deren  erste  Projectionen  nebst  den  Coordinaten 
2;j  SS  5;  «2  **=  —  ^  gegeben  sind;  dazu  die  Winkel  /5,- 
der  Verbindungslinie. 

2)  Man  projiciere  eiue  Gerade  aus  der  Angabe  von  zweien 
ihrer  Durchstosspunkte. 

3)  Man  lege  durch  denselben  Punkt  zwei  Gerade. 

4)  Parallele.  Gerade  haben  parallele  gleichnamige  Pro- 
jectionen und  gleiche  Verkürzungsverhältnisse. 

5)  Man  projiciere  zu  drei  Punkten  einer  durch  ihre  Pro- 
jectionen gegebenen  Geraden  den  oder  die  vierten 
harmonischen. 

6)  Man  bestimme  aus  zwei  Projectionen  einer  Geraden 
die  dritte  Projection  derselben  und  ihre  Durchstoss- 
punkte. 

7)  Man  verzeichne  die  Projectionen  von  Geraden^  welche 
zu  einer  Projectionsaxe,  respective  Projectionsebene 
parallel  sind^  oder  eine  solche  Axe  schneiden  respec- 
tive in  einer  solchen  Ebene  liegen. 

8)  Wenn  zwei  Projectionen  einer  Geraden  mit  der  zwi- 
schenliegenden Axe  gleiche  Winkel  einschliesseu;  so 
ist  die  Gerade  zu  einer  der  Halbierungsebenen  pa- 
rallel; wodurch  unterscheiden  sich  dabei  die  Hal- 
bierungsebenen Hx,  H,',  etc.? 

9)  Können  alle  drei  Projectionen  einer  Geraden  einander 
parallel  sein  und  wie  liegt  eine  solche  Gerade? 

10)  Wodurch  characterisieren  sich  die  Projectionen  einer 
Geraden;  die  in  einer  Halbierungsebene  liegt?  Ins- 
besondere wenn  sie  zur  zugehörigen  Projectionsaxe 
parallel  geht? 
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51.  Bio  Spuren  J|,fj,Ss  einer  Ebene  schneiden  eich 
paarweis  in  der  jedesmal  zwigchenUegenden  Projectionsaxe. 
(Fig.  93.)  Von  den  Spuren  der  Halbienrngsebenen  fallen  zwei 
in  die  bezügliche  Projectionsaxe ,  die  letzte  in  eine  der  Hal- 
biernngsUnien  der  von  den  beiden  andern  Projectionsaxen  gebil- 
deten Winkel.  Von  den  sechs  Geraden  A,-  der  Ebene  ist  also  jede 
durch  eine  ihrer  Projectioncn  bestimmt,  nämlich  A,,  A,-  durch 
die  erste,  Ay,  Ay-  durch  die  zweite  und  A^,  h^-  durch  die  dritte 
Projcction.  Diesa  bestimmt  die  Frojectionen  der  A,-  und  somit 
auch  der  Punkte  /T,.  Verzeichnet  man  das  Spurendreieck  aus 
Beinen  drei  Seiten  durch  Umlegung  um  die  eine  derselben, 
etwa  5,  in  wahrer  Grösse  auf,  so  erhall  man  durch  Beachtung 
ihrer  Schnittpunkte  mit  den  Gegenseiten  desselben  die  wahre 
Figur  der  A,-  und  Hi  der  Ebene  (Fig.  92.).  Die  Schnitt- 
y^  gg  punkte  der  A,-  mit  den 

Spuren  liegen  viermal 
zu  drei  in  einer  Gera- 
den. (Vergl.  Fig.  84.) 
Die  Normalen,  die 
man  vom  Anfangs- 
punkt 0  auf  die  drei 
Spuren  s, ,  t^,  t^  fallen 
kann,  sind  die  Fro- 
jectionen «',  n",  n" 
derNormalc  n  von 
0  auf  die  Ebene 
(Fig.  93.);  sie  sind 
auch  Spuren  und  zwar 
erste,  zweite,  dritte 
Spur  respective  der 
Ebenen«,  OZ;  n,  Or\ 
w,  OX,  deren  andere  Spuren  je  in  der  beaüglichen  Projections- 
axc  vereinigt  sind.  Nennen  wir  die  Fusspunkte  dieser  Per- 
pendikel in  den  Spuren  respective  ^, ,  A^,  A^,  so  enthalten 
die  bei  0  rechtwinkligen  Dreiecke  OA^St,  OA^S,,,  OA^S^,  die 
man  leicht  in  ihrer  wahren  Gestalt  darstellt  —  vergleiche  die 
Figur  —  bei  ^,,  Aj,  A,  respective  die  Winkel  a,,  «j,  Oj. 

Liegt  auf  der  Ebene  S^S^St  eine  Figur  von  beliebiger  Be- 
grenzung und  von  der  Fläche  F  und  denken  wir  sie  durch 
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Fig.  03. 


äquidistante  Parallelen  zu  einer  der  Spuren  und  zur  zuge- 
hörigen Höhe  des  Spurendreiecks  in  sehr  kleine  gleiche 
Rechtecke  getheilt;  so  zeigt  die  Projection  der  Parallelen- 
systeme^  welche  der  besagten  Spur  entspricht;  dass  die  Pro- 
jectionen  der  Rechtecke 
in  ihr  dieselbe  Grund- 
linic;  wie  im  Original  ha- 
ben und  dass  ihre  Höhen 
im  Yerhältniss   1  :  cos  a^ 

verjüngt  sind;  wir 
schliessen  daraus ^  dass 
die  Fläche  der  Pro- 
jection der  Figur  zu 
ihr  selbst  in  dem  Yer- 
hältniss cos  Ui  steht; 
d.  i. 

F :  F"  :  F"  :  F"  =  1  :  cosa^  :  cosu^  :  cosa^ . 
Zwei  beliebige  Ebenen  schneiden  einander  in  einer 
Geraden;  welche  die  Durchschnittspunkte  der  gleichnamigen 
Spuren  derselben  zu  ihren  Durchstosspunkten  und  offenbar 
ebenso  die  Durchschnittspunkte  der  gleichnamigen  hi  derselben 
zu  ihren  S^i  Punkten  hat;  diess  giebt  Mittel  zur  Angabe  der 
Projectionen  der  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen. 

1)  Man  bestimme  aus  zwei  Spuren  einer  Ebene  die  feh- 
lende Spur  derselben. 

2)  Man  trage  die  Spuren  der  nach  ihrem  Spurendreieck 
in  Aufg.  1;  §  47.  bestimmten  Ebenen  nach  ihren  mög- 
lichen Lagen  in  den  acht  Octanten  ein. 

3)  Man  bestimme  die  sämmtlichen  Projectionen  der  Go- 
raden hi  der  Ebene  S  aus  den  Spuren  derselben ;  damit 
auch  die  Projectionen  des  Vierecks  der  Hi, 

4)  Dasselbe  insbesondere  für  die  speciellen  Fälle  in  6; 
7,  8  des  §  47. 

5)  Man  verzeichne  die  Spuren  der  drei  projicierenden 
Ebenen  einer  Geraden;  welche  durch  zwei  ihrer  Pro- 
jectionen oder  Durchstosspunkte  bestimmt  ist. 

6)  Man  bestimme  aus  einer  Projection  einer  Geraden  g 
in  gegebener  Ebene  8  die  andern  Projectionen  der- 
selben; indem  man  sie  als  die  Schnittlinie  der  Ebene 
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S  mit  der  durch  jene  Projection  bestimmten  projicie- 
renden  Ebene  betrachtet. 
'    7)  Parallele  Ebenen  haben  parallele  gleichnamige  Spuren. 

8)  Wenn  in  6)  die  gegebene  Projection  der  Geraden  g 
der  gleichnamigen  Spur  der  Ebene  S  parallel  ist;  so 
sind  ihre  beiden  andern  Projectionen  den  anliegenden 
Projectionsaxen  parallel. 

9)  Man  verzeichne  zu  einem  Punkte  A  in  gegebener  Ebene 
8;  von  welchem  eine  Projection  bekannt  ist;  die  bei- 
den andern  Projectionen  —  indem  man  durch  dieselbe 
eine  Gerade  zieht;  die  man  als  gleichnamige  Projec- 
tion einer  Geraden  in  der  Ebene  betrachtet  (6) ;  spe- 
ciell  durch  eine  Parallele  zu  einer  Spur  der  Ebene  (8). 

10)  Man  verzeichne  die  Projectionen  der  Geraden  A^S^, 
A^Syy  A^Sje  einer  durch  ihre  Spuren  gegebenen  Ebene 
und  damit  die  Projectionen  des  Fusspunktes  N  der 
Normale  vom  Anfangspunkt  0  auf  die  Ebene;  so  wie 
die  wahre  Länge  von  ON, 

11)  Man  bestimme  die  Projectionen  des  Durchschnitts- 
punktes  D  der  durch  zwei  Projectionen  bestimmten 
Geraden  g  mit  einer  durch  zwei  ihrer  Spuren  be- 
stinmiten  Ebene  S  —  indem  man  eine  Projection 
von  g  als  gleichnamige  Projection  einer  in  8  gele- 
genen Geraden  g*  ansieht  und  den  Schnittpunkt  von 
g  mit  g*  ermittelt,  Oder  indem  man  eine  beliebige 
von  den  durch  g  gehenden  Ebenen  so  benutzt;  wie 
hier  die  bezügliche  projicierende  Ebene. 

12)  Man  bestimme  zu  drei  durch  dieselbe  Gerade  g  gehen- 
den Ebenen  die  vierte  harmonische  Ebene  bei  be- 
stimmter Zuordnung;  oder  die  vierten  harmonischen 
Ebenen  (§  22;  4.);  z.  B.  zu  den  drei  projicierenden 
Ebenen  der  Geraden. 

13)  Eine  Involution  von  Ebenen  ist  durch  zwei  Paare  von 
entsprechenden  Ebenen;  respective  deren  Spuren,  ge- 
geben; man  bestimme  zu  einer  gegebenen  fünften 
Ebene  derselben  die  entsprechende.  (§  25;  5.  §  31;  1.) 

14)  Man  verzeichne  die  vom  Punkte  A  ausgehende  Nor- 
male einer  durch  ihre  Spuren  bestimmten  Ebene  8 
und  den  Abstand  der  Letztem  von  A. 
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15)  Die  gleichnamigen  Spuren  von  drei  Ebenen  ^  welche 
eine  trirectanguläre  Ecke  bilden,  sind  die  Seiten  eines 
Dreiecks,  welches  die  gleichbenannte  Projection  ihres 
Schnittpunktes  zum  Höhenschnittpunkt  hat.  (Vergl. 
§  10;  10.  §  47;  1.) 

16)  Man  verzeichne  die  Spuren  der  Ebene,  welche  durch 
zwei  parallele  oder  sich  schneidende  Gerade  bestimmt 
ist. 

17)  Man  construiere  die  Spuren  der  durch  einen  gege- 
benen Punkt  B  gehenden  Normalebene  zu  einer  durch 
ihre  Projectionen  bestimmten  Geraden  g^  (§  47.)  —  mit 
Hilfe  der  durch  B  gehenden  Parallelen  zu  einer  Spur 
dieser  Normalebene;  analog  die  Parallelebene  durch 
B  zu  einer  gegebenen  Ebene. 

18)  Man  verzeichne  durch  die  Gerade  g  die  Normalebene 
zu  der  durch  ihre  Spuren  ^j,  s^  bestimmten  Ebene, 
—  mit  Hilfe  der  Normalen  aus  einem  Punkte  von  g 
auf  die  Ebene. 

19)  Man  lege  durch  eine  Gerade  g  die  Parallelebene  zu 
einer  andern  gegebenen  Geraden  l  —  mittelst  einer 
Parallelen  zu  /  aus  einem  Punkte  von  g. 

20)  Man  construiere  die  Projectionen  und  die  wahre  Länge 
der  kürzesten  Entfernung  von  zwei  durch  ihre  Pro- 
jectionen gegebenen  Geraden  g  und  /.  (Vergl.  §  10;  9.) 

52.  Die  Bestimmung  einer  Ebene  durch  ihre  Spuren 
oder  Axenschnittpunkte  ist  ein  Specialfall  ihrer  allgemeineren 
Bestimmung  durch  drei  Punkte  Ä^  B,  C  oder  durch  zwei 
sich  schneidende  Gerade  </,  /.     Die  Gonstruction 

a)  des  Schnittpunktes  D  der  Ebene  mit  einer 
nicht  in  ihr  liegenden  Geraden  g^  und 

b)  der  Schnittlinie  d  von  zwei  Ebenen  ^,  /; 
g^j  /,  mit  einander  ist  ohne  Vermittelung  der 
Spuren  möglich. 

Um  D  zu  construieren  betrachtet  man  z.  B.  (Fig.  94.) 
g^"  als  zweite  Projection  einer  in  der  Ebene  gl  gelegenen 
Geraden  g^^  —  also  als  g^*''  —  und  bestimmt  gr,*'  durch  Be- 
rücksichtigung ihrer  Schnittpunkte  mit  g  und  / ;  dann  ist  der 
Schnittpunkt  von  g^*'  mit  g'  die  erste  Projection  ff  von  2>; 
in  ganz  analoger  Weise  findet  man  ff',  ff''  direct  durch  Be- 
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trachtung  z.  B.   der  ersteu  Projection  —  sonst  ergeben  sie 
sich  aus  Jf , 

Man  construiert  sodann  dy  indem  man  (Fig.  95.)  die 
Punkte  Äy  B  bestimmt^  in  welchen  ^,  und  /|  die  Ebene  gl  oder 
die  Punkte  Cy  Dy  in  welchen  g  und  /  die  Ebene  g^  l^  schneiden 
—  also  durch  zwei-,  drei-  oder  vierfache  Wiederholung  des 
vorigen  Verfahrens ;  unter  den  zur  Benutzung  stehenden  vier 
Punkten  liefern  diejenigen  {A,  D  in  der  Figur)  das  genaueste 
Resultat;  welche  den  grössten  Abstand  von  einander  haben. 


Fig.  94. 


Fig.  95. 


Sind  die  Ebenen  durch  zwei  Dreiecke  von  den  Seitenlinien 
gy  ly  h]  gif  iif  h^  bestimmt  und  dargestellt^  so  liefert  auf  dem- 
selben Wege  jede  der  Seiten  des  einen  Dreiecks  einen  Schnitt- 
punkt mit  der  Ebene  des  andern  und  man  erhält  die  Schnitt- 
linie der  Ebenen  durch  zwei  gut  gewählte  unter  ihnen.  Diess 
liefert  die  zweckmässigen  Mittel  zur  Bestimmung  der  Durch- 
schnittslinien begrenzter  ebener  Flächen;  es  ist  offenbar,  dass 
eine  solche  Durchschnittslinie  dann  nur  erscheint,  so  weit  sie 
innerhalb  der  beiden  begrenzten  Flächen  zugleich  liegt  — 
in  der  Figur,  in  der  h  und  Äj  nur  durch  d  vertreten  sind, 
zwischen  B  und  C. 

1)  Man  construiere  den  Durchschnittspunkt  D  der  Drei- 
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ecksebene  ABC  mit  der  Geraden  zwischen  den  Punk- 
ten E  und  jP. 

2)  Man  zeichne  die  Projectionen  der  Durchschnittslinie 
d  der  Dreiecksebenen  ABC  und  DE  F. 

3)  Man  bestimme  in  der  durch  zwei  sich  schneidende 
oder  zwei  parallele  Qerade  g^  l  gehenden  Ebene  Pa- 
rallelen zu  den  Spuren  s^  und  s^  derselben  durch  einen 
beliebigen  in  ihr  gelegenen  Punkt  A  und  damit  die 
Normale  n  der  Ebene  in  diesem  Punkte. 

4)  Man  entscheide  ob  ein  durch  seine  Projectionen  ge- 
gebener Punkt  A  in  der  Ebene  der  Geraden  g,  l  liegt 
und  in  welchem  Sinne  und  Betrag  er  in  der  Richtung 
der  Xf  y  oder  z  gemessen;  von  ihr  entfernt  ist. 

5)  Man  verzeichne  die  Geraden  A,-  einer  durch  zwei  Ge- 
rade gy  l  bestimmten  Ebene  —  indem  man  wie  in 
§  51.  die  in  den  Halbierungslinien  der  Axenwinkel 
gelegenen  Projectionen  derselben  benutzt. 

6)  Man  construiere  die  Projectionen  der  Geraden  ä,«,  hx- 
in  der  Ebene  gly  deren  zweite  und  dritte,  respective 
erste  und  zweite  Projectionen  sich  decken. 

53.  Die  geraden  Linien  kx-,  hyy  hg-  einer  Ebene  haben 
(die  ZAveite  in  einem  besondern  Sinne)  die  Eigenschaft ,  dass 
eine  ihrer  Projectionen  —  nämlich  respective  die  dritte,  zweite, 
erste,  —  in  einer  Halbierungslinie  der  Axenwinkel  liegt,  und 
dass  ihre  beiden  andern  Projectionen  sich  decken,  so  dass 
alle  ihre  Punkte  ein  Paar  sich  deckender  Projectionen  zeigen 
—  die  Gerade  Äy'  in  der  Weise,  dass  ihre  erste  und  dritte 
Projectionen  zur  Deckung  kommen  würden,  sobald  man  durch 
eine  Drehung  der  einen  um  90®  die  beiden  Axen  OY^  und 
0  Y^  zur  Deckung  bringt. 

Da  jede  Gerade  g  der  Ebene  diese  Geraden  ä^',  ä,»  schnei- 
den muss  —  von  hy'  soll  der  erwähnten  Besonderheit  wegen 
abgesehen  werden  —  so  erhält  man  die  Sätze:  Die  Projec- 
tionen g'y  g'  einer  jeden  Geraden  g  derselben  Ebene 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  Geraden  ä-p'^", 
welche  ihr  entspricht.  Die  Projectionen  g\  g'*  einer 
jeden  Geraden  g  der  Ebene  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  der  Geraden  ä,"«'",  welche  derselben  ent- 
spricht.   Oder  in  andern  Worten:    Die   beiden   ersten 
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üg.  96. 


Projectionen  eines  ebenen  SyBtems  sind  affine  Fi- 
guren in  perspectivischer  Lage  für  die  Richtung 
der  Axe  z  als  Centrum  und  für  die  Gerade  h^'*"  der 
Ebene  des  Systems  als  Axe  der  Affinität.  Die  zweite 
und  dritte  Projection  eines  ebenen  Systems  sind 
affine  Figuren  in  perspectivischer  Lage  für  die 
Richtung  der  Axe  x  als  Centrum  und  für  die  Ge- 
rade */'•'"  als  Axe  der  Affinität. 

Demgemäss  sind  zwei  Parallel- 
projectionen  eines  ebenen  Systems 
bestimmt  aus  der  einen  Projection 
seiner  Funkte  Ä^  By  C,  •  •  •,  der  Af- 
iinitätsaxe  beider  Projectionen  und 
der  andern  Projection  eines  Punktes 
Ä  im  System ;  z.  B.  die  beiden  ersten 
aus j(\  ff\  ^', •  •  • ;  Ä,'. ";  Ä.  Schnei- 
det Ä'ff'  (Fig.  96,)  die  Gerade  Ä,-  " 
in  r»",  so  liegt  B^  in  der  Geraden 
r  A'  und  in  der  Parallelen  zur  Axe 
z  durch  ff\ 

Durch  die  beiden  Affinitätsaxen  hj^"  und  ä,"»'"  ist  eine 
Ebene  bestimmt  und  mit  Hilfe  derselben  construiert  man  daher 

zu  einer  Projection  eines 
^^      Punktes  A  oder  einer  Ge- 
i  /it/  raden  g  der  Ebene  (Fig.  97.) 

die  andern  Projectionen; 
man  bemerkt;  dass  ha/"yxsA. 
hz'  in  der  einen  Halbier- 
ungslinie der  Ax*enwinkel 
liegt;  in  welcher  auch  die 
Affinitätsaxen  selbst  sich 
schneiden  müssen,  da  der 
Schnittpunkt  Hy  derselben 
die  Coordinaten  (a,  — a,  a) 
hat.    (Vergl.  §  49.;  6.) 

Allgemein  durfte  man 
schliessen:  Weil  die  Sy- 
steme der  ersten  und  zweiten  Projection  des  ebenen  Systems  mit 
diesem  selbst  affin  sind;  so  sind  sie  auch  unter  einander  affin 
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(§  44.;  3);  und  da  die  Vereinigung  der  Systeme  in  der  Zeich- 
nungsebene dieselben  in  perspectivischer  Lage  zeigt^  das  Cen- 
tnim  in  der  zur  Axe  OX  normalen  Richtung;  so  müssen  sie 
auch  eine  Axe  der  Affinität  besitzen  (§  22.;  6),  die  durch 
drei  Paare  entsprechender  Punkte  bestimmt  ist  und  jedenfalls 
den  bezüglichen  Axenschnittpunkt  der  Ebene  als  sich  selbst 
entsprechend  und  aus  demselben  Grunde  den  Punkt  von  drei 
zusammenfallenden  Projectionen  enthalten  muss. 

Da  die  Affinitätsaxen  des  Originalsystems  mit  seinen  Pro- 
jectionen die  Spuren  des  ebenen  Systems  sind  (vergl.  §  54.), 
so  ergiebt  sich,  dass  die  vorzugsweise  bequemen  Be- 
stimmungsweisen des  ebenen  Systems  durch  Paral- 
lelprojection  ohne  Ausnahme  die  Axen  dieser  Affi- 
nitäten als  Hauptbestimmungsstücko  benutzen. 

1)  Man  bestimme  aus  den  Affinitätsaxen  einer  Ebene  die 
Spuren  derselben  mittelst  der  in  den  Projectionsaxen 
gelegenen  Projectionen  derselben. 

2)  Man  construiere  den  Durchschnittspunkt  D  einer  Ge- 
raden g  mit  der  durch  ihre  Affinitätsaxen  ä^:''",  Äj'»'" 
bestimmten  Ebene. 

3)  Ebenso  die  Durchschnittslinie  von  zwei  Ebenen,  welche 
durch  ihre  r&pectiven  Affinitätsaxen  bestimmt  sind. 

4)  Man  construiere  die  Transversale  der  Geraden  g  und 
/  aus  dem  Punkte  A  oder  in  gegebener  Richtung  h 
mit  Benutzung  der  Affinitätsaxen  der  Ebenen  A,  g 
und  A,  l.    (Vergl.  §  8.;  8). 

ö)  Man  verzeichne  die  Durchschnittslinie  einer  durch  ihre 
Affinitätsaxen  bestimmten  Ebene  mit  der  Ebene  eines 
gegebenen  Dreiecks  ABC, 

6)  Wenn  die  Affinitätsaxe  einer  Ebene  ä^'» "  normal  zur 
Axe  OX  ist,  so  sind  die  erste  und  zweite  Projection 
ihres  ebenen  Systems  nicht  nur  affin,  sondern  flächen- 
gleich,  d,  h.  ihre  entsprechenden  Flächentheile  sind 
gleich  —  denn  die  Winkel  or, ,  «j  ^^r  Ebene  sind 
einander  gleich.    (Vergl.  §  47.;  11.) 

7)  Wenn  die  Affinitätsaxen  Äj:'»"  einer  Ebene  unendlich 
fem  ist,  so  ist  diese  Ebene  der  Axe  OX  parallel  und 
gegen  die  erete   und   zweite  Projectionsebene  gleich 

Fiedler,  Paritollende  rionmetrie.  11 


\ 


162 


Erster  Theil. 


geneigt;  die  erste  und  zweite  Projectioji  ihres  ebenen 
Systems  sind  eongnient  in  perspectivischer  Lage. 
8)  Welche  Ebenen   werden    durch   das   Zusammenfallen 


der  Affinitätsaxen  hj^",  hJ'"'"  characterisiert? 
54.  Der  von  zwei  geraden  Linien  ^,  /  in  dersel- 
ben Ebene  eingeschlossene  Winkel  ^>  wird  durch  Um- 
legen mit  seiner  Ebene  in  eine  der  Projectionsebenen  oder  in 
eine  zu  einer  solchen  parallele  Ebene  also  durch  Drehung  um 
die  betreflfende  Spur  s,-  oder  um  eine  Parallele  zu  derselben 
und  um  die  Grösse  des  entsprechenden  Neigungswinkels  «,• 
oder  seines  Supplements  bestimmt.  Die  Fig.  98.  zeigt  die 
Ausfühning  für  die  Spur  s^  mit  a,  und  (180  —  «,). 

Durch  dieselbe  Operation  erhält  man  die  wahre  Gestalt 
und  Grösse  jeder    durch  Projectionen    bestimmten 

ebenen  Figur.  (Vergl.  §  9. 
und  §  11.)  Die  Punkte  der 
Drehungsaxe  bleiben  dabei  an 
ihrem  Orte  und  dieselbe  ist  da- 
her die  Axe  der  Affinität  in 
perspectivischer  Lage,  in  wel- 
cher auch  nach  der  Umlegung 
noch  (§  19. ;  8)  das  Original  des 
ebenen  Systems  und  seine  Pro- 
jection  zu  einander  stehen.  Weil 
bei  der  Umlegung  die  Punkte 
des  Systems  Kreise  in  den  durch 
sie  gehenden  Normalebenen  zur 
Drehungsaxe  aus  den  betreffenden  Punkten  der  Axe  als  Mit- 
telpunkten beschreiben,  so  sind  die  Centralstrahlen  der  frag- 
lichen Affinität  zur  Drehungsaxe  normal  und  die  wahren  Ab- 
stände der  Punkte  des  Systems  von  der  Drehungsaxe  bestim- 
men ihre  Umlegung.  (Vergl.  Fig.  99.)  Bei  der  Umlegung 
eines  ebenen  Systems  kann  daher  aus  der  Umlegung 
eines  Punktes  —  wo  möglich  des  von  der  Drehungsaxe 
entferntesten  Punktes  —  die  aller  andern  Punkte  des 
Systems  durch  die  Benutzung  der  Eigenschaften 
perspectivisch  affiner  Systeme  (§21.,  a.)  abgeleitet 
werden.  (Vergl.  §  53.) 

A\'enn  umgekehrt  ein  ebenes  System  in  seiner  Unilegung 
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in  eine  Projectionsebene  —  oder  eine  zu  einer  solchen  paral- 
lele Ebene  —  gegeben  ist  und  die  Drehungsaxe  Si  (oder  die 
betreffende  Parallele  derselben),  so  wie  der  Winkel  «,-,  unter 
welchem  es  gegen  jene  geneigt  ist,  bekannt  sind,  so  können 
seine  Projectionen  verzeichnet  werden  (vergl.  Fig.  98.,  die 
Punkte  A  und  B)\  die  Angabe  des  Winkels  or,-  kann  dabei 
durch  die  Projectionen  eines  in  der  Umlegung  bekannten 
möglichst  weit  von  der  Drehungsaxe]  entfernten  Punktes  er- 
setzt werden. 

In  der  Kegel  erfordert  die  Lösung  der  constructiven  Pro- 
bleme die  successive  Anwendung  beider  Uebergänge  —  so 
unten  in  7),  10),  11),  etc. 

Die  Umlegungen  der  Punkte  und  Geraden  des  Systems 
sind  durch  Einschluss  ihrer  Zeichen  in  Klammer  unter  Bei- 
fügung  des  die  Projectionsebene  und  den  Winkel  a,-  bezeich- 
nenden Index  unterschieden. 

1)  Man  bestimme  den  von  den  Geraden  ä^',  hz'  einer 
Ebene  eingeschlossenen  Winkel. 

2)  Man  construiere  den  Neigungswinkel  einer  Geraden  g 
gegen  eine  Ebene  S  —  als  Complement  des  Winkels 
von  g  mit  der  von  einem  seiner  Punkte  auf  S  gefäll- 
ten Normale  n. 

3)  Man  bestimme  den  Neigungswinkel  von  zwei  Ebenen 
S,  S*  als  den  Winkel  der  von  einem  beliebigen  Punkte 
A  auf  sie  gefällten  Normalen  «,  n*.  Anderseits  durch 
die  Umlegung  des  Dreiecks,  welches  von  einer  Spur 
der  Normalebene  zur  Scheitelkante  mit  den  Schnitt- 
linien derselben  in  beiden  Ebenen  gebildet  wird, 
in  die  gleichnamige  Projectionsebene  und  mittelst  der 
zur  besagten  Spur  gehörigen  Höhe. 

4)  Für  ein  ebenes  System  ist  die  erste  Projection  aller 
Punkte  und  dazu  die  zweite  Projection  von  drei  be- 
stimmten Punkten  desselben  gegeben;  man  soll  das- 
selbe darstellen  —  durch  Umlegung  in  eine  zur  ersten 
Projectionsebene  rparallele  Ebene;  insbesondere  das 
System  der  Geraden  ä,-  der  Ebene. 

5)  Wenn  man  die  Umlegungen  (^),-,  (ä),-,  •••  der  Punkte 

eines  ebenen  Systems  in  eine  Projectionsebene  oder 

eine  ihr  parallele  Ebene  mit  den  Punkten  A,  B,  ••• 
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des  Systems  selbst  dnrch  gerade  Linieo  verbindet, 
so  bilden  die  Oeraden  A{A)i,  B{B)i,  •■■  ein  Bündel 
von  Parallelen,  normal  zu  derjenigen  Ebene,  welche 
den  Neigungswinkel  oi  der  Ebene  des  Systems  gegen 
die  bezügliche  Pro ject ionsebene  halbiert.  (Vergl.  §14.; 
4).  Man  kann  diess  einerseits  zur  Vermittelung  des 
Uebergangs  von  der  Projection  des  Systems  zur  Um- 
legung oder  umgekehrt  verwenden ;  man  kann  ander- 
seits durch  die  Umlegiingen  (^),,  (■^)i*  eines  Punktes 
die  beiden  Halbiemngs ebenen  der  Winkel  o,  und 
180"  —  a,   bestimmen.     In   Fig.  99.   ist  diess   für  die 


beiden  ersten  Projectionen  und  den  Winkel  a.^  durcli- 
geführt;  »i*  und  s/"  sind  die  ersten  Sparen  der  beiden 
Hai  b  ieru  ngs  ebenen . 

Ci)  Man  bestimme  die  Lage  der  parallelen  Lichtstrahlen, 
für  welche  der  Schlagschatten  einer  gegebenen  Figur 
{in  einer  Ebene)  auf  eine  Projections ebene  ihr  selbst 
congruont  wird. 

7)  Man  verzeichne  die  Projectionen  des  Kreises,  welcher 
durch  drei  gegebene  Punkte  A,  B,  C  geht. 

a)  Man  legt  das  Dreieck  ABC  um,  bestimmt  in  der 
Umlegung  den  ihm  umgeschriebenen  Kreis  AT  und  ver- 
zeichnet seine  Projectionen;   dieselben   sind    Ellipsen 
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und  je  zwei  rechtwinklige  Durchmesser  des  Kreises 
liefern  durch  ihre  Projectionen  ein  Paar  conjugierte 
Durchmesser  dieser  Ellipsen  —  man  wählt  den  zur 
Drehungsaxe  parallelen  und  den  zu  ihr  normalen 
Durchmesser,  weil  sie  die  Axen  der  Ellipse  in  der 
gleichnamigen  Projection  liefern.  Aus  solchen  zwei 
Durchmessern  construicrt  man  die  Ellipse  nach  §  34. ; 
17,  oder  man  bestimmt  weitere  Punkte  und  Tangenten 
der  Projectionen  durch  die  bekannten  Punkte  und 
Tangenten  des  Kreises  in  der  Umlegung,  natürlich 
unter  Benutzung  der  Relationen  der  pcrspectiviscli 
aftinen  Systeme  und  der  axialen  Symmetrie  der  Ellipse 
(§  21.,  b.;  §34.;  1,  9). 

b)  Man  bestimmt  die  Projectionen  des  Mittelpunkts 
J\I  des  Kreises  ABC  als  des  Durchschnittspunktes  der 
Normalebenen  zu  den  Seiten  durch  ihre  Mittelpunkte 
mit  seiner  Ebene,  vollzieht  dann  die  Umlegung  in 
die  Parallelebene  zu  einer  Projectionsebene  durch  die- 
sen Mittelpunkt,  d.  h.  macht  den  zu  dieser  Projec- 
tionsebene parallelen  Durchmesser  zur  Drehungsaxe; 
verfährt  aber  übrigens  wie  bei  a). 

Die  Projection  eines  Kreises  aus  Ebene,  Mittel- 
punkt und  Halbmesser  ist  hieran  zu  knüpfen. 

8)  Die  eine  Orthogonalprojection  eines  Kreises  ist  durch 
zwei  conjugierte  Durchmesser  z.  B.  Ä' B^\  CD"  be- 
stimmt und  die  Lage  des  Mittelpunktes  M  üherdiess 
durch  die  zugehörige  Coordinate  desselben  festgesetzt ; 
man  soll  die  Ebene  d^  Elreises  bestimmen.  Man  er- 
hält sie  aus  der  einen  Projection  eines  rechtwinkligen 
und  gleichschenkligen  Dreiecks  AMC  und  beiden  Pro- 
jectionen seiner  Rechtwinkelecke  M  nach  dem  Ver- 
fahren der  folgenden  Aufgabe.  Man  kann  sie  auch 
durch  Uebergang  zu  den  Axen  der  elliptische^  Pro- 
jection ohne  directe  Benutzung  des  Folgenden  erhalten. 

9)  Man  projiciere  ein  Dreieck  ABC  orthogonal  so,  dass 
sein  Bild  einem  gegebenen  Dreiecke  ähnlich  werde 
—  mittelst  der  Bemerkung  über  die  Rechtwinkligkeit 
der  Doppelstrahlen  der  projectivischen  Büschel  aus 
Punkten   der  Affinitätsaxe   zwischen  Umlegung  und 
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Projection.  Man  trage  an  ABC  (Fig.  IW.)  etwa  in 
A^BC  ein  dem  gegebenen  ähnliches  Dreieck  an  und 
lege  den  Kreis  aus  einem  Punkte  von  BC  durch  die 
Punkte  A,  A^,  welcher  die  erstere  Gerade  in  B  und 
E  durchschneidet.  Ist  dann  L^^ED  >  L^yEB^  so 
kann  AE  die  Affinitätsaxe  Sy  und  AD  die  Kichtung 
der  entsprechenden  parallelen  Projectionsstrahlen  be- 
zeichnen. Das  Verhältniss  tan  AED  :  tan  AyEB  ist 
das  Verjüngungsvcrhältniss  und  bestimmt  also  den 
Winkel  «, . 

Fig.  100. 


10)  Man  constniiere  eine  Gerade  /  durch  den  gegebenen 
Punkt  Ay  welche  die  Gerade  g  so  schneidet^  dass  von 
A  bis  zum  Schnittpunkt  B  eine  gegebene  Länge  oder 
dass  der  Winkel  (^,  /)  von  einer  gegebenen  Grösse 
sei  —  durch  Umlegung  der  Ebene  4,  g- 

11)  Man  bestimme  denjenigen  Punkt  B  der  Geraden  l, 
der  von  der  Geraden  g  die  vorgeschriebene  Entfernung 
e  hat  —  oder  allgemeiner  die  einer  gegebenen  Ebene 

.  S  parallele  Transversale  t  zweier  gegebenen  Geraden 
g  und  l,  welche  die  Länge  e  hat.  Man  verzeichnet 
(Fig.  lOL)  dazu  den  Schnittpunkt  A*  von  /  mit  S 
und  die  Schnittlinie  g*  der  durch  g  gehenden  Paral- 
lelebene zu  /  mit  S,  markiert  in  g*  die  Punkte  B*, 
B{*  in  der  Distanz  e  von  A*  und  fuhrt  dnrch  sie  die 
Parallelen  zu  /  bis  g. 
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12)  Man  bestimme  die  kürzeste  der  Ebene  S  parallele 
Transversale  /  der  Geraden  g  und  /. 

13)  Man  soll  durch  einen  Punkt  A  eine  Gerade  d  so  zie- 
hen, dass  sie  eine  Gerade  g  schneidet  und  mit  der 
Ebene  S  einen  vorgeschriebenen  Winkel  ß  macht  — 
insbesondere  wenn  ^r  in  S  liegt  oder  wenn  S  respec- 
tive  g  specielle  Lagen  gegen  das  Projectionssystem 
haben.  Man  benutzt  den  Kreis  K  der  Durchschnitts- 
punkte aller  gegen  S  unter  ß  geneigten  Geraden  durch 
^  (§  1.)  —  natürlich  in  der  Uiülegung. 

Fig.  101. 


14)  Man  lege  durch  die  Gerade  g  eine  Ebene  so,  dass  sie 
mit  der  gegebenen  Ebene  8  einen  Winkel  von  vor- 
geschriebener Grösse  a  bildet;  insbesondere  für  spe- 
cielle Lagen  der  Geraden  g  oder  der  Ebene  S  oder 
beider  gegen  das  Projectionssystem.  Man  benutzt 
den  Kreis  K  der  Durchschnittslinien  aller  gegen  S  unter 
a  geneigten  Ebenen  durch  ^  (§  2.;  vergl.  §  10.;  8). 

15)  Man  lege  durch  eine  Gerade  g  eine  Ebene,  die  mit 
der  festen  Geraden  /  den  Winkel  ß  bildet  —  mittelst 
der  Normalebene  von  /  und  dem  Complement  von  ß. 

16)  Man  construiere  und  projiciere  die  dreiseitige  Ecke 
aus  den  drei  Kantenwinkeln  a,  6,  c,  d.  i.  bestimme 
ihre  Flächenwinkel  «,  j3,  y  und  ihre  Projectionen,  in- 
dem man  die  eine  Fläche  der  Ecke  mit  der  ersten 
Projectionsebene    zusammenlegt    und   die   eine   ihrer 
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Flg.  102. 
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Kanten  zur  zweiten  Projectionsebene  normal  macht. 
Ohne  Zuziehung  der  zweiten  Projeetion  ist  die  Be- 
stimmung der  Flächenwinkel  aus  den  Kantenwinkeln 
in  Fig.  102.  gegeben,  die  nöthigen  Ergänzungen  sind 
einzufügen. 

17)  Bestimme  die  fehlenden 
Stücke  einer  dreiseitigen  Ecke  aua 
den  Kantenwinkeln  Uy  c  und  dem 
eingeschlossenen  Flächenwinkel  ß, 

18)  Ebenso  aus  den  Kanten- 
winkeln a,  b  und  dem  nicht  einge- 
schlossenen Flächenwinkel  ß\  man 
discutiere  die  mögliche  Zweideutig- 
keit der  Lösung. 

19)  Man  bestimme  zwei  Ebenen 
aus  einem  Paar  gleichnamiger  Spuren 
derselben  und  den  Winkeln,  welche 
diese  mit  ihrer  Durchschnittslinic 
bilden. 

20)  Man  construiere  die  dreiseitige  Ecke  aus  ihren  Flächen- 
winkehi,  z.  B.  bestimme  eine  Ebene  aus  einem  Punkte 
P  in  ihr,  ihrem  Winkel  a  gegen  die  erste  Projections- 
ebene und  dem  Winkel  j3,  den  sie  mit  einer  zweiten 
projicierenden  Ebene  einschliesst  —  ohne  Zuhilfenahme 
der  Polarecke  (Fig.  103.) 

Sei  S*  die  gesuchte  Ebene  mit  den  Spuren  s^*  und 
«2*,  0  der  Axenschnittpunkt  der  gegebenen  Ebene 
und  01^  die  von  ihm  auf  S*  gefällte  Normale  mit 
dem  Fusspunkt  iV,  so  legen  wir  durch  ON  die  Nor- 
malebene zu  ^1,  welche  s^  in  A  schneide  und  haben 
in  ONA  ein  bei  iV  rechtwinkliges  Dreieck,  welches 
bei  A  den  Winkel  a  enthält  und  dessen  Höhe  NN' 
die  Coordinate  z  des  Punktes  N  giebt,  während  ON' 
die  Entfernung  seiner  ersten  Projeetion  von  0  ist. 
Denken  wir  dann  durch  0  iV  die  Normalebene  zur  ge- 
gebenen zweiten  projicierenden  Ebene,  welche  die 
Schnittlinie  von  dieser  mit  der  gesuchten  Ebene  in  B 
schneidet,  so  ist  AöiVJ?  bei  N  rechtwinklig  und  ent- 
hält bei  B  den  Winkel  ß.   Seine  Höhe  aus  N  ist  der  Ab- 
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stand  des  Punktes  iV  von  dieser  projicierenden  Ebene 
und  vollendet  damit  die  Bestimmung  von  N.  Die  Nor- 
malebene zu  ON  durch  P  ist  die  gesuchte  Ebene.  Man 
discutiere  die  Zulässigkeit  der  verschiedenen  Lösungen. 


l'lg.  103. 
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21)  Man  lege  durch  den  Punkt  P  die  Ebenen,  welche 
gegebene  Winkel  a^,  a^  oder  a^,  a^  besitzen. 

22)  Man  projiciere  ein  reguläres  Dodekaeder  mit  einer 
zur  ersten  Projectionsebene  parallelen  Fläche  aus  einer 
gegebenen  Kante  ^^  in  dieser  mit  Benutzung  der 
Regelmässigkeit  seiner  dreiseitigen  Ecken  und  dedu- 
ciere  die  Symmetrieverhältnisse  seiner  Projectionen. 

23)  Man  stelle  ebenso  die  andern  regulären  Körper  dar, 
insbesondere  das  Ikosaeder.  Die  Fig.  104.  giebt  es 
in  der  Lage,  in  welcher  zwei  seiner  Flächen  parallel 
xoy  sind;  es  ist  aus  der  dreiseitigen  Ecke  an  einer 
derselben  123,  2345  6,  126  construiert.  Die  Figur 
enthält  die  Zirkel  -  Construction  des  regulären  Fünf- 
ecks aus  seiner  Seite. 


24)  Man  projiciere  einen  Würfel  so,  dass  die  Verbin- 
diingslinie  zweier  Gegenecken  parallel  zur  Axe  OZ  sei. 
(Vergl.  den  Würfel  in  der  Durchdringung  der  Fig.  107.) 

25)  Man  projiciere  eine  eechsseitige  Pyramide  auB  der 
Grundfläche  in  gegebener  Ebene  und  den  Winkeln, 
welche  die  von  einer  bestimmten  Ecke  derselben  nach 
der  Spitze  gehende  Kante  mit  den  benachbartenGrund- 
lläcbenkantcn  einschliesst,  so  wie  der  Länge  dieser 
Kante;   ebenso  ein   Parallelepiped  durch  die  Längen 


und  Winkel  der  in   einer  EÄ^ke  zusammenstoäsenden 

Kanten  bei  Parallelismuß  einer  Fläehe  mit  ^OY  und 

gegebener  Richtung  einer  ihrer  Kanten. 

55)  Wenn  ein  Polyeder  durch  seine  Parallclprojectionen 

gegeben    ist,    so    construiert  man   seine  Schnittfigur  mit 

einer  gleichfalls  bestimmten  Ebene  im  Allgemeinen  durch 

die  Folge   der  Schnittlinien  seiner  Flächen  mit  derselben  — 

in  der  Weise,  dass  jede  dieser  Schnittlinien  die  nächstfolgende 

als  diejenige  bestimmt,  mit  welcher  sie  in  einer  Kante  ihrer 
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Fläche  zusammentrifft;  natürlich  innerhalb  der  Endpunkte 
dieser  Kante.  Man  benutzt  hierbei  die  Spuren  der  Polyeder- 
flächen im  Allgemeinen  nicht,  sondern  bedient  sich  des  all- 
gemeinern Verfahrens  von  §  52.,  welches  für  begrenzte  Ebenen 
vorzugsweise  geeignet  ist. 

Für  die  Ausführung  denken  wir  das  Polyeder  als  un- 
durchsichtig und  unterscheiden  an  demselben  die  sichtbaren 
von  den  unsichtbaren -Kanten  als  mit^usgezogenen  und  mit 
punktierten  Projectionen  dargestellt,  indem  wir  festsetzen, 
die  Sichtbarkeit  werde  in  jeder  Projection  für  ein  Auge  be- 
urtheilt,  das  sich  in  der  Richtung  und  auf  der  positiven 
Seite  der  zu  ihrer  Ebene  normalen  Projectionsaxc  befindet. 
(Vergl.  §  43. ;  2.)  Jede  Seite  der  Schnittfigur  ist  unsichtbar, 
von  der  ein  Endpunkt  oder  beide  Endpunkte  einer  unsicht- 
baren Kante  des  Polyeders  angehören. 

Das  häufige  Vorkommen  von  Pyramiden  und  Prismen 
als  selbständige  Formen,  so  wie  alsTheilformen  von  zusammen- 
gesetzteren Polyedern  macht  es  werthvoll,  die  speciellere  Be- 
handlung der  ebenen  Schnitte  derselben  zu  erörtern.  Wir  den- 
ken die  polygonale  Basis  einer  Pyramide  ABC'--  in  einer  Ebene 
S,  specieil  der  ersten  Projectionsebene  und  die  Spitze  M  der- 
selben gegeben,  dazu  die  Schnittebene  E.  Dann  ist  die  Schnitt- 
tigur  A*B*C*  •  •  •  derselben  mit  dem  Mantel  der  Pyramide  an- 
zusehen als  die  Centralprojection  der  Grundfläche  ABC-" 
aus  dem  Centrum  M  auf  die  Ebene  E  oder  umgekehrt  diese 
als  Bild  von  jener  und  kann  also  —  da  die  Parallelprojec- 
tionen  centrisch  collinearer  ebener  Systeme  selbst  centrisch 
coUineare  Figuren  sind  —  als  die  centrisch  coUineare  Figur 
zu  jener  construiert  werden  mit  Benutzung  der  CoUineations- 
axe  und  der  Gegenaxen  des  Systems. 

Denken  wir  die  Ebene  der  Basis  als  erste  Projections- 
ebene (Fig.  105.),  so  ist  die  centrisch  coUineare  Beziehung 
der  Basis  als  Bild  zur  Schnittfigur  als  Original  auch  in  der 
ersten  Projection  für  die  erste  Projection  M'  des  Centrums  M 
als  Centrum,  für  die  erste  Spur  ä^  der  Ebene  S  als  Axe  der 
CoUineation  und  für  die  erste  Spur  der  durch  M  gehenden 
Parallelebene  zur  Schnittebene  als  Gegenaxe  g,  erfüllt.  Daraus 
ergiebt  sich  bekanntlich  die  Gegenaxe  r  (vergl.  §  19,;  1.  etc.), 
welche  auch  die  erste  Projection  der  Schnittlinie  der  Ebene  E 
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mit  der  durch  J/  gehenden  Paiallelobene  zur  Basisebene  A''*  1' 
ist.  Man  erhält  dann  die  erste  Projection  der  Schnittkante 
AB,  indem  man  den  ächnittpnnkt  £«»  von  AB"  mit  s,  mit 
dem  Schnittpunkt  Ää*  der  aus  M'  gezogenen  Parallelen  zu 
jiB"  in  r  verbindet  und  diese  Gerade  in  J^Ä  und  JWB'  be- 
grenzt; auf  der  ihr  Parallelen  durch  !W  li«gt  auch  (>,*,  der 
Schnittpunkt  von  Äff  mit  y, .  Man  fügt  die  zweite  Projec- 
tion hinzH,  indem  mag  die  zweiten  Projectionen  der  R  in  r" 
und  die  der  S  auf  der  Axe  l)X^  vorbindet  und  bemerkt,  das» 
die  zweiten  Projectionen  der  Punkte  Q^  in  derselben  Axe  mit 
M"  Parallelen  zu  A*"S*",---  bestimmen. 


Man  construiert  auch  die  wahre  Gestalt  der  Schnittfigur 
A*B*C*  ■■•  direct  aus  ihrer  centrischen  Collineation  zu  .^BC--- 
als  die  Umlegung  derselben  in  die  erste  Projectionsebene 
(Fig.  105.);  die  centrische  Collineation  zwischen  (A*B*  €*■■■) 
und  ASC-'-  hat  die  Spur  s,  zur  Collineationsaxe ,  die  Um- 
legung (M)  von  M  mit  der  zu  8  parallelen  Ebene  iH 5,  zum  Oolli- 
neationscentrum  und  die  Umlegung  (>■),  von  r  mit  der  Ebene 
8  2ur  Gegenaxc,  indess  die  Gegenaxe  q^  ungeftndert  bleibt. 
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Auf  diese  Constructionen  gehen  Bomit  alle  die  in  der 
Theorie  der  centrisch  collinearen  ebenen  Systeme  entwickelten 
Hilfsmittel  über. 

1)  Man  untersuche ;  in  wie  weit  sich  die  Hilfsmittel  der 
centrischen  Collineation  auf  eine  Pyramide  mit  schräger 
Basisebene  £  mit  Vortheil  anwenden  lassen. 

2)  Man  benutze  sie  für  die  Darstellung  des  Schnittes^ 
den  ein  reguläres  Dodccaeder  mit  einer  Ebene  erzeugt. 

3)  Man  erörtere  die  Identität  dieser  Methode  mit  der  der 
directen  Construction  der  Schnittlinien  der  Pyramiden- 
flachen  mit  der  Schnittebene. 

4)  Man  erläutere  die  Modificationen ,  welche  diese  Me- 
thoden für  die  Bestimmung  der  Projectionen  und  der 
wahren  Gestalt  des  ebenen  Schnittes  der  Prismen  be- 
dürfen —  wo  an  Stelle  der  Collineation  die  Affinität 
tritt. 

5)  Man  bestimme  den  Normalschnitt  und  das  Netz  — 
d.  i.  die  möglichst  zusammenhängende  Ausbreitung 
seiner  Flächen  in  einer  Ebene  —  für  ein  schräges 
fünfseitiges  Prisma  mit  einer  zur  ersten  Projections- 
ebene  parallelen  Grundfläche. 

56.  Zwei  Polyeder  erzeugen  mit  einander  als  ihre 
Durchdringung  ein  nicht  ebenes  oder  windschiefes  Vieleck, 
dessen  Seiten  die  Durchschnittslinien  der  Flächen  des  einen 
Polyeders  mit  den  Flächen  des  andern  innerhalb  ihrer  Be- 
grenzungen sind,  während  es  die  Durchschnittspunkte  der 
Kanten  des  einen  mit  den  Flächen  des  andern  zu  seinen 
Ecken  hat. 

Die  Durchdringungsfigur  kann  jedoch  auch  in  mehrere 
von  einander  getrennte  windschiefe  Vielecke  zerfallen  —  bei 
Euler*schen  Polyedern  in  zwei,  die  man  dann  als  Eintritts- 
und Austritts-Figur  unterscheiden  kann. 

Für  die  Construction  derselben  benutzt  man  offenbar  ihre 
Ecken  oder  Seiten  mit  gleichem  Erfolg,  natürlich  in  dem  für 
begrenzte  Figuren  entwickelten  Verfahren  des  §  52.  Nehmen 
wir  an,  es  sei  (Fig.  106.)  als  Seite  des  Durchdringungspoly- 
gons die  Gerade  p^  durch  den  Schnitt  der  Flächen  Fj  und  F,* 
der  beiden  Polyeder  gefunden  worden,  so  liegen  ihre  beiden 
Endpunkte  A  und  B  entweder  a)  beide  in  Kanten  A-, ,  k.^  der 
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einen  Fläche,  sagen  wir  F,  oder  b)  der  eine  A^  liegt  in  einer 
Kante  >/  von  P/  und  der  andere  B^  in  einer  Kante  /tj*  von 
Fq*.  Dann  stösst  im  ersten  Falle  in  A  die  Durchschnittslinie 
p  der  längs  Ar,  an  Fj  benachbarten  Fläche  F  mit  F,*,  in  B 
die  Durchschnittslinie  p^  der  längs  k^  an  Fj  benachbarten 
Fläche  F2  mit  Fj*  an.     Im  zweiten  Falle  dagegen  schliesst 

Fig.  106. 


sich  in  A'  die  Durchschnittslinie  p  der  an  P/  in  A:/  benach- 
barten Fläche  F  mit  der  Ebene  F^,*  und  in  J^j  die  Durch- 
schnittslinie P2  der  an  Fq*  in  Ar,*  benachbarten  Fläche  Fj* 
mit  F,   an. 

Geht  man  von  einer  bereits  ermittelten  Seite  des  Durch- 
dringungspolygons aus  nach  diesem  Gesetze  weiter,  so  erhält 
man  ohne  erfolglose  Versuche  die  Durchdringung,  respective 
die  Eindringung.  Im  letztem  Falle  hat  man  für  die  Aus- 
dringung  nach  der  gleichen  Methode  vorzugehen. 

Die  Sichtbarkeit  des  Durchdringungspolygons  bestimmt 
nach  dem  vorigen  §  das  Gesetz:  Jede  Seite  desselben  ist 
unsichtbar,  von  der  ein  Endpunkt  in  einer  unsichtbaren  Kante 
oder  Fläche  des  einen  oder  andern  Polyeders  liegt. 

Die  Figur  107.  zeigt  die  Durchdringung  eines  regulären 
Ikosaeders  AB^^LM  mit  zwei  horizontalen  Flächen  mit  einem 
Würfel  N"'ü  von  verticaler  Diagonale,  deren  unterer  End- 
punkt N  in  einer  jener  Flächen  ABC  liegt.  Das  Durch- 
dringungspolygon zerfällt  in  die  drei  Theile :  das  windschiefe 
Polygon  1, 2,--- 16,  das  ebene  Fünfeck  17,  •••  21  und  das  Drei- 
eck 22,  •  24.  Die  Construction  beginnt  zweckmässig  mit  den 
Punkten  1,  2,  16  der  obern  Ikosaederfläche. 
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1)  Man  construiere  die  Durchdringung  eines  regulären 
Ikosaeders  mit  einem  vierseitigen  Prisma  und  bilde 
die  Netze  der  Körper  mit  der  Durchdringung. 
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2)  Man  construiere  die  Durchdringung  einer  gechsseitigen 
Pyramide  mit  einem  schrägen  Parallelepiped  und  bilde 
ihre  Netze  —  indem  man  Ebenen  parallel  den  Kan- 
ten des  Prisma's  durch  die  Scheitel  kanten  der  Pyra- 
mide und  Ebenen  durch  die  Prismenkanten  aus  der 
Spitze  der  Pyramide  benutzt.  Welche  Vortheile  bringt 
es  mit  sich,  dass  diese  Ebenen  ein  Büschel  bilden? 
Die  Figur  108.  erläutert  sie  an  dem  Beispiel  der  vier- 
seitigen Pyramide  und  des  Parallelepipeds.. 

Fig.  10«. 


57.  Die  Einfachheit  und  Genauigkeit  einer  constructiven 
Lösung  hängt  oft  ab  von  der  Lage  des  projicierten  Objects 
gegen  die  Projectionsebenen  und  die  Ueberftihrung  in  eine 
andere  Lage  ist  zuweilen  von  Vor  theil  für  die  Construction. 
In  manchen  Fällen  ist  es  noth  wendige  Elemente  der  Darstel- 
lung, welche  über  die  Grenzen  des  Zeichenblattes  hinaus  ge- 
fallen sind,  in  dasselbe  zurückzuführen,  um  die  Ausführbarkeit 
zu  sichern*,  schleifende  Schnitte,  Darstelhmgen  von  zu  geringer 
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Breite  zu  vermeiden,  ist  oft  sehr  wünschenswerth.  Deshalb 
bilden  die  Transformationen  ein  wichtiges  Mittel- 
glied zwischen  derTheorie  und  der  Praxis  derdar- 
stellenden  Geometrie.  (Vergl.  §  12.)  Sie  sind,  wenn 
man  an  der  Orthogonalität  der  Parallelprojectionen  festhält, 
entweder  Verschi^ebungen  und  Drehungen  der  Pro- 
jectionsebenen  —  die  Letztem  nothwendig  in  Paaren  — 
oder  Verschiebungen  und  Drehungen  der  darzustel- 
lenden Objecto.  Verschiebungen  respective  Drehungen  der 
erstem  sind  Verschiebungen  oder  Drehungen  der  Letztern 
äquivalent,  wenn  sie  sich  nur  durch  ihren  Sinn  unterschieden, 
während  ihre  Grössen  und  die  Axcn  nach  welchen  oder  um 
welche  sie  erfolgen  dieselben  sind. 

Die  Parallelverschiebung  einer Projectionsebene  oder 
die  des  Objects  nach  den  zugehörigen  projicierenden  Linien 
seiner  Punkte  hat  nur  eine  algebraische  Vermehrung  dieser 
Letztem  um  die  Verschiebungsgrösse,  also  eine  glcichmässige 
Vermehrung  der  Abstände  der  durch  sie  bestimmten  Projec- 
tioncn  von  den  zugehörigen  Axen  zur  Folge.  Wir  wollen  die 
Projectionen  nach  der  Transformation  dadurch  bezeichnen, 
dass  wir  ihren  Buchstaben  un- 
ten links  den  Index  der  betref- 
fenden Projectionsebene  oder 
projicierenden  Linie  beifügen. 
(Fig.  109.) 

Die  Gestalt  und  Richtung 
der  Projectionen  wird  durch  be- 
liebige Parallel  Verschiebungen 
nicht  geändert ;  Parallelver- 
schiebungen können  Raumer- 
sparniss  nur  erzielen,  wenn  sie 
das  Ineinanderschieben  der  ver- 
schiedenen Projectionen  bewir- 
ken,  sie  lassen  das  Maximum 

derselben  erreichen,  indem  man  den  Mittelpunkt  der  darge- 
stellten Raumfigur  zum  Anfangspunkt  0  des  Systems  oder 
zu  einem  Punkte  der  Halbicrungsaxe  1^^  desselben  macht 
(§46.*,  4.  §53.).  Grössere  Deutlichkeit  kann  durch  Parallel- 
verschiebungen nur  erreicht  werden,  insofem  es  sich  um  ein 

Fiedler,  Darstellende  Geometrie.  12 
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Auseinanderhalten  der  verschiedenen  Projectionen  des  Objects 

handeln  kann. 

1)  Man  bestimme  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  aus 
den  Spuren  derselben,  wenn  der  Schnittpunkt  der 
zweiten  Spuren  nicht  auf  dem  Blatte  liegt.  Die  Figur 
110.  giebt  die  Lösung. 

Flg.  110. 


Sie  ist  zugleich  eine  Auflösung  der  oft  vorkom- 
menden   Aufgabe,    die  Verbindungslinie   von    einem 
Punkte  nach  dem. unzugänglichen  Schnittpunkte  von 
zwei  Geraden  zu  construieren.  (Vergl.  §30.;  1.)    Ein 
weiteres  Mittel  giebt  der  Satz,  dass  die  drei  Höhen- 
perpendikel eines  Dreiecks  durch  einen  Punkt  gehen. 
2)  Man  bestimme  die  Schnittlinie  von  zwei  Ebenen  aus 
den  Spuren,  wenn  kein  Paar  derselben  sich  auf  dem 
Blatte  schneidet. 
58.  Die  Drehung  einer  projicierten  Raumfigur  um  eine 
Projectionsaxe  oder  eine   Parallele,  zu   einer  solchen  in   be- 
stimmtem Sinne  um  einen  Winkel  0/  (i  als  Index  der  pro- 
jicierenden  Linie,   zu  welcher  diese  Axe  parallel  läuft),  d.  i. 
die  Darstellung  ihrer  Projectionen  in  der  am  Ende  der  Drehung 
erreichten  Lage,   ergiebt  sieh  aus  den  beiden  Bemerkungen: 
In  den  zur  Drehungsaxe  parallelen  Projectionen  schreiten  die 
Punkte  in  Kormalen  zu  ihr  fort ;  in  der  zu  ihr  normalen  Pro- 
jcction  drehen  sie  sich  in  dem  Sinne  und  um  den  Betrag  des 
Winkels  9,  um  den  Punkt,  welcher  die  Drehungsaxe  projiciert. 
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Wir  wollen  dabei  den  Drehungssinn  durch  ein  aus  dem 
positiven  Ende  der  Drehungsaxe  oder  der  ihr  parallelen  Pro- 
jectionsaxe  nach  der  Projectionsebene  blickendes  Auge  beur- 
theilt  denken  und  als  positiv  die  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
verlaufende  bezeichnen. 

Die  Drehung  um  eine  schräg  im  Räume  liegende  Axe 
ist  durch  die  Methode  dieses  oder  des  nächsten  §  ebenfalls 
leicht  auszuführen.    (Man  vergl.  §  123.,  ferner  §  59.,  Aufg.  8.) 

1)  Man  drehe  einen  Punkt  A,  eine  Gerade  g  und  eine 
Ebene  E  um  die  Axe  OZ  um  0,  =  +  30^  Die  Figur 
111.  giebt  diese  Drehung. 


Fig.  111. 
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1  ;     // 


2)  Man  leite  aus  den  gegebenen  Projectionen  eines  Po- 
lyeders in  seiner  einfachsten  Stellung  zu  den  Projec- 
tionsebenen  diejenigen  ab,  welche  ihm  am  Ende  von 
zwei  successiven  Drehungen  um  dieAxen  OZund  OY 
—  oder  um  mit  dem  Polyeder  selbst  verbundene 
Axen,  parallel  OZ  respective  OY —  mit  den  Beträgen 
0,  =  -f-  60**,  0-2  =  —  15^  zukommen. 

3)  Man  soll  eine  Ebene  durch  Drehungen  um  zwei  Pro- 
jectionsaxen  zu  einer  Projectionsebene  parallel  machen. 
Man  macht  sie  durch  eine  erste  Drehung  normal  zu 

1-2* 
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einer  der  beiden  andern  Projectionsebenen  und  er- 
reicht dann  den  vorgesetzten  Zweck  durch  eine  zweite 
Drehung.  Um  welche  Axen,  um  welche  Winkel  und 
und  in  welchem  Sinne  hat  man  zu  drehen?  Für  ein 
in  besagter  Ebene  liegendes  System  erhält  man  dabei 
aus  den  ursprünglichen  Projectionen  die  wahre  Grösse 
und  Gestalt. 

4)  Man  mache  eine  Gerade  durch  Drehungen  um  zwei 
Projectionsaxen  zu  einer  Projectionsaxe  parallel  und 
erörtere  die  analogen  Fragen. 

5)  Ein  Punkt  A  soll  durch  Drehung  um  die  Axe  OZ  in  eine 
gegebene  Ebene  £  gebracht  werden ;  welche  Drehung 
ist  dazu  erforderlich? 

6)  Man  bringe  einen  Würfel,  dessen  Kanten  den  Projec- 
tionsaxen parallel  sind,  durch  Drehung  um  die  durch 
seinen  Mittelpunkt  gehenden  Parallelen  zu  diesen  in 
die  Lage,  in  welcher  die  Verbindungslinie  von  zwei 
Gegenecken  der  Axe  OZ  panallel  ist. 

7)  Man  zeichne  die  neue  erste  Projection  eines  durch 
seine  Projectionen  bestimmten  Objects,  nachdem  eine 
ihm  fest  verbundene  durch  ihre  Spuren  bestimmte 
Ebene  zur  ersten  Projectionsebene  parallel  gemacht 
worden  ist. 

59.  Dreht  man  statt  des  Objects  die  Projectionsebenen 
um  dieselben  Axen  um  gleiche  Winkel  aber  im  entgegenge- 
setzten Sinn,  so  erhält  man  analoge  Aenderungen  der  Pro- 
jectionen. Denken  wir  die  erste  Projectionsebene  und  mit 
ihr  die  dritte  um  die  Axe  OY  um  den  Winkel  Gj  gedreht, 
während  die  zweite  Projectionsebene  und  das  Object  unge- 
ändert  bleiben,  so  ändern  sich  die  Coordinaten  y  seiner  Punkte 
und  die  zweiten  Projectionen  derselben  nicht  und  man  bestimmt 
daraus  die  neuen  ersten  Projectionen  durch  Abtragen  der  alten 
y  aus  den  Fusspunkten  der  Normalen  zur  neuen  Axe  OX  in 
dieser,  welche  von  den  zweiten  Projectionen  gefällt  werden 
können.    (Fig.  112.) 

Analog  im  Falle  der  Drehung  der  zweiten  Projections- 
ebene um  die  Axe  OZ  mit  Vertauschung  der  ersten  und 
zweiten  Projectionen  und  Projicierenden. 

Die  bildliche  Anschaulichkeit  des  Ergebnisses  wird  dabei 
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—  und  diess  ist  gewöhnlich  mit  den  Erfolge»  der 
Transformationen  verbunden  —  verringert,  ganz  ebenso 
wie  die  Symmetrie  der  analytischen  Ausdrucksformen 
geometrischer  Untersuchungen  in  der  Regel  verringert 
wird  durch  die  Coordinaten  Transformationen,  welche 
sie  vereinfachen.     (Vergl.  unten  11.) 

1)  Man  erläutere  die  dritte  Projection  als  Projection  auf 
eine  neue  erste  oder  zweite  Projectionsebene. 

2)  Man  bestimme  den  Winkel  a,  einer  Ebene  (oder  /5, 
einer  Geraden  und  die  wahre  Länge  derselben)  durch 
Transformation  —  indem  man  die  neue  zweite  Pro- 
jectionsebene zur  Ebene  normal  (oder  zur  Geraden 
parallel)  macht. 

Flg.  112. 


:}/ 


1.^ 


j^L. A 


3)  Man  mache  durch  Drehung  des  Projectionssystems 
eine  Gerade  parallel  zu  einer  Projectionsaxe,  respec- 
tive  eine  Ebene  parallel  zu  einer  Projectionsebene,  — 
indem  man  zuerst  eine  neue  erste  oder  zweite  Pro- 
jectionsebene parallel  der  Geraden  respective  normal 
der  Ebene  und  sodann  eine  neue  zweite  oder  erste 
Projectionsebene  parallel  der  Geraden  respective  der 
Ebene  einführt. 

4)  Die  Identität  der  Umlegung  eines  ebenen  Systems  in 
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eine  Projeetionsebene   mit  einer  solchen  Transforma- 
tion ist  zu  erörtern. 

5)  Man  soll  den  Abstand  des  Punktes  A  von  der  Ebene 
E   respeetive    der  Geraden   g    durch  Transformation 

.  bestimmen. 

6)  Ebenso  den  kürzesten  Abstand  zweier  Geraden  g  und  /. 

Fi«.  113. 


7)  Man  bestimme  durch  Transformation  die  Grösse  des 
Winkels  von  zwei  Geraden  oder  Ebenen  und  den 
Winkel  einer  Geraden  mit  einer  Ebene ;  insbesondere 
den  Winkel  von  zwei  Ebenen^  die  durch  ihre  Schnitt- 
linie und  je  einen  Punkt  ausser  dieser  bestimmt  sind. 
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8)  Man  lege  durch  eine  Gerade  g  die  Ebenen  S,  S*  unter 
vorgeschriebenem  Winkel  q>  zu  einer  Geraden  /  unter 
Benutzung  der  Transformation.  Die  Figur  113.  giebt 
die  Ebenen  vom  Sinus  des  Winkels  q>  gegen  /  gleich 
0,4;  sie  haben  für  Licht  von  der  Richtung  /  die  durch 
diese  Zahl  gemessene  Helligkeit.  (Vergl.  §  113.;  5. 
und  §§  125—127.)  Mittelst  der  Punkte  A,  B,  C  ist 
die  neue  Verticalprojection  j/",  •••  mit  t  als  Axe  ^X 
gefunden,  in  ihr  9  angetragen  und  durch  Uebergang 
zu  einer  neuen  Horizontalprojection  an  ^^  sind  mit- 
telst des  Punktes  D  von  g  die  bezüglichen  Spuren 
iD\Efy  2^\^  der  gewünschten  Ebenen  gefunden.  Die 
mittelst  G  in  der  ursprünglichen  Lage  bestimmten 
Punkte  E  und  F  bestimmen  die  Ebenen  S,  S*,  näm- 
lich gE,  gF  respective.  Das  Büschel  der  den  ver- 
schiedenen Werthen  von  q>  oder  sing>  entsprechenden 
Ebenen  bestimmt  man  nun  leicht. 

9)  Man  hat  in  der  vorigen  Aufgabe  angenommen,  dass 
g  und  /  sich  schneiden  und  dass  g  durch  die  Axe  X 
gehe.  Warum  sind  dieseAnnahmen  allgemein  zulässig? 

10)  Wie  bestimmt  man  in  der  Figur  von  Aufg.  8  den 
Winkel,  welchen  eine  gegebene  Ebene  durch  g  mit  / 
einschliesst  —  also  die  Helligkeiten  der  verschiedenen 
Ebenen  des  Büschels  durch  g? 

11)  Man  vereinfacht  die  Construction  der  Aufgabe,  die 
Transversalen  zu  drei  Geraden  zu  construieren,'  indem 
man  durch  Transformation  eine  Projectionsaxe  zu 
einer  der  Geraden  parallel  macht;  in  der  zugehörigen, 
d.  i.  zu  ihr#iormalen  Projectionsebene  erscheint  diese 
Letztere  dann  als  Punkt  und  die  Transversalen  gehen 
durch  denselben. 

12)  Man  bestimme  den  Normalschnitt  eines  prismatischen 
Mantels  in  wahrer  Grösse  durch  Transformation; 
eventuell  die  dritte  Kante  eines  dreieckig  gleichsei- 
tigen prismatischen  Mantels,  von  welchem  zwei  schräge 
Parallelen  als  ETanten  gegeben  sind. 

13)  Von  einem  geraden  fünfseitigen  Prisma  ist  die  erste 
Spur  5|  und  die  Neigung  «j  der  Grundebene,  so  wie 
die  Gestalt  und  Grösse  der  Grundfläche  sammt  ihrer 
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Lage  gegen  Si,  endlich  die  Höhe  h  gegeben*,  man 
soll  dasselbe  projicieren,  unter  Einführung  einer  neuen 
zu  5,  normalen  Projectionsebene.  Die  Figur  114. 
zeigt  die  Ausfuhrung.  Man  erörtere  ihre  Beziehung 
zur  Methode  der  Umlegung. 


Fig.  114. 
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60.  Die  Aufg.  7)  des  §  58.,  die  auch  nach  der  Methode 
des  vorigen  §  gelöst  werden  kann,  ist  in  wenig  veränderter 
Fassung  das  Problem  der  Axonometrie.  In  der  An- 
nahme, dass  ein  beliebiges  Raumgebildf^  durch  die  Coordi- 
naten  seiner  Punkte  in  Bezug  auf  ein  dreirechtwinkliges 
Axensystem  —  wir  setzen  fest  mit  lothrechter  Axe  OZ,  ge- 
mäss der  practischen  Bestimmung  des  Verfahrens  —  gegeben 
sei,  kann  offenbar  seine  orthogonale  Parallelprojection  auf 
eine  in  Bezug  auf  dieses  Axensystem  gleichfalls  bestimmte 
Ebene  ermittelt  werden,  nämlich  in  verschiedenen  Arten  durch 
Transformation  nach  den  vorigen  Ent Wickelungen.  Es  ist  die 
Aufgabe  der  Axonometrie,  diess  nicht  auf  dem  Um- 
wege der  Transformationen,  sondern  direct  zu  voll- 
ziehen,   indem   man    die   Richtungen    ermittelt,    in 
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welchen  alle  Parallelen  zu  den  Coordinatenaxen  in 
dieser  Projection  erscheinen  und  die  Verkürzungs- 
verhältnisse; welche  ihnen  respective  zukommen. 
Und  diess  letztere  kann  allerdings  durch  Transformation  ge- 
schehen;  wie  es  die  Figur.  115.  zeigt,  in  der  S  die  Ebene 

Fig.  US. 


Fig.  116. 


k 


-^, 


r 


der  axonometrischen  Projection  und  Oj-l",  O^Yy  O.^Z  die 
Axen  derselben  sind;  während  die  Verhältnisse  der  Längen 
OXiO^X'y  OYiO^Ty  OZ.O^Z 
die  zugehörigen Verkützungs- 
verhältnisse  geben.  In  der 
That  wäre  A  (Fig.  116.)  die 
Projection  eines  Punktes  auf 
die  fragliche  Ebene,  wenn 
OXyOYyOZ  dieProjectionen 
der  drei  Coordinatenaxen  und 
OAxy  OAyy  OAz  die  Projec-> 
tionen  der  drei  vom  Anfangs- 
punkte 0  aus  in  ihnen  auf- 
getragenen Coordinateno:,  VyZ 


^\ 


s^t 


OX 


Nr 


A' 
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des  Punktes  A  repräsentieren  —  diess  bliebe  selbst  für  jede 
schiefe  Parallelprojection  unverändert  gültig. 

Für  die  Ermittelung  der  Richtungen  der  Axenprojectionen 

und  der  entsprechenden 
Verkürzungsverhältnisse 
für  dieOrthogonalprojec- 
tion  auf  eine  beliebige 
Ebene  S  ist  aber  auch 
in  §  47.,  Aufg.  1)  aUes 
Nöthige  enthalten.  Ist 
Sx  SySz  das  Spurendreieck 
der  Ebene  der  axonome- 
irischen  Projection  (Fig. 
117.),  so  ist  der  Höhen- 
schnittpunkt N  desselben 
die  Projection  des  An- 
fangspunktes 0  der  Coor- 
dinaten  und  NSxy  NSy,  NSs  sind  die  Projectionen  der  Axen, 
insbesondere  die  Projectionen  der  Axenabschnitte  der  neuen 
Projectionsebenen.    Man  erhält  aus  der  Kenntniss  der  wahren 

Fig.  118.  Längen  0!?^,  OSy,  OS^ 

derselben  die  Verkür- 
zungsmaassstäbe  cosß^ , 
cosß2,  cosß^,  welche  den 
Coordinaten  z^  y,  x  ent- 
sprechen, oderdieWin- 
kel  /J,,  j3.^,  /S3,  welche 
die  Axen  ÖZ,  07,  OX 
mit  der  neuen  Projec- 
tionsebene  einschlies- 

y^y     ^        •  ,;t;.  ~  ''**.      \  ß^°-  I^^  rechtwinklige 

Dreieck  SzOA^  (Fig. 
118.),  welches  in  A'  den 
Höhenf usspunkt  auf  sei- 
^»  ner  Hypothenuse  hat, 
oder  also  das  Dreieck  iV05,  (Fig.  117.)  giebt  in  OSz  die  Länge 
des  einen  Axenabschnitts  und  durch  die  bei  iV  rechtwinkligen 
Dreiecke  NOSx,  NOSy  erhält  man  die  Längen  der  andern 
OSxy  OSy.    (Vergl.  Fig.  85.) 


-^- 


'^.  ^  \ 


-v 
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Bemerkt  man  dann,  dass  die  ßi  die  Complemente  der 
Winkel  a,-  der  Projectionsebene  S^gSySs  gegen  die  Coordina- 
tenebencn  ÄOF,  XOZ,  YOZ  sind,  so  erkennt  man  (§  47.), 
dass  ihre  Cosinus-Quadrate  die  Summe  zwei  geben  müssen*, 
oder  wenn  die  Längeneinheit  e  nach  den  drei  Axen  z,  y,  x 
aufgetragen  Projeetionen  von  den  respectiven  Längen  e^,  e^,  e^ 
giebt,  dass 

^1^  +  ^2^  +  ^3^  =  2^^  und  cos^ßi  =     -^    .    ,  J   ,       -2 

ist.  Die  erste  Relation  genügt,  um  das  Problem'  in  der  der 
practischen  Verwendung  am  meisten  entsprechenden  Form  zu 
lösen.    (Vergl.  Aufg.  1.) 

Zugleich  knüpft  sich  daran  die  einfache  Berechnung 
desselben.  Die  dreiseitige  Ecke  vom  Scheitel  0  und  den 
Kanten  ON,  OS^^,  OSy  oder  O-NSxSy  (Fig.  118.)  und  analog  die 
Ecken  O-J^fSyS^,  ONSzSa;  —  liefert  für  den  durch  die  Pro- 
jeetionen der  Axen  OS«,  OSy  eingeschlossenen  Winkel  S^NSy 
oder  9^1  die  Formel 

cos  9>i  =—  tan  ß^  -  tan  ß^  =  -  y— -  ^(^1+  ^3'^—  e^')  (^,  -'+  e^^--  e^^) 

und  zwei  analoge  entspringen  für  costp^j  cos(p^. 

Es  ist  für  die  Anwendung  besonders  bequem, 
zwifiTchen  den  drei  Projeetionen  Ci  der  Längenein- 
heit e  nach  den  Axen  einfache  Verhältnisse  voraus- 
zusetzen, weil  man  dadurch  im  Stande  ist,  die  drei  sonst 
nöthigen  Massstäbe  durch  einen  einzigen  unter  einfachen  Re- 
ductionen  zu  ersetzen.  Die  Resultate  für  die  brauchbarsten 
Verhältnisse  der  et  sind  hier  tabellarisch  zusammen  gestellt. 


^1  s  <?t :  ^i 

cosßf    cosßf    coxßn 

fft 

9>t 

9>s 

a)         1:1:1 

0.816    0,816    0,816 

120« 

120" 

120» 

«1 

f     2:1:2 
3:1:3 

943       471       943 
973       324       973 

131°  24«/,' 
183«  24  Vj' 

970  11' 
930  11' 

131°  24'/,' 
133<>  24'/,' 

5:4:6 

806       645       967 

108"  13' 

101°  10' 

160»  37' 

c)  <     9  :  5  :  10 

887       493       985 

1070  49' 

950  11' 

1570 

[     7:6:8 

811        695       927 

114«  46' 

1060  69'/,' 

138»  14'/,' 

Man  hat  den  ersten  Fall  wegen  der  Gleichheit  der  drei 
Maassstäbe  als  die  isometrische  Projection,  die  Fälle 
b)  nach  der  Uebereinstimmung  zweier  Maassstäbe,  die  vom 
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dritten  Maassstab  verschieden  sind^  als  monodi metrische 
Projectionen  benannt  und  ihnen  die  letzten  Fälle  c)  als 
anisometrische  Projectionen  entgegengesetzt. 

Es  ist  zu  bemerken;  dass  für  die  isometrische  Projection 
die  Projectionsebene  normal  zu  einer  der  Halbierungsaxen 
des  Coordinatensystems  (vergl.  §  46.;  4),  für  die  monodime- 
trischen  Projectionen  aber  normal  zu  einer  der  Halbierungs- 
ebenen desselben  ist  (§  46.5  11)  und  nur  für  die  anisome- 
trischen eine  allgemeine  Lage  gegen  dieses  System  besitzt. 
Diess  hat  zur  Folge ,  dass  in  isometrischen  Projectionen  Ge- 
rade und  Ebenen^  die  zu  jener  Halbierungsaxe  parallel  sind; 
als  Punkte  und  Gerade  respective  erscheinen;  in  monodime- 
trischen  Projectionen  aber  alle  die  Ebenen  sich  als  Gerade 
abbilden;  welche  jener  Halbierungsebene  parallel  sind.  Da 
Linien  und  Ebenen  von  solcher  Lage  besonders  oft  an  den- 
jenigen Körperformen  auftreten;  welche  eine  besonders  reiche 
Symmetrie  besitzen;  so  gewähren  die  bezüglichen  Projectionen 
für  solche  nicht  vorzugsweise  die  Bildlichkeit  der  Darstellung; 
z.B.  also  nicht  für  die Kry stallformen  des  regulären  Systems.*) 
Bei  der  practischen  Anwendung  wird  man  endlich  beach- 
ten; dass  Darstellungen  mit  starker  Verkürzung  der  Axe  OZ, 
wie  im  ersten;  vierten  und  sechsten  Falle  der  Tabelle  nicht 
für  Gegenstände  von  solcher  Art  Verwendung  finden  ^UeU; 
die  man  nicht  wohl  z.  B.  von  oben  herab  unter  starker  Nei- 
gung der  projicierenden  Strahlen  gegen  den  Horizont  sehen 
kanU;  weil  sonst  die  Abweichung  der  axonometrischen  Dar- 
stellung derselben  von  dem  gewohnten  Gesichtsbilde  einen 
Theil  ihres  Werthes  zerstört. 

1)  Man  construiere  aus  den  Verhältnissen  der  e^  i  e^i  e^ 
[Figur  119.;  a.  b.  =  10  :  9:  6;  c.  =  10  :  6  :  9J  die  /?. 
und  das  Spurendreieck  mit  den  Axenprojectionen. 

Man  bildet  (Fig.  119.;  b.)  aus  e^  und  e^  als  Ka- 
theten ein  rechtwinkliges  Dreieck  und  aus  der  Hypo- 
thenuse  desselben  mit  e^  ein  zweites,  dessen  Hypo- 
thenuse  daher  der  Durchmesser  des  Kreises  ist;  für 
den    die   Seite  des   eingeschriebenen   Quadrates   die 


*]  Die  Fig.  83.  des  §  46.;  3,  4  ist  nach  dem  Verhältniss  9  :  5  :  10,  die 
meisten  übrigen  schematischen  Figuren  sind  nach  2:1:2  construiert. 
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Länge  e  hat.  Diese  bestimmt  als  Hypothenuse  mit 
e^y  respective  e^;  e^  als  der  anliegenden  Kathete  die 
Winkel  |5, ,  jjj;  /^3>  deren  cosinus  die  Verkürzungs- 
verbältnisse  sind.  Mit  denselben  bildet  man  (Fig.  1 19. ; 
a.)  rechtwinklige  Dreiecke  von  einer  Kathete  iVÖ  an 
der  Verticalen  JVZ,  schneidet  diese  Verticale  durch 
die  Normale  aus  0  zum  schrägen  Schenkel  von  /S|  und 
legt  durch  den  Schnittpunkt  eine  Horizontale;  welche 
von  den  aus  iV  als  Centrum  durch  die  Scheitel  von 
/Jj  und  ^3  beschriebenen  Kreisen  in  Punkten  von  iVF 
respective  iV^  geschnitten  wird.  (Vergl.  Fig.  117.) 


a. 
Z 


Fig.  119. 
b. 
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'»l: 
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2)  Die  Möglichkeit  der  axonometrischen  Darstellung  nach 
gegebenen  ei  fordert,  dass  die  Quadratsumme  von 
zweien  derselben  grösser  sei  als  das  Quadrat  des  dritten. 

3)  Welchen  Grenzwerthen  der  ei  entsprechen  die  Projec- 
tionen  auf  die  drei  Coordinatenebenen  ? 

4)  Die  isometrische  Projection  des  Würfels  ist  das  reguläre 
Sechseck  mit  seinen  Diagonalen.    (Vergl.  Fig.  1()6.) 

5)  Man  stelle  die  Formen  des  regulären  Krystallsystcms 
für  gegebene  Parameterverhältnissc  anisometrisch  dar. 

6)  Man  zeichne  die  axonometrischen  Bilder  von  Kreisen 
in  den  drei  Coordinatenebenen  und  aus  dem  Anfangs- 
punkt als  Mittelpunkt. 
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7)  Man  zeichne  das  axonometrische  Bild  eines  Kreises 
in  gegebener  Ebene  und  bei  gegebenem  Mittelpunkt 
und  Halbmesser  —  unter  Benutzung  seines  unver- 
kürzten d.  h.  der  Projectionsebene  parallelen  Durch- 
messers. 

8)  Man  zeichne  axonometrisch  die  Durchdringung  eines 
regulären  Dodekaeders  mit  einem  Tetraeder. 

9)  Man  entwickele  nach  derselben  Methode  die  orthogo- 
nalen Parallelprojectionenvgn  Polyedern  mit  drei  recht- 
winkligen Symmetrieaxen  bei  schräger  Lage  dieser 
Letztem  gegen  die  Projectionsebenen. 


Flg.  120. 
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b. 


9 


imt 


't' 


/ 

/ 


9 


■•••■/■•  7     ie^> 


I 

I 

I 

\ 

\ 

\ 

\ 
\ 
I 
I 


61.  Wenn  man  auch  schiefe  Parallelprojectionen 
zulässt  (vergl.  §  43.;  3),  so  gilt  als  höchst  bequeme  Grund- 
lage der  axonometrischen  Projection  der  Satz :  Drei  Strecken 
von  beliebigen  Längen  und  Richtungen,  die  in  einer 
Ebene  von  einem  Punkte  ausgehen^  bilden  eine  Pa- 
rallelprojection  des  Systems  von  drei  gleichlangcn 
zu  einander  rechtwinkligen  und  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Axen  OX^  OYy  OZ,  Damach  können  die 
Richtutigen  der  Axenbllder  und   die  Verkürzungsverhältnisse 
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derselben  willkürlich  angenommen  werden  —  nur  dass  nicht 
die  drei  ersten  zusammenfallen  und  nicht  zwei  der  letztern 
Null  sein  dürfen. 

Wir  denken  das  Tetraeder  OXYZ  mit  drei  gleichlangen 
zu  einander  rechtwinkligen  Kanten  im  Raum  bestimmt^  wie 
es  diess  im  Falle  der  Anwendung  ist  und  nehmen  an,  das 
Viereck  ffX'YZ'  in  der  Bildebene  (Fig.  120.,  b.)  sei  eine  Paral- 
lelpro jection  desselben  oder  genauer  gesprochen  einer  solchen 
ähnlich  (§21.,  c);  die  Richtung  der  entsprechenden  projicie- 
renden  Strahlen  bestimmt  sich  wie  folgt:  Der  Schnittpunkt 
von  zwei  Gegenseiten  im  Bildviereck  z.  B.  von  X'  Y'  und 
O'Z^  ist  das  Bild  j(  eines  Punktes  A  in  der  Diagonale  XY 
und  das  B'  eines  Punktes  B  in  der  Diagonale  0Z\  die  Punkte 
A  und  B  in  XY  und  OZ  respective  sind  durch  die  Theil Ver- 
hältnisse bestimmt,  nach  welchen  sie  diese  Strecken  theilen 
und  welche  (§  21.,  a)  den  Theil  Verhältnissen  gleich  sind, 
nach  welchen  der  Punkt  AB'  die  Strecken  X*  Y\  respective 
0' Z'  theilt.  Die  Gerade  ^^  im  Original  erscheint  als  ein 
Punkt  im  Bilde  und  giebt  die  Richtung  der  projicierenden 
Strahlen  an,  welche  von  diesem  Original  zu  diesem  Bilde 
führen. 

Legen  wir  dann  durch  die  Kanten  OXy  OY,  OZ  des  Ori- 
ginals die  projicierenden  Ebenen  von  der  Richtung  R  von 
AB,  so  bilden  dieselben  einen  Ebenenbüschel  OR-XYZ,  dessen 
Schnitt  mit  der  Projectionsebene  dem  gegebenen  Strahlen- 
büschel 0'  '  XTZ  gleich  sein  muss.  Diess  bestimmt  die 
I^agen,  welche  für  die  Projectionsebene  möglich  sind. 

Sei  das  durch  die  Normalebene  zur  Scheitelkante  aus 
dem  Ebenenbüschel  OB*XYZ  geschnittene  Strahlenbüschel 
0  •  xyz,  so  ist  das  Büschel  0' 'XY Z'  so  zu  legen,  dass  O-xyz 
die  Orthogonalprojection  desselben  ist.  Denken  wir  die  ent- 
sprechenden Rcchtwinkelpaare  qr,  qr  beider  sonach  projec- 
tivischen  Büschel,  so  giebt  die  Bemerkung  das  Mittel  zur 
Bestimmung  der  Lage  der  Ebene  des  Büschels  0' -  X' Y' Z 
oder  der  Projectionsebene,  dass  die  Orthogonalprojection  eines 
rechten  Winkels  nur  dann  ein  rechter  Winkel  ist,  wenn  einer 
seiner  Schenkel  der  Projectionsebene  parallel  ist  oder  in  der- 
selben liegt.  Wir  ermitteln  daher  in  den  durch  drei  entspre- 
chende Paare   bestimmten   Büscheln   0'  »  X  Y* Z  und  0  *  xyz 


192  Erster  Theil. 

die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  q^  r  und 
q^  r  (§  18.;  4)  und  bringen  q  mit  q  zur  Deckung.  Da  nun 
von  den  spitzen  Winkeln  (^r,  x)  und  {xy  r)  der  eine  grösser  und 
der  andere  kleiner  sein  muss  als  der  ihm  entsprechende  Win- 
kel {qy  x)  respective  {x'y  r),  weil  die  Summe  beiderseits 
einem  Rechten  gleich  ist,  also  z.  B.  L{qy  x)  <  /.(/;  ^');  so 
sind  zwei  Stellungen  der  Ebene  des  Büschels  Ö  •  X  Y' ^ 
möglieh;  für  welche  q  in  q  fällt  und  zugleich  x  in  die  ihm 
entsprechende  Ebene  ORX  kommt.  Offenbar  sind  dieselben 
zur  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  oder  zur  Ebene  qqB, 
symmetrisch. 

Man  construiert  somit  zwei  Lagen  der  Projectionsebene, 
welche  allen  Bedingungen  genügen.  Dieselben  fallen  in  eine 
zusammen,  wenn  die  Projection  eine  orthogonale  wird. 

Die  Figur  120.  enthält  die  vollständige  Durchführung  für 
das  Axenkreuz  0'  -  X  Y'  7! .  Durch  die  Theilverhältnisso  von 
Ä  in  XY'  und  von  B'  \xi  (f  Z  (Fig.  120.,  b.)  sind  die  Punkte 
Ay  B  und  die  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  als  Rich- 
tung der  Geraden  Ä Bf y  A" B'  (Fig.  120.,  a.)  bestimmt.  Dann 
ist  der  Normalschnitt  des  Ebenenbüschels,  welches  diese  Rich- 
tung mit  den  Coordinatenaxen  liefert,  auf  dem  Wege  der  Trans- 
formation ermittelt,  indem  die  Projectionen  der  Axen  auf  eine 
Ebene  construiert  sind,  die  zu  AB  normal  ist  (Fig.  120.,  a.);  die 
successiven  Transformationen  "um  die  Axe  y  mit  der  neuen 
Axe  ^x  und  nach  ihr  um  die  Axe  z  mit  der  neuen  Axe  ^x 
führen  dazu,  0,X",  0,F"und  0,2'  sind  die  Endprojectionen 
und  bilden  das  Büschel  des  Normalschnitts,  das  Büschel  O'xyz 
des  Vorigen. 

Die  Rechtwinkelpaare  sind  q^  r  ;  j^",  ^r"  —  ihre  Con- 
struction  ist  als  bekannt  unterdrückt  —  und  es  ist  wie  im 
Vorigen  L{q)  ^')  >  L{\q'j  \x").  Daher  ist  L{qy  x)  in  iq"0(x') 
angetragen  und  ein  PunktP  seines  Schenkels  x'  durch  Drehung 
um  Oj^"  in  die  Ebene  gebracht,  welche  in  ,a:"  normal  zur 
Tafel  ist;  P, ,  Pj  ^'^^^  ^^^  beiden  in  Umlegung  eingezeichneten 
entsprechenden  Lagen,  deren  jede  eine  Projectionsebene  be- 
stimmt, respective  P, ,  ,/';  P^,  ^g'»  Wie  man  daraus  die  Rich- 
tung der  projicierenden  Strahlen  in  Bezug  auf  die  Ebene  des 
Bildes  0'  •  X'r'Z'  erhält,  ist  evident. 
;  Es  ist   noch   zu  bemerken,   dass  diese  Construction  die 


■ 
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Rechtwinkligkeit  der  Coordinatenaxen  OX^  OYy  OZ,  die  wir 
voraussetzten^  nicht  fordert ,  dass  sie  also  den  Satz  auch  für 
die  Ausmessung  in  irgend  einem  schiefwinkligen  Äxensystem 
begründet.  So  ist  derselbe  die  wahrhaft  allgemeine  Grund- 
lage der  Axonometrie.  Wenn  man  das  Dreieck  der  Diago- 
nalpunkte des  Vierecks  0'  X'  Y'  Z  betrachtet;  also  das  Dreieck 
der  Punkte  X'Ty  di^  F'Z',  O'X'^^  Z X\  O'Y'  —  so  liefert  es 
in  der  oben  entwickelten  Weise  drei  Kanten  ÄB^  CD^  EF 
eines  prismatischen  Mantels  im  Tetraeder  und  die  Aufgabe 
der  Bestimmung  der  Projectionsebene  lässt  sich  auch  so  aus- 
sprechen: Man  soll  die  Lage  der  Ebenen  bestimmen;  welche 
diesen  Mantel  in  einem  dem  besagten  Diagonaldreieck  ähn- 
lichen Dreieck  schneiden.  (Vergl.  §  54.;  9.) 

Allgemein  gefasst  ist  der  Hauptsatz  dieses  §  ein  Special- 
fall  der  allgemeinen  Bestimmung  collinearer  Systeme.  Wir 
sahen  (§  44.);  dass  durch  fünf  Ebenen  oder  Punkte  des  einen 
und  die  entsprechenden  des  andern  Systems  solche  bestimmt 
sind;  sollen  sie  affin  sein;  so  entspricht  der  unendlich  fernen 
Ebene  des  einen  die  unendlich  ferne  Ebene  im  andern;  zwei 
Tetraeder,  welche  Ecke  für  Ecke  einander  entsprechen;  be- 
stimmen somit  zwei  affine  Systeme.  Ist  das  eine  der  Systeme 
eine  ebene  Abbildung  oder  ein  unendlich  dünnes  Relief  (§  43.); 
so  haben  wir  ein  Viereck  in  demselben  als  entsprechend  einem 
Tetraeder  des  Originalraums. 

1)  Man  construiere  den  Normalschnitt  des  Ebenenbüschels 
OR  •  XYZ  durch  das  Spurendreieck  und  die  Höhen 
desselben  für  eine  zu  OÄ  oder  AB  normale  Ebene  — 
durch  Umlegung  statt  durch  Transformation. 

2)  Wenn  die  Axen  ff  X  und  ffZ  oder  O'Y'  und  0' Z  im 
Bilde  rectangulär  sind;  so  wird  die  Projectionsebene 
parallel  der  Ebene  Jfc'OZ;  YOZ  respective;  man  erhält 
eine  hieraus  zu  erläuternde  schiefe  Parallelprojection; 
die  man  als  Cavalierperspective  bezeichnet. 

3)  Nur  in  der  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  ge- 
sehen ist  die  Darstellung  eines  Objects  nach  dem  hier 
entwickelten  Verfahren  bildlich;  die  Vortheile,  die 
sie  dem  Zeichner  bietet;  sind  begleitet  von  der  Ge- 
fahr der  Verzerrung  beim  normalen  Betrachten. 

4)  Man  erläutere;    wie   ein   gegebenes  Tetraeder  durch 

Fiedler,  Daniel lende  Geometrie.  13 
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schiefe  Parallolprojection  ähnlich  einem  beliebig  ge- 
gebenen Viereck  abgebildet  wird. 

5)  Man  erläutere  den  üebergang  von  einem  beliebigen 
Tetraeder  und  seinem  Bildviereck  zu  einem  solchen 
mit  rechtwinkliger  Ecke  und  gleichlangen  Kanten  an 
derselben  und  dem  Bildviereck^  welches  ihm  entspricht. 

6)  Man  bestimme  die  beiden  Stellungen  der  Ebenen, 
durch  welche  aus  einem  vierseitig  prismatischen  Man- 
tel von  gegebenem  Normalschnitt  als  Parallelogramm 
Quadrate  geschnitten  werden;  oder  allgemeiner  Rhom- 
ben von  gegebenem  Winkel. 

7)  Es  ist  zu  untersuchen,  welche  Geltung  und  Bedeutung 
die  Lehre  von  der  Affinität  für  die  Darstellung  ebener 
Systeme  (§  21.,  a.;  §53.)  in  der  schrägen  Parallelpro- 
jection  besitzt. 

8)  Die  freie  axonometrische  Darstellung,  welche  die 
schiefe  Projection  gewährt,  ist  insbesondere  geeignet 
für  die  Darstellung  projectivischer  Beziehungen;  jeder 
geänderten  Richtung  der  Beschauung  entspricht  zwar 
ein  anderes  Original  zu  der  dargestellten  Figur,  aber 
alle  diese  Originale  haben  die  projecti vischen  Eigen- 
schaften mit  einander  gemein  —  ebenso  wie  bei  Con- 
structionen  der  Centralprojection,  welche  den  Distanz- 
kreis nicht  fordern,  eine  Zeichnung  für  jedes  Auge 
richtig  die  gleiche  Beziehung  für  unendlich  viele  in- 
dividuelle Lagen  veranschaulicht.  Der  besondere  Cha- 
racter,  welcher  die  Originale  der  nämlichen  schiefen 
Parallolprojection  verbindet,  ist  oflFenbar. 
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Die  constructive  Theorie  der  krummen  Linien  und  Flächen. 


A«   Ton  den  Cnryen  imd  den  dereloppabeln  Flftehen« 

G2.  Das  Studium  der  Kegelschnitte  hat  zunächst  fiir  Cur- 
ven,  die  in  einer  Ebene  liegen,  die  gleiche  Wichtigkeit  zweier 
Erzeugungsweisen  und  der  daraus  entspringenden  Eigenschaf- 
ten gezeigt:  Der  Erzeugung  als  Ort  eines  gesetzmässig  be- 
wegten Punktes  und  der  Erzeugung  als  Enveloppe  einer  ge- 
setzmässig bewegten  Geraden,  und  in  Folge  dessen  der  Eigen- 
schaften der  Punkte  und  der  Tangenten  der  Curven.  Diese 
Elemente  sind  verbunden  durch  die  reciproken  (§  23. ;  §  33.) 
Definitionen : 


Die  Tangente  einer  Curve 
als  Ort  eines  bewegten  Punk- 
tes ist  die  gerade  Verbindungs- 
linie von  zwei  unendlich  nahe 
benachbarten  Lagen  desselben. 
Oder:  Wenn  eine  Qerade  sich 
um  einen  festen  Punkt  der 
Curve  so  dreht,  dass  einer  von 
den  Punkten,  die  sie  ausser 
ihm  noch  mit  derselben  ge- 
mein hat,  sich  jenem  unbe- 
grenzt nähert,  so  ist  dieQrenz- 
lage  dieser  Bewegung  die  Tan- 
gente der  Curve  in  diesem 
Punkte. 


Der  Punkt  einer  Curve  als 
Enveloppe  einer  bewegten  Ge- 
raden ist  der  Schnittpunkt  von 
zwei  unendlich  nahe  benach- 
barten Lagen  derselben .  Oder : 
Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer 
festen  Tangente  der  Curve  so 
bewegt,  dass  eine  von  den 
Tangenten,  die  ausser  ihr  noch 
von  ihm  an  die  Curve  gehen, 
sich  ihr  unbegrenzt  nähert,  so 
ist  die  Grenzlage  dieser  Be- 
wegung der  Berührungspunkt 
der  Curve  in  dieser  Tangente. 

13* 


196 


Zweiter  Theil. 


Mit  diesen  Arten  der  Erzeugung  der  Curven  als  Ort  und 
als  Enveloppe  sind  folgende  regelmässige  Singularitäten 
naturgemäss  verbunden: 


Der  erzeugende  Punkt  kann 
zweimal  (oder  auch  mehrmals) 
durch  denselben  Punkt  der 
Ebene  hindurch  gehen  und  die- 
ser heisst  dann  ein  Doppel- 
punkt (vielfacher Punkt)  der 
Curve  (Fig.  121.,  a.).  Der 
erzeugende  Punkt  gelangt  im 
Allgemeinen  das  erstemal  zum 
Doppelpunkt  von  einem  andern 
Nachbarpunkte  aus  als  das 
zweitemal,  d.  h.  die  Curve 
besitzt  im  Doppelpunkt 
zwei  verschiedene  Tan- 
genten. 

Fig.  121. 


Die  erzeugende  Gerade  kann 
zweimal  (oder  auch  mehrmals) 
mit  derselben  Geraden  der 
Ebene  zusammen  fallen  und 
diese  heisst  dann  eine  Dop- 
pel-   (vielfache)    Tangente 

der  Curve  (Fig.  121.,b.).  Die 
erzeugende  Gerade  gelangt  im 
Allgemeinen  daserstemal  zur 
Doppeltangente  von  einer  an- 
dern Nachbargeraden  aus  als 
das  zweitemal,  d.h.dieCurve 
besitzt  in  der  Doppelt  an - 
gente  zwei  verschiedene 
Berührungspunkte. 


Wenn  aber  der  zweite  Durch- 
gang unmittelbar  nach  dem 
ersten  stattfindet,  und  der 
Punkt,  von  welchem  aus  der 
beschreibende  Punkt  zum  Dop- 
pelpunkt gelangt,  der  nämliche 
ist,  wie  der,  zu  dem  hin  er 
von  ihm  aus  geht,  so  nennt 
man  diesen  Punkt  insbeson- 
dere einen  Rückkehr-,  Cus- 
pidal-  oder  stationären 
Punkt  (Fig.  121.,  b.  d.). 


VV^enn  aber  das  zweite  Zu- 
sammenfallen unmittelbar  nach 
dem  ersten  stattfindet,  und  die 
Gerade,  von  welcher  aus  die 
beschreibende  Gerade  zur  Dop- 
peltangente gelangt,  die  näm- 
liche ist,  wie  die,  zu  der  hin 
sie  von  ihr  aus  geht,  so  nennt 
man  diese  Tangente  insbeson- 
dere eine  Wende-,  Infle- 
xions-  oder  stationäre 
Tangente  (Fig.  121.,  c). 
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Die  letztere  Benennung  beruht  auf  folgender  Anschauung : 
Der  erzeugende  Punkt  Die  erzeugende  Gerade  dreht 
schreitet  mit  einer  gewissen  sich  mit  einer  gewissen  ver- 
veränderlichen Geschwindig-  änderlichen  Geschwindigkeit^ 
keit  in  der  Tangente  fort,  in-  indess  der  Berührungspunkt  in 
dess  diese  gleichförmig  ihre  ihr  gleichförmig  fortschreitet, 
Richtung  ändert,  von  einer  von  einer  ihrer  Lagen  zur  näch- 
seiner  Lagen  zur  nächsten  un-  sten  unendlich  wenig.  Wird 
endlich  wenig.  Wird  die  Ge-  die  Geschwindigkeit  ihrer 
schwindigkeit  seines  Fort-  Drehung  in  irgend  einem  Mo- 
schreitens in  irgend  einem  Mo-  menteNull  und  ändert  sie  dann 
menteNuU  und  ändert  er  dann  den  Sinn  der  Drehung,  so  ist 
den  Sinn  der  Bewegung  in  die  entsprechende  Tangente 
der  Tangente,  so  ist  der  ent-  eine  stationäre  Tangente  und 
sprechende  Punkt  ein  statio-  der  entsprechende  Berührungs- 
närer  Punkt  und  die  entspre-  punkt  der  zugehörige  Wende- 
chende  Tangente  die  zuge-  punkt. 
hörige  Rückkehrtangente. 

Wenn  das  Bewegungsgesetz  des  Punktes  respective  der 
Tangente  algebraisch,  d.  i.  durch  eine  Gleichung  von  be- 
stimmtem Grade  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes  oder 
der  Tangente  ausdrückbar  ist  (algebraische  Curven),  so  ist 
die  Zahl  der  Punkte,  die  sie  mit  einer  Geraden  ihrer  Ebene, 
respective  die  Zahl  der  Tangenten,  die  sie  mit  einem  Punkte 
ihrer  Ebene  gemein  haben  kann,  begrenzt,  oder  wenn  man 
nicht  nur  die  reellen  sondern  auch  die  nicht  reellen  Lösungen 
ihrer  und  der  bezüglichen  linearen  Gleichung  zählt,  bestimmt, 
nämlich  dem  Grade  der  Gleichung  in  Punkt-  oder  Linien- 
Coordinaten  gleich;  man  nennt  diese  Zahl  die  Ordnung  (i, 
respective  die  Classe  v  der  Curve.*) 


'*)  Zugleich  bestehen  zwischen  den  Zahlen  /Li,  v  und  den  Anzahlen 
der  Doppelpunkte  d,  der  Doppeltangenten  t,  der  Rückkehrpunkte  x,  der 
Inflexionstangenten  i,  Relationen,  die  man  nach  ihrem  Entdecker  die 
Pliicker'schen  Formeln  nennt;  wir  geben  sie  in  der  sich  leicht  einprä- 
genden Form 

V  =  fi((t  —  1)  —  2^  —  3x,  ^  =  v{v  —  1)  —  2r  —  3t,  t  —  x  =  3(v  —  fi). 
Höchst  wichtig  hat  sich  neueren  Untersuchungen  die  Zahl 
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Diese  analytische  Betrachtungsweise  (vergl.  Abschnitt  E) 
unten)  führt  dann  auch  *auf  die  Existenz  von  isolierten 
Punkten,  d.  i.  von  Doppelpiinkten,  durch  die  nur  nicht 
reelle  Curvenäste  und  daher  nicht  reelle  Tangenten  gehen; 
etc.  Wir  werden  der  geometrischen  Entstehung  solcher  Ele- 
mente bei  der  Betrachtung  der  Flächen  begegnen. 

Der  Kreis,  welchen  ein  Punkt  der  Curve  mit  dem  vor- 
hergehenden und  dem  nächstfolgenden  Nachbarpunkte  der- 
selben bestimmt,  heisst  der  Krümmungskreis  der  Curve 
für  diesen  Punkt  (§  36.).  Er  geht  für  die  Inflexions- 
stellen  der  Curve  in  die  entsprechende  Inflcxionstangento  selbst, 
als  einen  Kreis  mit  unendlich  grossem  Halbmesser,  für  jeden 
Rückkehrpunkt  in  diesen  selbst  als  einen  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  Null  über. 

1)  Wenn  das  geometrische  Gesetz  einer  Curve  nicht  be- 
kannt und  keine  Construction  ihrer  Tangente  anzu- 
geben ist,  aber  die  Curve  gezeichnet  vorliegt,  so  soll 
man  a)  für  eine  gegebene  Tangente  den  Berührpimkt, 
b)  für  einen  gegebenen  Punkt  der  Curve  die  Tan- 
gente, c)  für  einen  solchen  Punkt  den  Krümmungs- 
kreis bestimmen,  d)  die  Normale  zur  Curve  von  einem 
gegebenen  Punkte  ausser  ihr  construieren. 

a)  Man    ziehe    (Fig.   122.)     zur    Tangente    pa- 
rallel und  ihr  sehr  nahe  Secanten,    lege    durch   die 

Fig.  122.  Enden  A,  B  von  jeder  der- 

selben Parallelen  von  ent- 
gegengesetztem Sinn,  die 
man  ihr  selbst  (oder  einem 
bestimmten  Thcile  von  ihr) 
gleich  macht ;  die  durch  die 
so  erhaltenen  Endpunkte  be- 
f  1  stimmte  Curve  muss  durch 

den  Berührungspunkt  P  gehen. 

b)  Man  beschreibe   (Fig.  123.)  aus   dem  Punkte 
T  als  Centrum  einen  Kreis  K  und  ziehe  durch   ihn 


erv^lesen,  nach  welcher  man  die  Carven  in  Geschlechter  theilt  —  nach 
den  Aberschen  Integralen,  welche  ihnen  entsprechen.  Alle  diese  For- 
meln können  hier  nur  erläutert,  aber  nicht  entwickelt  werden. 
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Gerade,  welche  in  der  Nähe  die  Curve  zum  zweiten- 
male  schneiden  und  zwar  auf  der  einen  Seite  nach 
Af  B,  ••',  auf  der  andern  nach  A*,  B*,  •••,  markiere 
aber  überdiess  ihre  Schnitte  A^,  ^i ;  •  •  •  mit  dem  Kreise 
K]  man  trage  dann  die  Längen  TA,  TB,  •  •  •  von  A^ ,  B^  ,•  •  • 


Fig.  123. 


auf  die  Geraden  nach  P  hin  und  ebenso  TA^,  TB*,-" 
von  A^,  ^j;  ••*  a-uf  die  entsprechenden  Geraden  von 
r  weg  auf  und  verbinde  die  Endpunkte  A^,"-]  A^**-- 
durch  eine  Curve ;  dieselbe  schneidet  den  Kreis  K  in 
einem  Punkte  der  Tangente  von  T. 

c)  Man  zeichne  (Fig.  124.)  die  Kormale  der 
Curve  in  T  als  rechtwinklig  zur  bezüglichen  Tangente ; 
lege  dann  von  T  aus  Sehnen  der  Curve  nach  A,,  J5,  •  •  • 
einerseits  und  A*,  ^*, •••  anderseits,  verlängere  ihre 


senkrechten  Halbierungslinien  bis  zur  Normale  und 
trage  auf  dort  zur  Normale  errichtete  Perpendikel  die 
Längen  TA^ ;  •  •  •  5  TA*,  •  •  •  zur  einen  und  zur  andern 
Seite  auf;  die  Curve  der  so  erhaltenen  Punkte  schnei- 
det die  Normale  im  Krümmungsmittelpunkte. 
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d)  Die  Normale  von  einem  Punkte  P  ausserhalb 
kann  durch  ihren  Fusspunkt  iV  in  der  Curve  ermittelt 
werden  (Fig.  125.),  indem  man  denselben  als  der  Curve 

mit  einer  andern  Curve  gemeih- 
^  sam     characterisiert ,     welche 


•*■-£ 


durch  die  Fusspunkte  der  Nor- 
malen von  P  auf  die  Tangenten 
von  jener  hindurchgeht.     Sie 
l\^^^wv>Ci .-'  sind    Berührungspunkte    von 

beiden.  Als  Schnittpunkte  er- 
hält man  sie,  wenn  man  die 
*•--  Abstände  von  Berührungs- 
punkt und  Normalenfusspunkt 
in  der  Tangente  je  nach  ihrem  Sinne  in  der  Normale 
von  P  zur  Tangente  vom  Fusspunkt  in  der  Letztern 
aus  abträgt.    Diese  Curve  geht  auch  durch  P. 

2)  Der  Krümmungskreis  durchsetzt  die  Curve  in  seinem 
Berührungspunkte;  die  Wendetangente  zeigt  damit 
den  Character  des  Krümmungskreises. 

3)  Eine  Curve  dritter  Ordnung  kann  nicht  mehr  als  einen 
Doppelpunkt  oder  einen  Rückkehrpunkt  haben;  sie 
ist  dann  von  der  vierten  respective  dritten  Classe; 
sie  lässt  keine  Doppeltangente  zu,  weil  diese  vier 
Punkte  mit  ihr  gemein  hätte ;  also  ist  im  ersten  Falle 
die  Zahl  der  Inäexionstangenton  t  =  3,  im  letzten 
1=1.  Denn  v  =  6  —  2d —  3x,  3  =  v{v —  1)  —  3t, 
i  —  %  =  3v  —  9  geben 

a)  für  ^=1,     x  =  0,     v===4,     A  =  3; 

b)fürrf  =  0,    x=l,     v  =  3,     4=1. 

Dazu  tritt  c)  für  d  =  0,     x  =  0,     v  =  6,     *  =  9. 

4)  Eine  Curve  der  Ordnung  ft  hat  im  Allgemeinen  ^ 
unendlich  ferne  Punkte  und  demgemäss  ft  nach  diesen 
hingehende  unendliche  Aeste,  dazu  auch  ft  Asymptoten 
als  die  zugehörigen  Tangenten;  dieselben  können  in 
Paaren  nicht  reell  sein. 

5)  Jeder  Berührimg  der  Curve  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  ihrer  Ebene  entspricht  ein  parabolischer  Ast 
derselben. 
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6)  Jede  Projection  einer   ebenen  Curve  ist  eine  Curve 
derselben   Ordnung   und   Classe   und   mijb   denselben 
Singularitäten ;   wie   sie  selbst;    die  Projection  eines 
Doppelpunktes  ist  ein  Doppelpunkt  der  Projection^  etc. 
Für  jede  Parallelprojection  sind  auch  die  Projectionen 
der  Asymptoten  die  Asymptoten  der  Projection.    Wie 
gestaltet  sich  diess  für  eine  centrale  Projection?  (Vergl. 
§  26.) 
63.  Fassen  wir  eine  nicht  ebene  Curve  (gewundene, 
doppelt  gekrümmte  Curve,   Raumcurve)   zunächst  als 
den  Ort  eines  bewegten  Punktes  P  auf,  so  liefern  die  geraden 
Verbindungslinien  der  aufeinander  folgenden  unendlich  nahe 
benachbarten  Lagen  Pj,  Pj»  ^3?  '•'   desselben,   d.  h.  die  Ge- 
raden PxP2y  ^2^39  ^3^4}  "'  ^^®  Tangenten  der  Curve  in 
Pj,  P^,  P^y  •••  (Fig.  126.)  und  die  Verbindungsebene  von  je 
zwei    aufeinander    folgenden   Tangenten   -Pj-Pa?  ^2^37    ^2^3^ 
•  oder  von  je  drei  auf  einander  folgenden  Punkten 


^3^4? 


Fig.  1S6. 


/, 


/S 


PjPjPg,  ^2-^3^4*  "•  ^*®  Schmiegungsebenen  oder  Oscu- 
lationsebenen  der  Curve.  Die  zwischen  den  bezüglichen 
Nachbartangenten  in  diesen  Ebenen  gelegenen  Flächenstreifen 
unendlich  kleiner  Winkel  (Contingenzwinkel)  bilden  eine 
Fläche,  die  man  die  developpable  Fläche  der  Curve 
nennt  (Tangentenfläche  derselben);  developpabel,  weil 
sie  offenbar  durch  successive  Ueberfuhrung  jedes  dieser  Strei- 
fen in  die  Ebene  des  folgenden  und  mit  diesem  in  die  des 
dritten,  vierten,  etc.  ohne  Trennung  des  Zusammenhangs  und 
ebenso  ohne  Faltung  in  eine  Ebene  übergeführt  werden  kann. 
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Eine  Biegung  oder  Transformation  in  andere  developpable 
Flächen  ist  auf  demselben  Wege  möglich  oder  kann  indirect 
durch  die  Entwicklung  in  die  Ebene  und  Rückbiegung  ver- 
mittelt werden. 

Die  Tangenten  der  Raumcurve  werden  als  erzeugende 
Gerade  und  die  Schmiegungsebcnen  derselben  als  Tangen- 
tialebenen der  developpabeln  Fläche  benannt;  und 
die  letztere  Benennung  hat  ihren  Grund  darin^  dass  jede  Ge- 
rade in  einer  solchen  Schmiegungsebene  zwei  unendlich  nahe 
Nachbarpunkte  mit  der  Fläche  gemein  hat>  d.  h.  als  Tangente 
derselben  zu  betrachten  ist.  Die  Tangenten  der  developpa- 
beln Fläche  in  allen  Punkten  einer  Erzeugenden  bilden  die 
zugehörige  Schmiegungsebene  der  Raumcurve,  dieselbe  be- 
rührt die  developpable  Fläche  in  allen  Punkten 
dieser  Erzeugenden. 

Sonach  erzeugt  die  Bewegung  eines  Punktes,  bei 
welcher  derselbe  aus  jeder  seiner  Lagen  in  eine  einzige  be- 
stimmte nächstfolgende,  d.  i.  von  ihr  unendlich  wenig  ab* 
weichende  Lage  übergeht,  die  Raumcurve  als  Ort,  die  Bewe- 
gung einer  Ebene,  die  aus  jeder  ihrer  Lagen  in  eine  be- 
stimmte einzige  nächstfolgende  Lage  übergeht,  die  developpable 
Fläche  als  Enveloppe ;  im  ersten  Falle  geben  die  Verbindungs- 
geraden benachbarter  Punkte,  im  letztern  Falle  die  Durch- 
schnittsgeraden benachbarter  Ebenen  die  Tangenten  der  Curve 
und  die  Erzeugenden  der  developpabeln  Fläche.  Die  Curve 
hat  die  Verbindungsebenen  von  je  drei  Nachbarpunkten  zu 
Schmiegungsebcnen  und  die  Durchschnittspunkte  von  je  drei 
Nachbarebenen  zu  Punkten. 

Denken  wir  die  Schmiegungsebene  in  einer  Anfangslage 
mit  der  zugehörigen  Tangente  und  dem  entsprechenden  Punkte 
der  Curve,  so  entspricht  der  Drehung  dieser  Ebene  die  Drehung 
der  Tangente  in  ihr  und  das  Fortrücken  des  Punktes  in  die- 
ser und  umgekehrt  der  Bewegung  des  letztem  die  Bewegungen 
der  ersteren.  Bleibt  bei  der  Bewegung  des  Punktes  derselbe 
einen  Moment  in  Ruhe,  so  dass  zwei  folgende  Punkte  sich 
decken,  also  drei  folgende  Tangenten  und  vier  folgende  Schmie- 
gungsebcnen durch  einen  Punkt  gehen,  so  nennt  man  solchen 
Punkt  einen  stationären  Punkt.  Und  wenn  bei  der  Be- 
wegung der  Ebene  dieselbe  einen  Moment  stillsteht,  so  dass 
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zwei  auf  einander  folgende  Schmiegungsebcnen  sich  decken^ 
also  drei  folgende  Tangenten  und  vier  folgende  Punkte  in 
einer  Ebene  liegen^  so  nennt  man  diese  Ebene  eine  stationäre 
Ebene.  Diese  Anschauungen  werden  sich  an  den  Beispielen 
weiter  erläutern.  Doppelpunkte  ^  etc.  erscheinen  nicht  als 
regelmässige  Singularitäten  der  Raumcurven  aus  sehr  ein- 
fachem Grunde.  Aber  wir  können  von  der  Darstellung  eines 
Doppelpunktes  und  einer  Doppeltangentialebene  aus  die  An- 
schauung eines  stationären  Punktes  und  einer  stationären 
Ebene  verdeutlichen.  Gehen  durch  den  Doppclpunkt  P  die 
zwei  Zweige  der  Curve  mit  den  Nachbarpunkten  P^y  P,  der 
eine  und  -P^*,  Pj*  der  andere,  so  sind  P1P7  P*P  die  Tan- 
genten und  P^P^P^  P^ Pc^P  dip  Schmiegungsebcnen  für  den- 
selben. Dem  Zusammenfallen  der  Tangenten  P.^  P,  P^  P  ent- 
spricht der  stationäre  Pimkt. 

Die  Doppeltangentialobene  wird  ebenso  zur  stationären 
Ebene,  wenn  die  beiden  Erzeugenden;  längs  deren  sie  be- 
rührt, zu  Nachbarn  in  der  developpabeln  Fläche  werden. 

Behalten  wir  den  Begriff  des  Krümmungskreises  bei,  wie 
er  für  ebene  Curven  festgesetzt  ist,  so  fügen  wir  doch  hier 
naturgemäss  den  weitem  Begriff  einer  Schmiegungskugel 
hinzu,  d.  h.  der  Kugel  durch  vier  auf  einander  folgende  un- 
endlich nahe  Punkte  der  Curve.  Für  die  stationären  Elemente 
wird  sie  zum  Punkt,  respective  zur  Ebene. 

Zu  eingehenderer  Betrachtung  der  Raumcurven  soll  uns 
ihr  Auftreten  in  bestimmten  Fällen  führen. 

1)  Soll  eine  Fläche  developpabel  sein,  so  muss  sie  durch 
die  Bewegung  einer  Geraden  entstehen  können,  welche 
in  jeder  ihrer  Lagen  von  der  nächstfolgenden  Lage 
geschnitten  wird;  am  einfachsten  wird  dieser  Bedin- 
gung genügt,  wenn  die  erzeugende  Gerade  sich  um 
einen  festen  Punkt  dreht. 

2)  Die  developpable  Fläche  einer  ebenen  Curve  ist  ihre 
Ebene  selbst. 

3)  Der  Kreis  der  Schmiegungskugel,  welcher  in  der  zu-  7 
gehörigen  Schmiegungsebcne  liegt,  ist  der  entspre-  • 
chende  Krümmungskreis  der  Curve. 

4)  Die  Krümmungsradien  einer  gewundenen  Curve  än- 
dern  sich  bei  der  Entwickelung  derselben  mit  ihrer 
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developpablen  Fläche  nicht.  Den  stationären  Elemen- 
ten derselben  entsprechen  immer  wieder  stationäre 
Elemente  der  Transformierten. 

5)  Die  Projection  der  Tangente  einer  Raumcurve  ist  die 
Tangente  ihrer  Projection  in  der  gleichnamigen  Pro- 
jection ihres  Berührungspunktes. 

6)  Projiciert  man  central  oder  parallel  eine  Raumcurve 
auf  die  Schmiegungsebene  eines  ihrer  Punkte  P,  so 
hat  diese  Projection  für  den  Punkt  P  denselben  Krüm- 
mungskreis wie  die  gegebene  Curve. 

7)  Die  Schmiegungsebene  der  Raumcurve  ist  die  Tan- 
gentialebene der  developpabeln  Fläche  längs  der  zu- 
gehörigen Tangente  der  Curve-,  die  dem  Punkte  P 
der  Curve  entsprechende  enthält  also  die  Tangente  t 
der  Curve  in  P  und  die  Tangente  derjenigen  Curve 
im  Durchstosspunkt  Si  von  t,  welche  die  gleichnamigen 
Durchstosspunkte  der  Tangenten  der  Raumcurve  in 
den  vor  P  und  nach  P  folgenden  Punkten   enthält. 

64.  Die  einfachste  Art  eine  developpable  Fläche  hervor- 
zubringen, besteht  nach  dem  Vorigen  darin,  dass  man  eine 
gerade  Linie  sich  um  einen  festen  Punkt  drehen 
und  zugleich  längs  einer  festen  Curve  gleiten  lässt. 
Solche  Flächen  nennt  man  Kegel  flächen,  der  feste  Punkt 
wird  als  Spitze  oder  Mittelpunkt,  die  feste  Curve  als 
Leitcurve,  die  Gerade  als  Erzeugende,  insbesondere 
auch  in  jeder  ihrer  Lagen  als  eine  Kegelseite  bezeichnet. 
Im  Falle,  dass  der  feste  Punkt  unendlich  fem  liegt,  heisst 
die  Fläche  eine  Cylinder fläche;  er  ist  die  Richtimg  ihrer 
Erzeugenden.  Denkt  man  die  Tangenten  der  Leitcurve  mit 
der  Spitze  durch  Ebenen  verbunden,  so  umhüllen  diese  die 
nämliche  Kegelfläche ;  jede  von  ihnen  ist  die  Tangentialebene 
derselben  längs  der  Erzeugenden,  welche  den  Berührungs- 
punkt der  Tangente  in  der  Leitcurve  mit  der  Spitze  ver- 
bindet. 

Die  Kegelfläche  ist  wesentlich  unbegrenzt  diesseits  und 
jenseits  der  Spitze  M\  man  kann  sie  als  aus  zwei  Hälften 
aus  den  beiden  einfachen  Kegelflächen  auf  der  einen  und  der 
andern  Seite  der  Spitze  zusammengesetzt  denken. 

Die  Leitcurve  kann  als  ebene  Curve  vorausge- 
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Fig.  127. 
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setzt  werden,  da  ein  ebener  Schnitt,  der  die  Spitze  nicht 
enthält,  mit  der  Erzeugenden  in  jeder  Lage  einen  und  nur 
einen  Punkt  geraein  hat.  (Für  die  Fortsetzung  der  Betrach- 
tung über  die  gewundenen  Leitcurven  vgl.  namentlich  §.  78.  f.) 
Wir  nehmen  an,  die  Kegelfläche  sei  durch  eine  ebene  Leit- 
curve  L  und  die  Spitze  My  die  Cy linderfläche  durch  eine 
ebene  Leitcurve  und  die  Richtung  der  Erzeugenden  bestimmt. 
Insbesondere  wird  in  Centralprojection  die  Leitcurve  durch 
ihr  Bild  Z'  und  ihre  Ebene 
sq  uiid  die  Spitze  durch 
ihr  Bild  M  und  eine  sie  ent- 
haltende Gerade  S  ff  gege- 
ben sein;  in  Parallelprojec- 
tion  wird  die  Leitcurve  durch 
zwei  Spuren  «j,  s,^  ihrer 
Ebene  und  z.  B.  ihre  erste 
Projection  Z'  —  oder  ihr 
axonometrisches  Bild,  etc. 
—  die  Spitze  aber  durch 
ihreProjectionenilf,  iJT',  etc. 
gegeben  sein;  die  Abwei- 
chungen für  die  Cylinder- 
flächen  sind  evident.  Dann 
kann  jede  Erzeugende 
e  der  Fläche,  jeder  Punkt 
Pund  die  entsprechen  de 
Tangentialebene  T  der  Fläche  projiciert  werden. 

a)  Ist  e  das  Bild  der  Erzeugenden  (Fig.  127.),  so 
repräsentiert  diess  Bild  beispielsweis  zwei  Erzeugende 
^,,  ^2,  die  die  Leitcurve  L  in  den  in  Ä ,  ^'respectiye 
abgebildeten  Punkten  treffen  und  durch  M^  A,  respec- 
tive  My  B  bestimmt  sind;  5j,  S^  sind  ihre  Durchstoss- 
punkte,  Q{j  Q^   die  entsprechenden  Fluchtpunkte. 

IstinFig.  128,^12' die  erste  Projection,  so  schnei- 
det die  Erzeugende  die  Leitcurve  entweder  in  A  oder 
in  By  deren  erste  Projectionen  die  Schnitte  von  e'  mit 
L'  sind,  so  dass  ihre  zweiten  Projectionen  und  damit 
e(\  ^2"  s^^l^  ergeben;  wäre  dagegen  e('  ihre  zweite 
Projection,  so  schneidet  sie  L  in  den  beiden  Punkten 
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A  und  C,  welche  derjenigen  Geraden  der  Ebene  von 
L  angehören;  die  mit  e^  dieselbe  zweite  Projection  hat; 
und  damit  sind  ihre  ersten Projectionen  e(^e\  bestimmt, 
b)  Ist  das  Bild  eines  Punktes  P  der  Kegelfläche  in 
Centralprojection  oder  eine  seiner  ParallelprojectioneU; 
z.  B.  P'  gegeben;  so  bestimmt  man  diesen  Punkt  mit- 
telst der  Erzeugenden  MPy  von  welcher  respective 
ihr  Bild  oder  die  eine  ihrer  Paralielprojectionen  be- 
kannt ist;  nach  dem  Vorigen. 

Man    bestimmt    damit    auch    die    Schnittpunkte 
einer   geraden  Linie  g  mit   der   Kegelfläche 

il!f,Z;  denn  durch  jeden  der- 


c) 


Fig.  128. 


selben  geht  eine  Erzeugende 
^1  der  Fläche  und  alle  diese 
Erzeugenden  müssen  sowohl 
M  enthalten  als  g  schneiden; 
also  in  der  durch  M  und  g 
bestimmten  Ebene  liegen. 
Wenn  diese  Ebene  die  Ebene 
der  Leitcurve  L  in  einer  Ge- 
raden /  schneidet  (Fig.  128.); 
so  liegen  in  dieser  die  Punkte 
der  Leitcurve,  nach  welchen 
jene  Erzeugenden  e^  hin- 
gehen und  diese  Letzteren 
sind  somit  bestimmt.  Sie 
liefern  durch  ihren  Schnitt 
mit  g  die  Punkte  Pj.  Die 
Figur  zeigt  P^j  P^  als  Schnittpunkte  der  Kegelfläche 
Mj  L  mit  der  Geraden  g. 
d)Die  Tangentialebene  der  Kegelfläche  im 
Punkte  P  und  in  allen  Punkten  der  Erzeugenden 
MP  ist  bestimmt  durch  diese  Erzeugende  MP  ödere 
selbst  und  die  Tangente  /  der  Curve  L  in  dem  Punkte 
Ay  welchen  MP  mit  dieser  Curve  gemein  hat. 
e)  Die  Construction  der  Tangentialebenen  der  Ke- 
gelfläche durch  einen  beliebigen  Punkt  T 
des  Raumes  oder  parallel  einer  gegebenen  Geraden^ 
ergiebt  sich  daraus ;  da  sie  die  Gerade  aus  der  Spitze  M 
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nach  dem  Funkte  r  (Fig.  129,,  a.u.b.)  oder  in  der  Rich- 
tung von  g  ODtlialten  müssen,  so  verlängert  man  diese 
bis  zum  Schnittpunkt  D  mit  der  Ebene  der  Leitcurve 
L  und  zieht  von  D  aus  an  L  die  möglichen  Tangenten 
f,,  {„■■-     Jede  derselben   bestimmt  mit  MT  oder  MD 


zusammen  eine  der  Aufgabe  entsprechende  Tangen- 
tialebene. 

f)  Denkt  man  auf  der  Kegelfläche  eine  Reihe  von 
Punkten  /*,, /»j,---,  welche  eine  Ourve  C  bilden, 
sämmtlich  durch  die  eine  ihrer  Projectionen  —  die 
somit  die  eine  Projection  von  C  bilden  —  gegeben, 
so  kann  man  diese  Funkte  und  damit  die  Curve  C 
als  dadurch  bestimmt  ansehn  und  insbesondere  ihre 
anderen  Projectionen  ermitteln.  Jede  Raumcurve 
wird  durch  ihr  Bild  oder  ihre  Projection 
und  ihre  Lage  auf  einer  gegebenen  Kegel- 
oder Cylinderflächo  bestimmt- 

g)  Einen  besondem  Eall  dieser  Art  bilden  die  in  den 
Frojectionsebenen  gelegenen  Leitcurven,  die  man  als 
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die  erste,  zweite,  dritte  Spur  der  Fläche  im 
Falle  der  Parallelprojection  bezeichnet.  Man  be- 
stimmt durch  die  Bemerkung,  dass  für  jede  dersel- 
ben zwei  ihrer  Projectionen  in  die  ihrer  Ebene  an- 
gehörigen  Axe  fallen,  —  die  letzte  mit  der  Spur 
selbst  identische  Projection  derselben;  also  z.  B.  die 
erste  Spur  S^  aus  der  Bemerkung,  dass  ihre  zweite 
Projection  in  der  Axe  x  liegt,  indem  man  zu  den 
Punkten  dieser  Axe  als  zu  zweiten  Projectionen  von 
Punkten  der  Kegelfläche  die  ersten  Projectionen  sucht. 
Die  zweckmässigste  Methode  dafür  siehe  in  §  66.; 
vergl.  Fig.  135.  in  §  66.;  1. 

Die  Spuren  bieten  die  zur  Bestimmung  der  Kegel  und 
Glieder-Flächen  bequemsten  LeitcurvQn  dar,  weil  jede  der- 
selben durch  die  eine  mit  ihr  selbst  zusammenfallende  Pro- 
jection gegeben  ist  (vergl.  §  51.),  da  ihre  andern  Projectio- 
nen in  die  anliegenden  Axen  fallen.  Durch  Transformation 
kann  jede  ebene  Leitcurve  zu  einer  Spur  der  Fläche  gemacht 
werden  (vergl.  §  59.). 

1)  Die  Spuren  einer  Kegelfläche  sind  die  Oerter  der 
gleichnamigen  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden 
und  zugleich  die  Enveloppen  der  gleichnamigen  Spu- 
ren der  Tangentialebenen  der  Fläche;  im  Falle  der 
Centralprojection  definiert  sich  ebenso  die  Spur  der 
Fläche  in  der  Bildebene. 

2)  Der  Ort  der  Fluchtpunkte  der  Erzeugenden  und  zu- 
gleich die  Enveloppe  der  Fluchtlinien  der  Tangential- 
ebenen der  Kegelfläche  ist  die  Fluchtcurve  derselben. 
Weil  alle  Erzeugenden  und  alle  Tangentialebenen 
durch  den  festen  Punkt  My  die  Spitze,  gehen,  (§  6.; 
5.  und  §  7.)  so  sind  Spur-  und  Flucht-Curvc  desselben 
Kegels  in  einer  Centralprojection  einander  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  (Fig.  130.),  für  das  Bild  der 
Spitze  als  Aehnlichkeitspunkt.  (§21.,  c.)  Die  Be- 
stimmung der  Kegelflächen  entspricht  der 
Bestimmung  entsprechender  Curven  in  ähn- 
lichen Systemen  von  ähnlicher  Lage  aus  der 
einen,  dem  Centrum  und  dem  einen  Paar  ent- 
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sprechender  Punkte,  nebst,  ihren  Speeial- 
fällen. 
3)  Man  verzeichne  die  Centralprojection  durch  Spur, 
Fluchtcurve  und  Spitze  *a)  für  einen  Kegel,  dessen 
Spitze  in  der  Bildebene  liegt  —  man  unterscheidet 
dabei,  ob  die  Spur  aus  reellen  Geraden  oder  nur  der 
Spitze  besteht;  b)  für  einen  Kegel,  dessen  Spitze  in 
der  zweiten  Parallelebene  enthalten  ist;  c)  für  einen, 
dessen  Spitze  in  der  Verschwindungsebene  liegt; 
d)  für  einen  Cy linder;  e)  für  einen  Kegel,  dessen 
Spitze  zwischen  Bildebene  und  Verschwindungsebene 
oder  f)  vor  der  Verschwindungsebene  gelegen  ist. 

Fig.  ISO. 


4)  Wenn  man  die  ersten  und  zweiten  Projectionen  der 
Erzeugenden  einer  Kegelfläche  bis  zum  jedesmaligen 
Durchschnittspunkt  verlängert,  so  erhält  man  (§  53.) 
als  die  Aufeinanderfolge  dieser  Punkte  die  vereinigte 
erste  und  zweite  Projection  der  Curve,  welche  diese 
Kegelfläche  mit  der  Halbierungsebene  H^p-  gemein  hat. 
Diese  Curve  L^-  oder  die  analoge  Z^'  in  Hj-  für  die 
zweite  und  dritte  Projection  kann  als  Leitcurve  gleich- 
falls mit  Vortheil  verwendet  werden. 

5)  Man  bestimme  die  Durchschnittspunkte  D,,  -Dj?"*  einer 
Geraden  g  oder  SQ'  mit  der  durch  Spitze  und  Spur 
gegebenen  Kegelfläche  in  Centralprojection  —  indem 
man  die  Parallele  zu  g  aus  der  Spitze  M  construiert. 
Ebenso  für  die  Kegelfläche  M^  i^ .  (Vergl.  4.)  Man 
vergleiche  diese  Construction  mit  der  centralprojecti- 
vischen  Bestimmung  einer  Geraden  für  das  Centrum 
M  und  die  Ebene  der  Leitcurve  als  Bildebene. 

Fi  0  dl  er,  DareteUende  Geometrie.  14 
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6;  Man  construiere  in  Orthogonalprojection  für  drei  recht- 
winklige Ebenen  diejenigen  Punkte  einer  durch  Spitze 
und  ebene  Leiten rve  gegebenen  Kegelfläche;  welche 
drei  zusammenfallende  Projectionen  haben.  (§  53.) 

7]  Man  verzeichne  die  Spuren  sf  der  Tangentialebenen 
einer  durch  Spitze  M  und  erste  Spur  5,  gegebenen 
Kegelfläche  aus  dem  Punkte  T.  Dieselben  bilden  die 
der  Kegelfläche  entsprechenden  Schlagschattengrenzen 
in  den  Projectionsebenen  für  Licht  aus  dem  Punkte 
T;  die  Beruh rungs-Erzeugenden  sind  die  Qrenzen  des 
Selbstscliattens.  (Fig.  131.) 


Pig.  131. 


T' 


T0 


8)  Ebenso  und  insbesondere  für  die  durch  die  Leitcurve 
Lx'  in  Hj:'  und  die  Richtung  ihrer  Erzeugenden  ge- 
gebene Cylinderfläche  die  Spuren  der  Tangential- 
ebeneu;  welche  einer  Geraden  g  parallel  sind. 

9)  Die  Grenzlagen  der  von  einer  Projection  der  Spitze 
ausgehenden ;  die  gleichnamige  Projection  der  Leit- 
curve  treffenden  Geraden  bilden  die  Grenzen  oder 
Umrisse  der  Kegelfläche  in  der  betreffenden 
Projection.  In  dem  von  ihnen  ausgeschlossenen  Theil 
der  Projectionsebene  kann  kein  Punkt  der  Fläche 
seine  gleichnamige  Projection  haben.  Man  spricht 
in  diesem  Sinne  von  einem  ersten,  zweiten  etc.  Um- 
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riss  der  Kegelfläche,   ebenso   von    ihrem  Umriss    in 
Central  pro j  ection . 

10)  Wenn  die  Leitcurve  eine  geschlossene  Curve  ist,  so 
fallen  die  Umrisse  in  die  Tangenten,  welche  von  den 
Projectionen  der  Spitze  an  die  gleichnamigen  Pro- 
jectionen  der  Leitcurve  gehen.  In  welchem  Falle  be- 
deckt eine  Projection  der  Kegelfläche  die  ganze  Tafel  V 

1 1)  Bei  geschlossener  Leitcurve  sind  die  Umrisse  der 
Kegelfläche  in  Parallelprojection  die  Spuren  solcher 
Tangentialebenen  derselben,  welche  zugleich  projicie- 
rende  Ebenen  sind,  in  den  zu  ihnen  normalen  Pro- 
jectionsebenen ;  sie  enthalten  also  die  Richtung  der 
zu  dieser  Projectionsebene  normalen  Geraden. 

Man  bestimmt  somit  die  zweiten  Umrisse  einer 
durch  die  erste  und  zweite  Projection  der  Spitze  M 
und  die  erste  Projection  einer  ebenen  Leitcurve  L  in 
der  durch  ihre  zwei  ersten  Spuren  s^y  $2^  gegebenen 
Ebene  E  bestimmten  Kegelfläche   (Fig.  132.),  indem 


Fig.  132. 


man  den  Durchschnittspunkt  D  der  zur  Axe  0  Y  pa- 
rallelen Geraden  aus  M  mit  der  Ebene  E  bestimmt, 
von  seiner  ersten  Projection  D'  an  Z'  die  äussersten 
Tangenten  /j',  i^  zieht  und  die  zweiten  durch  M''  ge- 
henden Projectionen  derselben  /,",  /./'  angiebt;  diese 
sind  die  gesuchten  Umrisse. 
12)  Wie  werden  die  Umrisse  gefunden,  wenn  die  Fläche 
durch  zwei  Projectionen  der  Spitze  M  und  eine  Spur 
gegeben  ist? 

14* 


212  Zweiter  Theil. 

13)  Welche  Regel  ergiebt  sich  für  die  Verzeichnung  der 
Umrisse  in  Centralprojection?  Ist  dieselbe  davon  ab- 
hängig, ob  die  Bestimmung  durch  eine  ebene  Leit- 
curve  L  oder  insbesondere  durch  eine  Spur  geschieht? 

14)  Man  soll  eine  Kegelfläche  so  bestimmen;  dass  sie 
keinen  Umriss  hat  —  a)  in  Centralprojection,  b)  in 
Parallelpro jection  in  den  zwei  ersten  Projectionen. 

15)  Warum  muss  eine  Cy linderfläche  in  Parallelprojection 
im  Allgemeinen  Umrisse  haben  und  in  welchem  Falle 
findet  eine  Ausnahme  statt? 

16)  Man  discutiere  des  Näheren  die  Bestimmimg  einer 
Raum-Curve  durch  zwei  orthogonale  Parallelprojectio-. 
nen  derselben  oder  in  Centralprojection  durch  ihr 
Bild  und  eine  sie  enthaltende  Kegel-  oder  Cylinder- 
Fläche,  z.  B.  die  zur  Bildebene  normale;  man  zeige, 
wie  dadurch  ihre  Schnittpunkte  mit  einer  gegebenen 
Ebene  construiert  werdfen  können. 

65.  Irgend  zwei  ebene  Leitcurven  L^^L^  oder 
Querschnitte  des  nämlichen  Kegels  von  der  Spitze 
M  (also  nicht  durch  die  Spitze)  sind  coUineare 
ebene  Figuren  in  perspectivischer  Lage;  jede  von 
ihnen  ist  das  perspectivische  Bild  der  andern  aus  dem  Cen- 
trum der  Projection  M  auf  ihre  Ebene;  die  Durchschnittslinien 
der  Ebenen  von  Z,  und  L,^  ist  die  CoUineationsaxe,  die  Schnitte 
der  zu  ihnen  parallelen  Ebenen  aus  M  mit  der  jedesmaligen 
andern  sind  die  Gegenaxen  der  Systeme.     (Vergl.  §24.;  55.) 

Diese  Sätze  sind  der  unmittelbare  Ausdruck  des  Sach- 
verhalts im  Sinne  der  Centralprojection,  wobei  die  Kegelfläche 
als  projicierende  Kegelfläche  (§  2.)  aller  ihrer  Leitcurven  er- 
scheint. 

Infolge  dessen  entspricht  jedem  Punkte  und  jeder  Tan- 
gente des  einen  Schnittes  ein  Punkt  und  eine  Tangente  jedes 
andern,  den  Punkten  auf  einer  Geraden  im  einen  die  Punkte 
der  entsprechenden  im  andern  etc.  Man  hat  damit  den  Satz : 
Alle  ebenen  die  Spitze  nicht  enthaltenden  Schnitte 
desselbenKegels  sind  —  insofern  sie  algebraisch  sind,  gilt 
diess  im  eigentlichen  Sinne,  man  sieht  aber,  dass  es  im  We- 
sentlichen auch  unabhängig  davon  Geltung  behält  —  von 
derselben  Ordnung  und  Classe,  von  derselben  An- 
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zahl  von  Doppelpunkten  und  Doppeltangenten^  von 
Bückkehrpunkten  und  Wendetangenten  respective; 
sie  sind  colli neare  Curven.  (Fig.  133.)  Man  sagt  in  Folge 
dessen;  der  Kegel  sei  selbst  von  der  Ordnung  und 
Classe  seiner  ebenen  Leitcurve  und  benennt  die  Erzeu- 
genden desselben;  die  nach  den  Doppelpunkten  und  Rückkehr- 
punkten derselben  gehen;  als  Doppel-  und  Rtickkehr- 
Erzeugendc;  und  diejenigen  Tangentialebenen;  die  die  Dop- 
peltangenten und  Wendetangenten  der  Leitcurve  enthalten;  als 
Doppel-  und  Wendetangentialebenen  des  Kegels. 


Fig.  133. 


Nach  dem  Vorigen  wird  der  Kegel  von  einer  Geraden 
in  höchstens  so  viel  Punkten  geschnitten;  als  die  Ordnungs- 
zahl der  ebenen  Leitcurve  zählt;  \ind  hat  aus  einem  Punkte 
so  viel  Tangentialebenen;  als  die  Classenzahl  der  Leitsurve  sagt. 

Im  Falle  des  Cylinders  stehen  alle  ebpnen 
Schnitte  desselben  in  der  geometrischen  Verwandt- 
schaft der  Affinität  mit  perspectivischer  LagO;  die 
Schnittlinie  ihrer  Ebenen  ist  die  Affinitätsaxe 
(vergl.  §21.;  a.  und  §54.;  55.;  5.).  Die  vorigen  Resultate  gelten 
unverändert;  aber  es  kommt  das  Besondere  hinzu ;  dass  der 
unendlich  fernen  Geraden  des  einen-  Schnitts  nicht  eine  end- 
lich entfernte  Gerade  in  jedem  andern  Schnitt;  sondern  wie- 
der die  unendlich  ferne  Gerade  desselben  entspricht.  In 
Folge  dessen  haben  alle  diese  Schnitte  gleichviele 
reelle  Aeste  und  Asymptoten;  es  sind  z.  B.  alle  ebenen 
Schnitte  eines  Cylinders  mit  kreisförmiger  Leitcurve  (eines 
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Kreiscylinders)  Ellipsen,  während  die  ebenen  Schnitte  eines 
Kreiskegels  rilcksichtlich  der  unendlichen  Aeste  verschieden, 
nämlich  je  nach  Lage  der  Schnittebene  Ellipsen,  Parabeln 
oder  Hyperbeln  sind. 

1)  Eine  ebene  Curve  wird  von  einer  ihrer  Tangenten 
ausser  dem  Berührungspunkte  noch  geschnitten,  so- 
bald ihre  Ordnungszahl  grösser  ist,  als  zwei,  nämlich 
die  Curven  dritter  Ordnung  noch  einmal,  die  der 
vierten  noch  zweimal,  etc.  Die  Inflexionstangenten 
schneiden  die  Curven  dritter  Ordnung  nicht  weiter; 
etc.  Man  erläutere  das  analoge  Verhalten  der  Tan- 
gentialebenen der  Kegelflächen. 

2)  Für  einen  Punkt  der  Curve  zählt  die  in  ihm  selbst 
berührende  Tangente  der  Curve  als  Vereinigung  von 
zwei  benachbarten  Tangenten  und  es  lassen  sich  somit 
von  ihm  noch  so  viel  andere  Tangenten  an  die  Curve 
ziehen,  als  die  um  zwei  verminderte  Classenzahl  dersel- 
ben besagt;  also  für  die  Curve  dritter  Ordnung  vier, 
zwei  oder  eine,  je  nachdem  sie  von  der  sechsten,  vier- 
ten oder  dritten  Classe  ist.  (§  62. ;  3.)  Man  erläutere  diess 
in  seiner  Bedeutung  für  die  Kegelflächen  und  gebe  be- 
sonders das  Verhalten  der  ßückkehrkanten  dabei  an. 

3)  Da  die  Zahl  der  gemeinsamen  Punkte  von  zwei 
ebenen  Curven  der  respectiven  Ordnungen  f*,,  (i.^  gleich 
ft,  ftj  ist,  so  schneidet  der  Krümmungskreis  einer 
Curve  sie  ausser  *  dem  Berührungspunkte  in  noch 
{2  fi  —  3)  Punkten.  Man  erläutere  das  Verhalten  der 
Inflexionstangente  der  Curve  dritter  Ordnung  als  das 
eines  Krümmungskreises  von  unendlich  grossem  Halb- 
messer. 

4)  Nach  dem  Gesetz  der  Dualität  (vgl.  §  23. ;  62.)  erklärt 
sich  aus  dem  Vorigen  auch  das  Verhalten  des  Rüek- 
kehrpunktes  einer  Curve  dritter  Ordnung  und  Classe. 

.^)  Im  Falle  des  Parallolismus  der  Ebenen  geht  die  cen- 
trischo  Collineation  in  Aehnlichkeit  bei  ähnlicher  La- 
ge, die  Affinität  in  Congruenz  über. 

(3)  Die  Ergebnisse  der  Untersuchungen  in  den  §§  54. 
und  61.;  6.  zeigen,  dass  im  Falle  der  x\ffinität  die 
Congruenz    auch    bei   einer  nicht  parallelen    —    man 
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sagt  antiparallelen  —  Lage  der  Schnittebene  möglich 
ist.  Findet  Analoges  statt  für  die  Aehnlichkeit  bei 
den  Schnitten  der  Kegel? 

7)  Wenn  die  Centralprojection  eines  Inflexionspunktcs 
der  Curve  in  unendliche  Feme  fällt,  so  wird  die  In- 
äexionstangente  zur  Asymptote  mit  der  besondern 
Eigenthümlichkeit,  dass  die  beiden  ihr  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  zustrebenden  Curvenliste  auf  einer- 
lei Seite  von  ihr  liegen. 

8)  Man  erläutere  die  Verhältnisse  des  unendlich  fernen 
Doppel-  respective  Rückkehrpunktes. 

66.  Da  die  Beziehung  der  CoUineation  in  perspectivischer 
Lage  zwischen  ebenen  Systemen  durch  beliebige  centrale  oder 
parallele  Projection  derselben  nicht  gestört  wird,  so  sind  im 
Vorigen  die  Methoden  der  Construction  der  Bilder 
ebener  Schnitte  von  Kegel-  und  Cylinderflächen 
enthalten;  in  der  That  führt  jede  andere  Betrachtungsweise 
darauf  zurück  und  findet  die  zweckmässigste  Form  ihrer 
Ausführung  in  den  Regeln  zur  Construction  cen- 
trisch  collincarer  ebener  Systeme. 

Ist  L  die  Leitcurve  in  der  Ebene  E,  M  die  Spitze,  P  die 
Schnittebene,  so  ist  die  Schnittcurve  perspectivisch  collinear 
zu  L  für  M  als  Centrum,  die  Schnittlinie  s  von  S  und  F  als 
Axe  der  CoUineation,  und  für  r,  die  Schnittlinie  von  E  mit 
der  durch  M  gehenden  Parallelebene  zu  P,  und  q,  die  Schnitt- 
linie von  F  mit  der  durch  M  gehenden  Parallelebene  zu  B, 
als  Gegenaxen.  Die  gleichnamigen  Projectionen  von  L  und 
von  der  Schnittcurve  sind  also  centrisch  collinear  für  die 
entsprechenden  Projectionen  von  M  und  s  als  Centrum  und 
Axe  der  CoUineation  und  die  entsprechenden  Projectionen  von 
r  und  q  als  Gegenaxen. 

Ist  die  Ebene  der  Leitcurve  E  eine  Projectionsebene,  der 
Kegel  also  durch  die  Spitze  und  eine  Spur  gegeben,  so  wird 
die  CoUineationsaxe  s  zur  gleichnamigen  Spur  der  Schnitt- 
ebene  und  r  wird  zur  gleichnamigen  Spur  der  durch  M  ge- 
henden Parallelen  zur  Schnittebene.  Zieht  man  in  diesem 
Falle  in  der  Ebene  der  Leitcurve  eine  beliebige  Gerade  ^, 
so  ist  dieselbe  die  gleichnamige  Spur  einer  durch  M  ge- 
henden   und    die    Kegeliläche    in   Erzeugenden  M  A,  MB,  •  •  • 
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schneidenden  Ebene,  welche  die  Schnittebene  in  einer  Geraden 
g^  schneidet;  auf  der  in  diesen  Erzeugenden  die  Punkte  ^,,-ßj,  •  •  • 
liegen,  welche  in  der  Schnittcurve  den  Punkten  -<^,  ^,---« 
der  Leitcurve  entsprechen.  Diese  Gerade  g^  muss  erstens 
durch  den  Punkt  S  gehen,  welchen  g  mit  der  Schnittlinie 
der  Ebenen E  und  F,  d.h.  mit  der  CoUineationsaxe  gemein  hat; 
sodann  auch  durch  den  Punkt  Q  von  g,  in  welchem  eine  durch 
M  gehende  Parallele  zu  ^,  als  in  der  Ebene  M  q  gelegen,  die 
Schnittebene  P  schneidet;  und  sie  muss  endlich  parallel  der 
Geraden  M  R  sein,  welche  von  M  nach  dem  Schnittpunkt  von 
g  mit  der  durch  M  gehenden  Parallelebene  zur  Schnittebene 
Mr  gezogen  wird.  (Vergl.  §  64. ;  5.)  Diese  Beziehungen,  als  in 
jeder  der  Parallelprojectionen  des  Ganzen  unverändert  gültig, 
bestimmen  aus  den  Projectionen  von  g^^J,B,'"  die  gleich- 
namigen Projectionen  von  gr,,  ^,,  ^i,"'  Dreht  sich  dann  g 
in  der  Ebene  der  Leitcurve  um  einen  festen  Punkt  P,  so 
dreht  sich  g^  in  der  Ebene  der  Schnittcurve  um  den  entspre- 
chenden festen  Punkt  P^;  man  hat  die  Kegelfläche  und  die 
Scbnittebene  mit  Hilfsebenen  eines  Büschels  geschnitten^  wel- 
ches die  Gerade  MP  zm  seiner  Scheitelkante  hat;  der  vollen 
Umdrehung  von  g  um  P  entspricht  die  volle  Umdrehung  von 
g^  um  P,,  d.  h.  die  vollständige  Bestimmung  der  Schnittcurve. 

Lässt  man  speciell  g  in  der  Ebene  der  Leitcurve  pa- 
rallel zu  sich  selbst  fortrücken,  so  bleibt  Q  ungeändert  und 
die  entsprechenden  Geraden  g^  bestimmen  sich  durch  diess  und 
die  entsprechenden  S  oder  R.  Man  hat  dann  die  Kegelfläche 
und  die  Schnittebene  durch  ein  Büschel  von  Hilfsebenen  ge- 
schnitten, dessen  Scheitelkante  eine  durch  M  gehende  Parallele 
MQ  zur  Leitcurvenebene  ist. 

Lässt  man  dagegen  g  sich  um  einen  Punkt  R  der  Gegen- 
axe  r  drehen,  so  werden  die  g^  einander  parallel  —  nämlich 
parallel  MR  —  und  man  hat  die  Kegelfläche  und  die  Schnitt- 
ebene durch  ein  Büschel  von  Hilfsebenen  geschnitten,  welches 
eine  durch  M  •  gehende  Parallele  zur  Schnittebene  MR  zur 
Scheilelkante  hat.  So  kommt  in  Form  der  Gesetze  der  CoUi- 
neation  das  allgemeine  Princip  der  darstellenden  Geometrie 
für  die  Bestimmung  der  Durchschnitte  von  Flächen  zur  Ver- 
wendung: Die  gegebenen  Flächen  durch  ein  System  von 
Hilfsflächen  solcher  Art  und  Lage  zu  schneiden,  dass  ihre 
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Schnitte  mit  jenen  leicht  ermittelt  werden  können ;  da  diese 
dann  als  ihre  gemeinsamen  Punkte  Punkte  der  Durchschnitts« 
form  liefern.  (Vergl.  als  erste  Anwendungen  diese» Princips  die 
Constnictionen  für  die  Schnittlinie  von  Ebenen  §§8.;  5  u.  51.) 
Man  kann  insbesondere  z.  B.  R'  oder  Q'  in,  die  Schnitt- 
punkte der  Parallelen  zur  Axe  x  aus  Bf  mit  /  respective 
q  legen  und  erhält  dann  für  die  g{  (Fig.  134.)  oder  g  zur 
Axe  X  parallele  Gerade,  im  ersten  Falle  auch  für  die  g('  Pa- 
rallelen zur  Spur  s^  der  Schnittebene. 


Ifig.  13«. 


Ist  g  eine  Tangente  von  Z,  so  wird  g^  die  entsprechende 
Tangente  der  Schnittcurve. 

Wenn  die  Leitcurve  L  die  Gegenaxe  r  ihres  Systems 
schneidet,  so  liegen  die  entsprechenden  zu  diesen  Punkten 
im  .System  der  Schnittcurve  unendlich  fern;  sie  sind  nämlich 
die  Richtungen  der  nach  jenen  Punkten  der  Gegenaxe  r  ge- 
henden Strahlen  aus  dem  Collineationscentrum.  Die  Schnitt- 
curve hat  also  so  viele  unendliche  Aeste  (Fig.  135.),  als 
Schnittpunkte  von  der  Leitcurve  L  mit  der  Gegenaxe  ihrer 
Ebene  gebildet  werden  und  zwar  in  den  Eichtungen  der  zu 
diesen  Punkten  gehörigen  Kegel-Erzeugenden.  Den  Tangen- 
ten der  Leitcurve  in  jenen  Schnittpunkten  entsprechen    die 
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Asymptoten  der  Schnittcure.  Jone  Erzeugenden  des  Kegels 
sind  die  zur  Scbnittebene  parallelen,  d.i.  in  einer  Paraliel- 
obene  zu  ihr  durch  die  Spitze  gelegenen;  diese,  die  Asymp- 
toten, sind  die  Durchschnittslinien  der  Schnittebene  mit  den 


Flg.  135. 


Tangentialebenen,  welche  den  Kegel  längs  dieser  Erzeugenden 
berühren. 

1)  Man  construiere  für  einen  durch  Spitzeilfund  ebene 

Leitcurve  L  bestimmten  Kegel    die    erste  Spur   S/. 

Die  Figuren  134.,  135.  zeigen  das  Verfahren. 

2)  Man  construiere  den  Schnitt  eines  durch  Spitze  und 
Spur  bestimmten  Kegels  mit  einer  projicierenden 
Ebene. 

« 

3)  Man  construiere  die  zweite  Spur  S.^^  eines  durch  die 
Projectionen  der  Spitze  M'j  M"  und  seine  erste  Spur 
bestimmten  Kegels  und  interpretiere  die  Construction 
im  Sinne  der  collinearen  Beziehung.  Die  Figur  136. 
giebt  die  Ausführung.  Man  zeige  die  Identität  des 
Verfahrens  mit  dem  der  Bestimmung  der  verti- 
calen  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden.  (§  64.;  1.) 
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4)  Es  soll  ebenso  der  Schnitt  mit  der  Halbiemngsebcne 
Hj'  verzeichnet  werden. 

5)  Wie  gestaltot  sieh  die  Construction  der  Projectioncn 
der  Schnittcurve  mit    einer  beliebigen  Ebene,   wenn 


der  Kegel  durch  die  Projectioncn  der  Spitze  M',  M' , 
die  beiden  ersten  Spuren  der  Ebene  und  die  Protec- 
tion i"  der  Leitcurve  L  gegeben  ist? 

6)  Eine  Kegelfläche  ist  durch  die  Projectioncn  der  Spitze 
und  der  in  der  flalbierungsebene  H^'  gelegenen  Leit- 
curve  bestimmt;  man  soll  ihren  Schnitt  mit  einer 
Ebene  construieren. 

7)  Man  zeige,  wie  die  Construction  der  Collineationsaxo 
und  der  Gegenaxen  sich  gestaltet,  wenn  die  Schnitt- 
ebene  durch  eine  Gerade  und  einen  Punkt  ausserhalb 
derselben  etc.  bestimmt  ist. 

8)  Man  construiere  für  einen  durch  seinen  Normalschnitt 
bestimmten  Cylinder  die  zweite  Spur. 

!l)  Man  construiere  die  Projectioncn  für  den  Komial- 
schnitt  eines  durch  eine  Spur  und  die  Richtung  der 
Erzeugenden  bestimmten  Cylinders. 
10)  Welche  Bedingung  rauss  die  Schnittebene  erfüllen, 
damit  sie  eine  gegebene  Kegelflächo  in  einer  Curve 
schneidet,  die  einen  parabolischen  Ast  besitzt?    Kann 
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dieser  in  einer,  bestimmten  Richtung  der  ersten  oder 
zweiten  Projectionsebene  liegen? 

11)  Der  SatZ;  dass  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Curven 
gleiche  Asymptotenrichtungen  besitzen;  ist  aus  dem 
Entwickelten  zu  erläutern. 

12)  Man  discutiere  die  Gestalt,  welche  die  Resultate  des 
Textes  annehmen  für  den  Fall  des  ebenen  Schnittes 
zwischen  einer  durch  Spitze  und  Spur  in  Central- 
projection  bestimmten  Kegelääche  mit  einer  durch 
Spur  und  Fluchtlinie  gegebenen  Ebene.  (Vergl.  Fi- 
gur 133.) 

13)  Man  zeige  endlich,  dass  die  entwickelte  Constructions- 
methode  auch  unverändert  anwendbar  bleibt  für  den 
Schnitt  Z/  einer  durch  Spur  $2  und  Fluchtlinie  5'2'S^gö" 
benen  Ebene  mit  einer  Kegelfläche,  die  durch  eine  Leit-^ 
curve  Z'  in  gegebener  Ebene  jj,  g^'  und  ihre  Spitze  M 

Flg.  137. 


^- Vi' 

Jl'       /  «• 


bestimmt  ist  —  wobei  natürlich  die  CoUineationsaxe 
5'  und  die  beiden  Gegenaxen  g\  r  sich  als  Liiiien  von 
einerlei  Fluchtpunkt  ip,' darstellen.  Einer  Geraden  gf' 
(Fig.  137.)  in  der  Ebene  von  Z,  deren  Bild  g  die  CoUi- 
neationsaxe s'  in  S',  die  Gegenaxe  r  in  R'  trifft,  entspricht 
eine  Gerade  g^ ,  deren  Bild  g{^  von  S'  nach  dem  Punkte 
R^2   d^r  Fluchtlinie  g^   geht,  der   in  M*  ä'  liegt  und 
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auch  durch  den  Punkt  jß'  der  Geraden  g',  der  mit 
M'  und  dem  Schnittpunkt  von  g  mit  q^'  in  einem 
Strahl  liegt.     Warum? 

Durch  welche  Specialisierungen  kann  die  Construc- 
tion  vereinfacht   werden?      Welche  Mängel  hat   die 
Disposition  der  Figur  und  wie  sind  sie  zu  vermeiden? 
14)  Man  erörtere  das  Entsprechende  für  den  Schnitt  eines 
Cylinders  von  gegebener  Leitcurve  in  schräger  Ebene. 
67.  Auch  die  directe  Bestimmung  der  wahren  Ge- 
stalt  der    ebenen  Schnittcurve  einer  Kegelfläche^ 
welche  durch  Spitze  und  ebene  Leitcurve  insbesondere  Spur 
gegeben  ist;  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen. 

Denn  wenn  zwei  ebene  Systeme  für  ein  Centrum  M  in 
perspectivischer  CoUineation  sind^  so  bleiben  sie  perspectivisch 
collinear  auch  bei  der  Drehung  der  einen  Ebene  um  die  Durch- 
schnittslinie von  beiden  und  beim  Zusammenfallen  beider 
Ebenen;  die  Umlegung  des  Centrums  mit  der  zur  gedrehten 
Ebene  Parallelen  aus  ihm  in  die  andere  Ebene  ist  das  Cen- 
trum der  perspectivischen  CoUineation  der  vereinigten  Sys- 
teme. Die  Gegenaxe  im  Systeme  der  festen  Ebene  bleibt 
unverändert;  die  Umlegung  der  Geraden^  in  welcher  die  Pa- 
rallelebene aus  dem  Centrum  zur  festen  Ebene  die  zu  dre- 
hende Ebene  schneidet;  ist  die  Gegenaxe  im  System  der 
Letztern.  In  Fig.  138.  ist  diese  Construction  ausgeführt;  zu 
g'  ist  (^i);  zu  i  ebenso  (/j)  gefunden.  Man  kann  also  direct 
durch  die  Beziehungen  der  perspectivischen  CoUineation  die 
Umlegung  der  Schnittcurve  einer  Ebene  mit  der  Eegelfläche 
in  die  Ebene  ihrer  Leitcurve  construieren  —  direct;  d.  h.  ohne 
vorhergehende  Construction  der  Projectionen  der  Schnitt- 
curve; somit  im  Falle  der  in  einer  Projectionsebene  gelege- 
nen Leitcurve  oder  der  zu  einer  solchen  parallelen  'die  wahre 
Gestalt  der  Schnittcurve;  ohne  vorher  die  Projectionen  der- 
selben ermitteln  zu  müssen.  Im  andern  Falle  wird  aus  jener 
Umlegung  in  die  Ebene  der  Leitcurve  nach  bekannten  Me- 
thoden auch  zur  wahren  Gestalt  überzugehen  sein.  Diese 
Betrachtungen  gelten  ebenso  für  die  centrale  wie  für  die 
Parallelprojection. 

Die  für  Cylinderflächen  nöthige  Modiäcation  ergiebt  sich 
einfach;  da  auch  zwei  perspectivisch  affine  ebene  Systeme  ihren 
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Obaracter  Iteibebalten ,  wenn  man  das  eine  um  die  Schnitt- 
linie ihrer  Ebenen  bis  zum  Zusammenfallen  der  Letztern 
dreht  und  da  femer  zwei  affine  Systeme  in  perspectiviseher 
Lage  durch  das  eine  von  ihnen,  ihre  Axe  und  ein  Paar  von 
entsprechenden  Punkten  bestimmt  sind. 


1)  Man  verzeichne  die  wahre  Gestalt  des  Schnittes  einer 
Kegelfläche,  dessen  Ebene  durch  einen  gegebenen 
Punkt  derselben  normal  zn  ihrer  entsprechenden  Er- 
zeugenden gelegt  wird. 

2)  Die  wahre  Gestalt  des  Normalscbnittes  einer  Cylin- 
derlläche  von  gegebener  Spur  und  Richtung  der  Er 
zeugenden  soll  conetruiert  werden. 

68.  Ist  der  betrachtete  Kegel  ein  Kegel  zweiter  Ord- 
nung und  Classe  oder  kurz  vom  zweiten  Grade,  so 
dass  zu  seiner  Bestimmung  seine  Spitze  und  fünf  Punkte  oder 
Tangenten  einer  ebenen  Ijfeitcurve,  d.  h.  fünf  Erzeugende 
(nicht  zu  drei  in  einer  Ebene)  oder  fünf  Tangentialebenen 
(nicht  zu  drei  durch  einen  Punkt  ausser  der  Spitze)  oder  was 
dein  äquivalent  ist  (vergl.  §  27.;  7.)  genügen,  so  erhält  man 
aus  diesen  Bestimmungs stücken  auch  die  Projet^tionen  der 
Sehnittcurve  und  die  wahre  Gestalt  derselben. 
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Für  diese  Kegel  gelten  die  Erzeugungsweisen:  Zwei 
projectivische  Ebenenbüschel  von  sieh  schneiden- 
den Scheitelkanten  liefern  durch  den  Schnitt  der 
Paare  entsprechender  Ebenen  die  Erzeugenden 
eines  Kegels  zweiter  Ordnung;  zwei  projectivische 
Strahlbüschel  von  einerlei  Scheitel  aber  verschie- 
den Ebenen  erzeugen  durch  die  Verbindungsebe- 
nen entsprechender  Strahlenpaare  die  Tangential- 
ebenen eines  Kegels  zweiter  Classe.  Jeder  Kegel 
zweiter  Ordnung  ist  von  der  zweiten  Classe  und  umgekehrt. 
(Vergl.  §  88.;  8.) 

Ferner  die  Sätze:  Sechs  Erzeugende  einer  Kegelääche 
zweiter  Ordnung  bilden  die  Kanten  einer  sechsseitigen  Ecke, 
in  welcher  die  drei  Durehschnittslinien  der  gegenüberliegenden 
Flächenpaare  sich  in  einer  Ebene  befinden.  (§  27.)  Sechs 
Tangentialebenen  einer  Kegelfiäche  zweiter  Classe  bilden  die 
Flächen  einer  sechsseitigen  Ecke,  in  welcher  die  drei  Ver- 
bindungsebenen der  gegenüberliegenden  Kantenpaare  sich  in 
einer  Geraden  schneiden.  (§  28.)  (PascaPsches  Sechs- 
kant;  Brianchon'sche  sechsseitige  Ecke.)  So  wie 
sich  diese  Entstehungsarten  und  Sätze  von  den  Curven  zwei- 
ter Ordnung  und  Classe  auf  die  entsprechenden  —  ihre  pro- 
jicierenden  —  Kegelflächen  übertragen,  so  geschieht  es  auch 
mit  den  Sätzen,  welche  die  Theorie  der  Pole  und  Po- 
laren constituieren.  (§  30.  f.)  Ist  in  der  Ebene  der  Leit- 
eurve  und  in  Bezug  zu  dieser  P  der  Pol  und  p  die  zugehörige 
Polare,  so  ist  der  vom  Centrum  M  nach  P  gehende  Strahl 
die  Pol-Gerade  und  die  von  M  nach  p  gehende  Ebene  die 
Polaren-Ebene  in  Bezug  auf  den  Kegel;  auf  allen  durch 
jene  gehenden  Ebenen  ist  die  Polgerade  von  der  Polarenebene 
durch  den  Kegel  d.  h.  die  entsprechenden  Erzeugenden  des- 
selben harmonisch  getrennt;  und  an  allen  aus  M  in  der  Po- 
larenebene gezogenen  Geraden  ist  sie  von  der  Ebene  nach 
der  Polgeraden  durch  den  Kegel '  d.  h.  die  entsprechenden 
Tangentialebenen  desselben  harmonisch  getrennt.  Auf  allen 
den  Geraden  insbesondere,  welche  der  Polgeraden  parallel 
sind,  werden  die  zwischen  ihren  Schnittpunkten  mit  dem 
Kegel  liegenden  Strecken  von  der  Polarenebene  halbiert  und 
man  kann  daher  die  Letztere  als  die  zur  Richtung  der  erstem 
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conjugierte  Diametralebene  und  jene  als  den  zur  Stel- 
lung der  Letzteren  conjugierten  Durchmesser  der  Fläche 
benennen.  (§  34.)  Für  alle  von  M  ausgehenden  Strahlen  in  der 
Polarenebene  gehen  die  Polarenebenen  durch  den  ihr  conjugier- 
ten Durchmesser  oder  die  ihr  entsprechende  Polgerade  und 
umgekehrt.  Die  Ebenen  durch  einen  von  M  ausgehenden 
Strahl  ordnen  sich  in  Paare  je  aus  zwei  solchen  Ebenen;  dass 
jede  die  Polarenebene  der  Strahlen  durch  M  in  der  andern 
ist;  die  Strahlen  in  einer  von  M  ausgehenden  Ebene  sO;  dass 
von  den  Strahlen  jedes  Paares  jeder  die  Polarlinie  der  Ebenen 
durch  den  andern  ist.  Jene  Paare  bilden  ein  involutorisches 
Ebenenbüschel  harmonischer  PolarenebeneU;  diese 
ein  involutorisches  Strahlenbüschel  harmonischer 
Polarlinien  in  Bezug  auf  die  Kegelfläche-,  die  Dop- 
pelebenen des  ersten  sind  die  Tangentialebenen  der  Kegel- 
fläche durch  jenen  Strahl ,  die  Doppelstrahlen  des  letzteren 
die  Erzeugenden  der  Kegelfläche  in  dieser  Ebene. 

Alles  diess  ist  die  einfache  Uebertragung  der  Sätze  von  den 
Kegelschnitten  in  den  projicierenden  Kegel,  begründet  durch 
den  allgemeinen  SatZ;  dass  Doppelverhältnisse,  also  auch  In- 
volutionen, etc.  durch  Projection  nicht  geändert  werden  und 
im  Schein  dieselben  sind  wie  im  Schnitt. 

Von  diesen  Sätzen  aus  werden  wir  in  wesentlich  allge- 
meiner Art  später  (§  96.),  wo  der  Erfolg  ein  umfassenderer 
sein  kann,  beweisen,  dass  für  jede  Kegelfläche  zweiten  Gra- 
des drei  Durchmesser  existieren,  die  zu  ihren  conjugierten 
Diametralebenen,  den  Ebenen  der  jedesmaligen  beiden  andern, 
normal  sind,  —  die  Hauptaxen  oder  Axen  des  Kegels,  die 
Verbindungsebenen  ihrer  Paare  die  Hauptebenen  desselben 
—  und  dass  es  in  Folge  dessen  stets  zwei  Stellungen  von 
Ebenen  giebt,  die  Richtung  einer  jener  Axen  enthaltend, 
welche  die  Kegelfläche  nach  Kreisen  schneiden  —  diecycli- 
schen  Ebenen  des  Kegels —  Ebenen  durch  die  Spitze,  für 
welche  die  in  ihnen  liegenden  Involutionen  harmonischer  Po- 
larlinien rechtwinklig  sind  (§  34. ;  14.)  *,  dass  anderseits  ebenso 
zwei  gerade  Linien  durch  die  Spitze  existieren,  für  welche  die 
durch  sie  gehenden  Involutionen  harmonischer  Polarebenen  recht- 
winklig sind  (§35.),  die  Fo  call  inien  des  Kegels;  dass  endlich 
speciell  der  Fall  eintreten  kann,   es  werden  zwei  jener  drei 
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Hanptaxen  in  der  Normalebene  der  dritten  und  damit  zwei 
Hauptebenen  durch  die  Normale  der  dritten  unbestimmt,  wäh- 
rend zugleich  in  der  Stellung  der  einen  bleibenden  Haupt- 
ebene die  beiden  Stellungen  der  Kreisschnittebenen  und  in 
der  Richtung  der  bleibenden  Hauptaxe  die  der  Focalstrahlen 
sich  vereinigen.  Dieser  besondere  Fall  ist  der  des  geraden 
Kreiskegels  oder  des  Rotationskegels;  für  die  hier 
vorzunehmende  Behandlung  desselben  genügt  die  bekannte 
Thatsache  seiner  Erzeugung. 

Endlich  übeiliragen  sich  die  vorigen  Erörterungen  im 
Wesentlichen  auf  die  Cylinderflächen  zweiten  Grades; 
als  fipeciellste  Art  derselben  treflFen  wir  wieder  den  geraden 
Kreiscylinder  oder  Rotation«cylinder  an. 

69.  Der  gerade  Kreiskegel  oder  Rotationskegel  hat 
die  gerade  Linie  von  seiner  Spitze  M  nach  den  Mittelpunkten 
seiner  kreisförmigen  Schnitte  oder  die  Normale  der  Ebenen 
derselben  zur  Hauptaxe  und  besitzt  in  Folge  seiner  Ent- 
stehung die  besonderen  Eigenschaften: 

1)  Alle  seine  Erzeugenden  sind  gegen  die  Axe 
gleich  geneigt;  unter  demselben  Winkel;  den  auch 
seine  Tangentialebenen  mit  ihr  bilden;  der  Comple- 
mentwinkel  dieses  Letzteren  ist  der  Neigungswinkel  der 
sämmtlichen  Erzeugenden  und  Tangentialebenen  gegen  die 
einander  parallelen  Ebenen  der  Kreisschnitte. 

2)  Alle  Erzeugenden  des  Rotationskegels  haben 
zwischen  zwei  zur  Axe  normalen  Querschnitten 
desselben  gleiche  Länge;  insbesondere  sind  die  Strecken 
aller  Erzeugenden  zwischen  der  Spitze  und  einem  Kreisschnitt 
gleich  lang.  Alle  Tangentialebenen  des  Rotations- 
kegels haben  zwischen  zwei  Normalebenen  zu  sei- 
ner Axe  gleiche  Breite.    (Vergl.  §§  1.,  2.  §  3.;  3.) 

Diese  Eigenschaften  finden  hier  —  sie  sind  für  manche 
elementare  Probleme  (vergl.  §  10.;  8.  §  54.;  14,  15.)  bereits 
zur  Anwendung  gekommen;  oder  lassen  sich  doch  für  solche 
(§  54.;  20;  21.)  benutzen  —  Verwendung  zur  Lösung  folgender 
Aufgaben : 

a)  Construiere  diejenigen  Erzeugenden  eines  belie- 
bigen durch  die  Spitze  M  und  eine  ebene  Leitcurve  X;  ins- 
besondere eine  Spur,  gegebenen  Kegels; 
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1)  welche  mit  der  Ebene  der  Leitcurve  einen 
gegebenen  Winkel  ß  machen; 

2)  welche  zwischen  Spitze  und  Leitcurvenebene 
eine  vorgeschriebene  Länge  /  haben. 

Die  gesuchten  Erzeugenden  sind  diejenigen  ^  welche  der 
gegebene  Kegel  mit  einem  Kotationskegel  von  derselben  Spitze 
M  gemein  hat,  dessen  Axe  die  Normale  MN  der  Leitcurven- 
ebene ist  und  dessen  Basiskreishalbmesser  sich  im  Falle  1)  aus 
der  Kathete  MN  nnd  dem  Winkel  ß  als  ihrem  GegenAvinkel 
als  zweite  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  bestimmt; 
während  er  im  Falle  2)  aus  der  Kathete  MN  und  der  gege- 
benen Länge  /  als  Hypotenuse  ebenfalls  als  zweite  Kathete 
gefunden  wird.  Die  dem  Kreise  E  und  der  Leitcurve  L  ge- 
meinschaftlichen Punkte  sind  in  jedem  Falle  die  Fusspunkte 
der  gesuchten  Erzeugenden  in  der  Leitcurvenebene,  und  be- 
stimmen sie. 

b)  Construiere  diejenigen  Tangentialebenen  eines 
durch  Spitze  M  und  ebene  Leitcurve  L  (insbesondere  Spur) 
gegebenen  Kegels, 

1)  welche  mit  der  Ebene  der  Leitcurve  einen 
vorgeschriebenen  Winkel  «  machen; 

2)  welche  zwischen  Spitze  und  Leitcurvenebene 
eine  gegebene  Breite  b  besitzen.  Wenn  die  vermitteln- 
den Rotationskegel  wie  vorher  bestimmt  sind  (a  statt  ß  bei 
1),  so  erhält  man  die  gesuchten  Tangentialebenen  durch  ihre 
Schnittlinien  mit  der  Leitcurvenebene,  welche  die  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  Leitcurve  L  mit  dem  Grundkreis 
£  des  Rotationskegels  sind.  Die  Modificationen  dieser  Con- 
structionen  für  den  Fall,  wo  die  Neigung  gegen  eine  beliebige 
von  der  Leitcurvenebene  verschiedene  Ebene  oder  die  Länge 
respective  Breite  bis  zu  derselben  vorgeschrieben  ist,  ergeben 
sich  leicht. 

Für  den  geraden  Kreiscylinder  sind  die  Erzeugenden 
und  Tangentialebenen  zur  Ebene  eines  Kreisschnittes  normal 
und  zwischen  je  zwei  Kreisschnitten  von  gleicher  Länge  re- 
spective Breite.  Die  vorigen  Constructionen  liefern  auch  die 
zu  einer  gegebenen  Ebene  normalen  Erzeugenden  und  Tan- 
gentialebenen einer  Kegeliläche,  oder  die  von  der  geringsten 
Länge  respective  Breite  zwischen  jener  und  der  Spitze. 
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1)  Die  Tangentialebene  des  geraden  Kreiskegels  ist  nor- 
mal zu  der  Ebene,  welche  die  Berübrungserzeugende 
mit  der  Axe  desselben  bestimmt;  oder  die  Erzeugen- 
den sind  die  orthogonalen  Projectionen  der  Axe  auf 
die  zugehörigen  Tangentialebenen.  Alle  Normalen 
des  Kotationskegels  schneiden  die  Axe. 

2)  Die  Construction  a)  der  Schnittpunkte  des  Rotations- 
kegels von  der  Spitze  My  dem  Mittelpunkt  iV  und 
dem  Halbmesser  r  seines  Kreisschnittes  K  mit  einer 
Geraden  g  und  die  Construction  b)  der  Tangential- 
ebenen eines  solchen  Kegels  durch  einen  Punkt  P 
kann  insofern  modificiert  werden,  als  man  im  Falle 
a)  die  Schnittlinie  g*  der  Ebene  Mg  mit  der  Ebene 
des  Kreises  K  in  eine  Parallelebene  zur  ersten  Pro- 
jectionsebene  durch  die  Spitze  M  z.  B.  umlegt  und 
dort  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Kreis  bestimmt,  die 
dann  wieder  aufgerichtet  die  Kegelerzeugenden  der 
Schnittpunkte  geben;  und  als  man  im  Falle  b)  den 
Schnittpunkt  P*  der  Geraden  MP  mit  jener  Ebene 
des  Kreises  K  in  eine  solche  Parallelebene  durch  den 
Mittelpunkt  N  umlegt  und  dort  seine  Tangenten  mit 
dem  besagten  Kreise  bestimmt,  die  dann  wieder  auf- 
gerichtet die  Spuren  der  Tangentialebenen  in  der 
Kreisebene  und  die  entsprechenden  Berührungserzeu- 
genden liefern. 

3)  Eine  besonders  wichtige  Specialfonn  der  Aufgabe  2**) 
ist  die  Construction  der  Umrisse  eines  Kota- 
tionskegels: Der  Punkt  P  ist  das  Centrum  der 
Projection;  insbesondere  im  Falle  der  orthogonalen 
Parallelprojection  ist  er  für  den  Umriss  in  der  ersten 
Projection  die  Richtung  der  Axe  OZ^  für  den  in  der 
zweiten  die  Richtung  vonOF,  in  der  dritten  die  vonöX 

Diese  Aufgabe  wird  -daher  a)  für  Orthogonal- 
projection  wie  folgt  behandelt  (Fig.  139.).  Zur 
Bestimmung  des  ersten  Umrisses  führt  man  eine  zur 
Axe  JlfiV  parallele  oder  sie  enthaltende  zweite  Pro- 
jectionsebene  ein,  bestimmt  in  jilf",  ,iV"  die  neuen 
Projectionen  des  Scheitels  und  Grundkreismittelpunk- 
tes und  legt  durch  jiV"  die  zu  (M!\V  normale  Ebene 
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des  Grundkreises  K^  die  in  ^D"  die  erste  projicierende 
Linie  von  M  schneidet.  Die  Tangenten  von  hier  an 
den  Grundkreis  K  bestimmen  in  diesem  als  ihre  Be- 
rührungspunkte A^  B  die  Punkte  der  Kegelerzeugen- 
den,   deren   erste  Projectionen  A,  B^  die   gesuchten 

Fig.  139. 


Umrisslinien  bilden.  Die  zweiten  Projectionen  Ä%  ff' 
dieser  Punkte  begrenzen  eine  zur  Axe  OX  parallele 
Sehne  in  der  Ellipse,  welche  die  zweite  Projection 
des  Grundkreises  ist. 

In  analoger  Weise  bestimmt  man  den  zweiten 
Umriss  des  Kegels  und  damit  die  Endpunkte  C^  ff 
einer  zur  Axe  OJT*  parallelen  Sehne  der  ersten  Pro- 
jection seines  Grundkreises. 

Wie  kann  man  aus  der  Construction  des  ersten 
Umrisses  in  3')  den  zweiten  Umriss  der  Kegelfläche 
ableiten  ? 

b)  in  Centralprojection,  wo  als  gegeben 
vorausgesetzt  wird  (Fig.  140.)   die  Axe  des   Kegels 
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durch  ihren  Durchstosspunkt  S  und  ihren  Fluchtpunkt 
0',  die  Bilder  iHT,  iV  der  Spitze  und  des  Leitkreis - 
mittelpunktes  in  ihr  und  der  Halbmesser  r  des  Leit- 
kreises oder  das  Bild  r  desjenigen  Halbmessers  NE=:  NF 
desselben,  welcher  zur  Bildebene  also  auch  zur  Flucht- 
linie q'  der  zur  Axe  normalen  Ebenen  parallel  ist  — 

Fig.  140. 


ver&hrt  man  in  folgender  Weise.  Man  bestimmt  den 
Schnittpunkt  D  der  projicierenden  Linie  von  M  mit 
der  Basisebene  des  Kegels  und  legt  ihn  sammt  dem 
Grundkreise  K  in  die  durch  den  Mittelpunkt  des 
Letzteren  gehende  Parallelebene  zur  Tafel  um^  ver- 
zeichnet dort  die  Tangenten  von  (D)  an  (K)  und  führt 
ihre  Berührungspunkte  (A),  {B)  in  die  Basisebene  zu- 
rück. Sie  bestimmen  die  Bilder  A'M',  ff  M'  der  Um- 
risserzeugenden. 

Jede  zur  Ebene  von  K  parallele  Ebene^  also  auch 
die  projicierende  Parallelebene  derselben  Cq  lässt  sich 
zu  demselben  Zwecke  verwenden;  an  die  Stelle  des 
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Kreises  K  tritt   dann    der    dieser  Ebene   angehörige 
Kreisschnitt  des  Kegels. 
4)  Wenn  man  in  den  Punkten  des  Kreises  K  vom  ge- 
raden Kegel  Mj  iV,  r  auf  seinen  entsprechenden  Tan- 
gentialebenen die  Normalen  errichtet  (vergl.  Fig.  139.), 
so    schneiden    dieselben    die  Axe  iü/iV  in   demselben 
Punkte  itf*   und  sind   zwischen  ihr  und  dem  Kreise 
von  gleicher  Länge  /*.    Diejenigen  unter  ihnen,  welche 
zu  den  Tangentialebenen  der  Umrisskanten  gehören, 
sind  der    bezüglichen  Projectiensebene    parallel   und 
erscheinen  in  ihr  in  wahrer  Länge  und  rechtwinklig 
zu  den  bezüglichen  Projectionen  der  Umrisskanten. 
Bestimmt  man  also  in  2")  in  der  Hilfsprojection  den 
Punkt  M*  und    die  Länge   /*  der  Erzeugenden  des 
Normalenkegcls ,  so  genügt  es  nun  zur  Bestimmung 
des  ersten  Umrisses,  rechtwinklige  Dreiecke  M'  M*'Äj 
M! M^'  B^  von  gegebener  Hypothenuse  MM*'  und  ge- 
gebener Kathete  M^'Ä  =  /*  zu  construieren ;  mit  leicht 
angebbaren  Veränderungen  für  den  zweiten  Umriss. 
Lässt  sich  aus  diesen  Bemerkungen  ein  Vortheil  für 
die  Centralprojection  ziehen? 
70.  Für  die  Darstellung  des  ebenen  Querschnitts 
eines  geraden  Kreiskegels  denken  wir  die  Projections- 
ebenen  so  gewählt  oder  so  transformiert,  dass  die  eine  z.  B. 
die   erste  normal  zu  seiner  Axe  und  die  andere,  sagen  wir 
die  zweite,  normal  zur  Schnittebene  liegt  —  was  immer  mög- 
lich ist. 

Wir  wenden  sodann  zur  Construction  a)  der  ersten  Pro- 
jection  der  Schnittcurve  —  die  zweite  Projection  fällt  in  «j 
zwischen  die  zweiten  Umrisslinien  der  Kegelääche  —  die 
Methode  des  §  66.  an,  wie  sie  in  der  Figur  14L  durchgeführt 
ist.  Sie  giebt  den  Grundriss  der  hyperbolischen  Schnittcurve 
für  einen  Kegel,  dessen  Axe  in  der  Aufrissebenc  liegt. 

Die  Construction  b)  der  wahren  Gestalt  geschieht  nach 
§  67.,  indem  man  für  die  nämliche  Collineationsaxe  und  Ge- 
genaxe  r  im  System  des  Kreises  die  Umlegung  der  Spitze  ilf 
mit  der  sie  enthaltenden  Parallelebene  zur  Schnittebene  als 
CoUineationscentrum  benutzt.  Sic  kann  natürlich  auch  durch 
Umlegung  der  durch  ihre  Projectionen  bestimmten  Schnitt- 
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curve  in  eine  der  Parallelebenen  zu  den  Projectionsebenen 
XOYy  XOZ  geschehen,  welche  durch  ihre  respectiven  Axen 
gehen. 

1)  Man  characterisiere  die  Lage  der  Hauptaxen  des  Ke- 
gelschnitts durch  die  gegebene  Lage  der  Schnittebe'ne 
und  der  Kegelfläche.  Wie  erhält  man  die  Scheitel- 
punkte und  Scheitel tangenten  der  ersten  Projection 
der  SchnittcurveV 

2)  Die  erste  Projection  der  Spitze  M'  ist  ein 
Brennpunkt  der  ersten  Projection  der  Schnitt- 
en rve,  als  Centrum  der  CoUineation  zwischen  diesem 
Kegelschnitt  und  einem  aus  ihm  beschriebenen  Kreise 

Fig.  Ul. 


(§  35.);  die  erste  Projection  der  Schnittlinie  zwi- 
schen der  durch  M  gehenden  Parallelebene  zu  XOY 
und  der  Schnittebene,  d.  h.  die  Gegenaxe  q  entspricht 
ihm  als  Directrix.    (Vergl.  Fig.  141.) 

3)  Man  bestimme  für  die  wahre  Gestalt  der  Schnittcurve. 
die  Scheitel  und  die  Axen. 

4)  Die    Brennpunkte    Gy  H  der   wahren  Gestalt 
ergeben  sich  als  die  Berührungspunkte  der 
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Schnittebene  mit  denjenigen  Kugeln^  welche 
zugleich  den  Rotationskegel  selbst  nach  ei- 
nem Kreisschnitt  berühren.*) 

In  der  That  gelten  für  diese  Punkte  G  und  H 
die  bekannten  Eigenschaften  der  Brennpunkte  (§  35.). 
Man  hat  für  einen  beliebigen  Punkt  P  des  elliptischen 
Schnittes  (Fig.  142.)  die  Kegelerzeugende  zwischen 
den  Berührungskreisen  der  vorbezeichneten  Kugeln 

Flg.  148. 


—- o— 


Li/,K-K-^^- 


R' 


N0  =  NP+PO  =  GP+  PN=  C£=^DF] 

aber     C^=  C^  +  AE=  AG  +  AH  =2  AG  +  HG, 
PF  =  PB+  BF==  BG-i-  BH  =  2Bg\-  GH, 

somit  a)  AH  =  GB  und  GP-\-  PH=  AB.  (§35.;  11.) 


*)  Diejse  und  die  folgenden  Eigenschaften  entspringen  aus  dem  Cha- 
racter  des  geraden  Kreiskegels  als  einer  Rotationsfläche,  sollen  aber  nicht 
bis  zur  allgemeinen  Behandlang  der  Rotationsflächen  verschoben  werden. 
Man  vergleiche  jedoch  das  dort  Entwickelte  besonders  auch  für  die  Con- 
struction  des  ebenen  Querschnitts  und  discutiere  den  Werth  desselben 
für  diesen  Zweck. 
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Femer  ist  für  K  und  L  als  die  Schnittpunkte  der 
Eilipsentangente  in  P  mit  den  Tangenten  der  bezeich- 
neten Kreise  in  iV  und  0  oder  der  Tangentialebene 
des  Kegels  längs  MP  mit  den  Ebenen  der  Ellipse  und 
je  eines  dieser  Kreise  respective 

l\'NPK'^t\GPK'^  /\OPL^/\HPL\  ANP^c^AOPL, 

also  b)    L  GPK  ==  L  NPJ^  =LOPL  =  L  LPH.  (§35. ;  3.) 

Und  zieht  man  von  M  die  Parallele  zur  Axe  ABy 
welche  die  Ebenen  der  Kreise  CDN  und  ^i^'O  in  5 
und  T  respective  schneidet;  so  wie  von  P  die  Parallele 
PQR  zw.  AB  bis  zum  Schnitt  mit  denselben  Ebenen 
in  Q  und  R  respective^  so  hat  man 

AMSN(yo  APQN'^  AMTOcsj  APRO] 

also  MS  :  MN  =  PQ  :  PN  ^  PQ  :  PG\ 

MT  :MO  =  PR:  PO  =  PR:  PB, 
d.  h.      c)  PQ  :  PG  =PR:  PH=const.,  (§  35.) 

und  zwar  für  die  Ellipse  >  1,  für  die  Hyperbel  <  1 
und  für  die  Parabel  =  1.  Die  Geraden  KQ,  LR  sind 
die  Directrixen  des  Kegelschnitts. 

5)  Man  erläutere  die  Modificationen  der  Entwickelung 
und  der  entsprechenden  Figur  für  den  Fall  des  hy- 
perbolischen Schnittes. 

6)  Man  entwickele  die  vorigen  Eigenschaften  für  den 
Grenzfall  der  Parabel  und  erläutere  ihre  constructive 
Benutzung. 

7)  Man  beweise  den  Satz:  Die  Scheitel  aller  der 
geraden  Kreiskegel;  aus  welchen  ein  gege- 
bener Kegelschnitt  geschnitten  werden  kann^ 
liegen  in  einem  zweiten  Kegelschnitt;  wel- 
cher die  Brennpunkte  des  ersten  zu  Scheiteln 
und  die  Scheitel  desselben  zu  Bre-nnpunkten 
hat  und  dessen  Ebene  zur  Ebene  des  ersten 
normal  ist.  Für  jeden  Punkt  des  zweiten 
Kegelschnitts  als  Spitze  ist  die  zugehörige 
Tangente  desselben  die  Axe  des  Kreiskegels. 
Die  Beziehung  solcher  zwei  Kegelschnitte  ist  eine 
gegenseitige.    Die  Punkte  des  einen  haben  sämmtlich 
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die  Eigenschaften  der  Brennpunkte  des  andern;  man 
kann  jeden  als  den  Focalkegelschnitt  des  andern 
bezeichnen. 

Die  Figur  143.  giebt  eine  Hyperbel  und  ihre 
Focal-EUipse  axonometrisch  sO;  dass  die  Ebene  JCOZ 
durch  die  Ellipse,  die  Ebene  -TOF  durch  die  Hyperbel 
begrenzt  erscheint. 

Fig.  143. 


8)  Durch  eine  gegebene  Ellipse  gehen  zwei  und  nur  zwei 
gerade  Kreiscylinder;  durch  eine  Hyperbel  ist  kein 
Kreiscylinder  möglich;  für  die  Parabel  degeneriert 
derselbe  in  ihre  Ebene. 
0)  Man  lege  durch  einen  gegebenen  Kegelschnitt  einen 
geraden  Kreiskegel  von  vorgeschriebenem  Winkel  an 
der  Spitze  und  untersuche  die  Bedingungen  der  Lös- 
barkeit dieser  Aufgabe. 
10)  Man  beweise  die  allgemeinen  Sätze:  Die  Punkte  des 
ebenen  Schnittes  von  einem  geraden  Kreiskegel  stehen 
zu  den  Kreisen,  in  welchen  zwei  demselben  einge- 
schriebene Kugeln  die  Schnittebene  schneiden,  in  der 
Beziehung,  dass  die  algebraische  Summe  der  Längen 
der  Tangenten,  die  von  ihnen  an  diese  Kreise  gehen, 
constant  ist,  nämlich  gleich  der  Länge  der  Kegeler- 
zeugenden zwischen  den  Berührungskreisen  der  ge- 
dachten Kugeln. 

Jene  Kreise  berühren  die  Schnittcurve   doppelt 

in  den  Punkten  der  Qeraden,  in  welcher  die  Ebene 

der  Schnittcurve   die  Ebenen   der   Berührungskreise 

schneidet;  etc. 

7L  Die  speciellen  Eigenschaften  des  geraden  Kreis- 

kcgels  (§  69.)  geben  der  Abwickelung  seiner  Fläche 

(§  63.)  die  bequeme  Form  durch  die  Bemerkung,  dass  der 
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Thcil  des  Mantels,  welcher  zwischen  der  Spitze  M  und  einem 
Normalschnitt  K  zur  Axe  liegt,  sich  in  einen  Krcissector  ver- 
wandelt, dessen  Halbmesser  die  Länge  der  Kegelerzeugenden 
zwischen  M  und  K  und  dessen  Bogenlänge  der  Umfang  von 
E  ist;  und  der  Abwickelung  des  geraden  Kreiscylinders  ebenso 
durch  die  Bemerkung,  dass  der  Theil  seines  Mantels  zwischen 
zwei  beliebigen  Normalschnitten  A^,  und  K^  sich  in  ein  Recht- 
eck verwandelt,  dessen  Höhe  die  Länge  der  Erzeugenden 
zwischen  IC^  und  K2  und  dessen  Breite  der  gemeinsame  Um- 
fang dieser  Kreise  ist.  Die  Abwickelung  einer  belie- 
bigen auf  der  Kegelfläche  gelegenen  Figur  wird  dann 
erhalten,  indem  man  in  hinreichend  kleinen  gleichen  Zwischen- 
räumen, gemessen  auf  einem  Kreisschnitt  des  Kegels,  Erzeu- 
gende zieht,  welche  diese  Figur  in  Punkten  ^, ,  -^j  •  •  • ;  ^1 ,  •  •  • ; 
(7|,  ••«  schneiden,  diese  Erzeugenden  in  der  Abwickelung  durch 
die  entsprechende  Gleichtheilung  des  zugehörigen  Bogens  ein- 
trägt und  auf  ihnen  die  wahren  Längen  ^^j,  MA2}  '  '  '] 
MBy,  ' '  •  abträgt.  ^ 

Auch  die  Tangenten  der  Abwickelung  der  Figur 
werden  leicht  bestimmt;  ist  /  die  Tangente  in  einem  Punkte 
P  derselben  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  und  schneidet  sie 
die  Tangente  /^  des  Kreisschnittes  K  in  dem  auf  derselben 
Erzeugenden  mit  P  gelegenen  Punkte  Pq  im  Punkte  T,  so 
bleibt  bei  der  Abwickelung  das  bei  Pq  rechtwinklige  Dreieck 
PPqT  sich  selbst  congruent  und  gelangt  in  die  Ebene  der 
Zeichnung.  Trägt  man  also  P^  und  normal  zu  MPq  die  Gerade 
Pq  T  ein,  so  ist  PT  die  Tangente  der  durch  die  Entwickelung 
transformiei*ten  Curve  in  P. 

Für  die  Abwickelung  des  geraden  Kreiskegels 
M,  K  und  seiner  Schnittcurve  mit  einer  Ebene  «],  $2 
(Fig.  144.,  p.  237.)  wird  man  von  den  Endpunkten  ^0 ,  Bq  der 
nach  den  Scheiteln  A  und  B  des  Schnittes  gehenden  Erzeugen- 
den aus  den  Kreis  lü  in  eine  durch  vier  theilbare  entsprechend 
grosse  Zahl  gleicher  Bögen  theilen  und  die  in  den  zugehörigen 
Erzeugenden  gelegenen  Punkte  des  Schnittes  sammt  den  ent- 
sprechenden Tangenten  eintragen;  ersteres  indem  man  die 
wahren  Längen  der  Erzeugenden  von  den  besagten  Punkten 
bis  zur  Spitze  durch  Drehung  derselben  bis  zum  Parallelismus 
mit  der  zur  Kegelaxe  MN  parallelen  Projectionsebene  bestimmt; 
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letzteres,  indem  man  die  Entfernungen  der  der  andern  Pro- 
JGctionsebene  angehörigen  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden 
des  Berührungspunktes  und  der  bezüglichen  Tangente  des 
Schnittes  benutzt. 

1)  Man  bestimme  die  Genauigkeit  der  Rectification  des 
Kreises  nach  folgendem  Verfahren :  Theile  den  Durch- 
messer des  Kreises  in  fünf  gleiche  Theile  und  bilde 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  aus  den  Katheten  gleich 
drei  und  sechs  solchen  Theilen  respective;  sein  Um- 
fang ist  dem  Kreisumfang  nahe  gleich. 

2)  Wenn  ein  Sector  die  Abwickelung  des  Mantels  einer 
Kegelfläche  auf  der  einen  Seite  der  Spitze  M  bis  zu 
einem  Kreisschnitt  darstellt,  so  wird  die  gleichzeitige 
Abwickelung  ihres  Mantels  auf  der  andern  Seite  von 
M  bis   zum  Kreisschnitt  vom  nämlichen  Halbmesser 

.  durch   den    Scheitelsector   von   gleichem*  Radius   ge- 
geben. 

3)  Die  Scheitelpunkte  Aj  B  der  ebenen  Schnitte  des  ge- 
raden Kreiskegels  werden  durch  die  Abwickelung 
Punkte  der  transformierten  Curve  von  der  Eigen- 
schaft, dass  die  Tangenten  der  Letztem  in  ihnen  zu 
den  zugehörigen  Radien,  d.  i.  den  Abwickelungen 
der  entsprechenden  Kegelerzeugenden  normal  sind. 
Die  Abwickelung  eines  ebenen  Schnittes  ist  eine  in 
Bezug  auf  die  Abwickelungen  der  Erzeugenden  MÄ 
und  MB  symmetrische  Curve.  (§  70.;  4'*.)  Es  ist  eine 
specielle  Folge  der  allgemeinen  Wahrheit,  dass  die 
auf  der  developpabeln  Fläche  gelegenen  Längen  und 
Winkel  durch  die  Entwickelung  ihre  Grössen  nicht 
ändern  können. 

4)  Man  erläutere  die  Entwickelung  des  geraden  Kreis- 
cylinders  mit  seinem  ebenen  Schnitte. 

5)  Man  verzeichne  die  Abwickelung  der  Asymptoten 
eines  hyperbolischen  Schnittes  für  einen  geraden  Kreis- 
kegel. 

6)  Man  erörtere  die  Gültigkeit  der  allgemeinen  für  die 
Rotationskegel  und  Rotationscylinder  gegebenen  Re- 
geln des  Abwickelungsverfahrens  für  beliebige  Kegel, 
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respective  Cylinder,  letztere  speciell  von  gegebenem 
Normalschnitt. 

Fig.  144. 


V 


1-.  I 


'  I    -«NX       / 


72.  Durch  Umkehrung  der  vorigen  Constructionen  kann 
man  von  einer  in  der  Abwickelung  des  Kegel-  oder 
Cylinder-Mantels  eingetragenen  Figur  zu  den  Pro- 
jectionen  derselben  zurück  gehen^  sowohl  für  ihre 
Punkte  als  für  ihre  Tangenten. 

Es  ist  von  besonderem  Interesse ^  dabei  die  geraden 
Linien  der  Entwickelung  zu  verfolgen.  Die  Gerade  g 
zwischen  zwei  Punkten  A  und  B  der  Entwickelung  einer 
developpabeln  Fläche  ist  die  kürzeste  Linie  zwischen  diesen 
zwei  Punkten  und  macht  mit  jeder  Erzeugenden  derselben, 
die  sie  schneidet,  zwei  gleich  grosse  Winkel.  Wenn  man  die 
Ebene  mit  der  Linie  AB  wieder  in  die  Form  der  developpa- 
beln Fläche  zurückführt;  so  verwandelt  sich  die  Gerade  g  in 
eine  Curve,  auf  der  developpabeln  Fläche,  welche  unter  allen 
zwischen  A  und  B  auf  ihr  möglichen  Curven  die  kürzeste  ist 
und  deren  auf  einander  folgende  Elemente  mit  der  jedes-  * 
maligen  durch  ihren  gemeinsamen  Endpunkt  gehenden  Er- 
zeugenden gleiche  Winkel  machen.  Die  so  entstehende  Curve 
heisst  die  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  zwischen 
den  Punkten  A  und  B. 
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Die  Schmiegungsebenc  der  geodätischen  Linie 
in  einem  ihrer  Punkte,  d.  h.  die  Ebene  der  beiden 
von  diesem  ausgehenden  Elemente  derselben  ist 
normal  zur  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem 
Punkte.  Denn  wenn  A,  By  C  drei  auf  einander  folgende 
Punkte  der  Curve  sind  und  e  die  durch  B  gehende  Durch- 
Schnittslinie  der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  Ä  und  C, 
d.  h.  die  entsprechende  Erzeugende  der  Developpabeln  ist, 
so  sind  AB  und  BC  nach  der  Eigenschaft  der  Qleichwinklig- 
keit  auf  einander  folgende  Erzeugende  eines  geraden  Kreis- 
kegels von  der  Axe  e\  die  Ebene  ABC  d.  h.  die  Schmiegungs- 
ebenc der  Curve  ist  eine  Tangentialebene  dieses  Kegels  und 
somit  (§  69.;  1.)  normal  zu  der  Ebene,  welche  die  entspre- 
chende Beriihrungserzeugende  mit  seiner  Axp  bestimmt,  d.  h. 
die  Ebene  ABC  ist  normal  zur  Ebene  AB.  e  wie  es  der  Satz 
behautet.  *) 

Diese  Betrachtung  zeigt  nun  aber  weiter,  dass  in  jeder 
auf  einer  developpabeln  Fläche  gezeichneten  Curve  auf  einan- 
der folgende  Elementenpaare  AB^  BC  vorkommen  können, 
welche  bei  der  Entwickelung  derselben  in  die  nämliche  ge- 
rade Linie  fallen,  d.  h.  welche  in  der  durch  Entwickelung 
transformierten  Curve  eine  Inflexionsstelle  bedingen,  während 
sie  auf  der  Developpabeln  Elemente  einer  geodätischen  Linie 
sind.  Und  es  gilt  der  Satz:  Der  Punkt  B  einer  auf  der 
developpabeln  Fläche  gelegenen  Curve  verwandelt 

*)  Wenn  zwei  gegebene  Punkte  ^,  C  in  verschiedenen  Ebenen  mit 
einem  Punkte  B  in  der  Schnittlinie  derselben  so  verbanden  werden  sollen, 
dass  AB-\'BC  den  kleinsten  Werth  hat,  so  müssen  AB  und  BC  mit 
der  Schnittlinie  gleiche  Winkel  einschliessen. 

In  Folge  der  allgemeinen  Gültigkeit  dieses  .Satzes  werden  die  spä- 
teren Entwickelungen  zeigen,  dass  die  Erörterung  des  Textes  für  jede 
mögliche  krumme  Fläche  gilt  und  dass  also  die  entwickelte  Eigenschaft 
der  geodätischen  Linie  allgemein  ist.  In  der  That  ist  die  geodätische 
Linie  als  kürzeste  zwischen  zwei  einander  hinreichend  nahen  Punkten 
auf  einer  beliebigen  Fläche  die  Lage  eines  zwischen  ihnen  auf  der  Fläche 
gespannten  vollkommen  biegsamen  Fadens;  in  jedem  Punkte  desselben 
wirken  die  gleichgrossen  Endspannungen  in  den  Richtungen  der  Nach- 
barelemente und  die  in  der  Ebene  dieser  letztem,  d.  h.  der  Schmiegungs- 
ebenc, gelegene  Mittelkraft  derselben  muss,  als  von  der  Fläche  voll- 
ständig aufgenommen,  in  der  Normale  derselben  durch  ihren  Fusspunkt 
wirken. 
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sich  dann  ia  einen  Inflcxionspunkt  der  trans- 
formierten Curve  in  der  Entwickelung,  wenn  die 
Schmiegungsebene  der  Curve  in  B  normal  ist  zur 
Tangentialebene  der  developpabeln  Fläche  in  B. 

Die  ebenen  Schnitte  von  Kegel-  und  CylinderHäcben  — 
als  die  einfachsten  bisher  hervorgetretenen  Curven  auf  deve- 
loppabeln  Flächen  —  werden  in  der  Abwickelung  mit  diesen 
im  Allgemeinen  Inflexionen  zeigen,  nämlich  in  den  Transfor- 
mierten derjenigen  von  ihren  Punkten  und  Tangenten,  in 
welchen  die  Scbnittebenc  zur  bezüglichen  Tangentialebene  des 
Kegels  respectivo  Cylinders  normal  ist. 

Man  findet  dieselben  für  den  Kegel  (vergl.  Fig.  144.}, 
indem  man  von  seiner  Spitze  M  die  Normale  zur  Schnitt- 
ebene t^llt,  und  durch  diese  die  möglichen  Tangentialebenen 
an  ihn  legt;  ihre  BerUhmngserzeugenden  MJ^  und  sie  selbst 
bestimmen  mit  der  Schnittebene  die  Punkte  /  und  Cteraden 
JT*,  welche  sich  in  der  Abwickelung  in  die  Inflexione punkte 
und  zugehörigen  Inflexionstangenten  der  transformierten  ver- 
wandeln. Sie  sind  in  der  Fig.  144.  in  die  Abwickelung  ein- 
getragen mittelst  der  höher  gelegenen  Hortzontalebene,  flir 
welche  die  Verticale  durch  M"  die  erste  Spur  der  Schnitt- 
ebene ist.  Für  den  Cylinder  bestimmen  die  Richtung  seiner 
Erzeugenden  und  die  der  Normalen  zur  Schnittebene  die 
Stellung  der  Tangentialebenen,  welche  in  gleicher  Weise  die 
Frage  beantworten. 

1)  Denken  wir  die  Tangentialebene  des  Kegels  längs 
der  Erzeugenden  e  normal  zur  Schnittebene  und  zur 
Projectionscbene  XOZ,  die  Erzeugende  e  selbst  pa- 
rallel zur  Axe  OZ  gemacht,  so  dass  die  Schnittcbene 
eine  zweite  projicierende  Ebene  wird,  ,^ 

nnd  sehen  wir  die  Kcgelfläche  als 
eine  Pyramide  von  sehr  schmalen 
Seitenflächen  an,  deren  vorhergehende 
und  nächstfolgende  in  9,  und  g.^  die 
Ebene  der  Erzeugenden  e  schneiden 
(Fig.  145.),  so  gelangen  die  Punkte 
A  und  C,  die  in  A"  und  C"  projicier- 
ten  zu  B  nächstbcnach harten  Punkte  der  Schnittcnrvo, 
bei  der  Umlegung  dieser  Nachbarflächen  in  die  Fläche 
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von  e  nach  {Ä)^  und  {C\  auf  entgegengetzten  Seiten 
von  «2;  dör  Tangente  der  Entwickelang. 

2)  Man  erörtere  die  Ausnahme^  welche  stattfindet^  wenn 
e  zu  ^2  normal  ist. 

3)  Man  zeige  die  Gültigkeit  dieser  Entwickelung  für 
developpable  Flächen  im  Allgemeinen. 

4)  Die  Inflexionsstellen  sind  Punkte  von  unendlich  gro- 
ssem Krümmungsradius  (§.  98.;  8.).  Die  Unter- 
suchung der  Veränderung;  welche  der  Krümmungs- 
radius einer  Curve  A^ByC*"  im  Punkte  B  durch  die 
Entwickelung  der  Developpabeln  erfährt  ^  muss  also 
auch  auf  sie  führen.    Da  die  Bogenlänge  ABC"*  sich 

nicht  ändert;  so  sind  die  Krüm- 
^«•'*«-  ,  mungsradien    indirect    propor- 

tional  den  Winkeln  y  und  /, 
welche  die  auf  einanderfolgen- 
den  Elemente  AB^  BC  der  Curve 
(Flg.  146.)  und  ihrer  transfor- 
mierten ÄB\  B'C  mit  einander 
einschliessen.    Ist  dann 

LABC=a,L{AB,e;)^ß,,L{BC,e^)  =  ß^, 
so  ist 

y  =  TT  —  a,  y=n  —  (/3,  -f  ß^ 

und  da  die  Kantenwinkel  a,  /?|,  /?2  ^i^^^r  dreiseitigen 
Ecke  angehören,  die  an  der  Kante  AB  den  Flächen- 
winkel q)  hat,  den  Neigungswinkel  der  Ebene  der  Cur- 
vcnelemenl^  ABC^  welche  in  ^  zusammenstossen,  mit 
der  Tangentialebene  in  Bj  so  ist: 

cosß^  —  cos  et  cosß, 

coscp  =sltm*  -  -  -7 :—^ —^ 

sina  stn  P| 

;••«     —  cos  (/-f  ß^)  +  cos  y  cos  ß^ 

stn  y  stn  ßi 

d.  h.  C05  flp  =  — : 

y 

oder  nach  der  indirecten  Proportionalität  dieser  Con- 
tingenzwinkel  zu  den  bezüglichen  Krümmungsradien 
hat  man  den  Satz:  Die  Krümmungsradien  einer  Curve 
und  ihrer  Transformierten  in  entsprechenden  Punkten 
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verhalten  sich  wie  der  cosinus  des  Winkels  der 
Schmiegangsebene  der  Curve  und  der  Tangential- 
ebene der  Developpabeln  zur  Einheit.  Für  <p  =  90^ 
wird  daher  der  Krümmungsradius  der  Transformier- 
ten unendlich  gross. 

5)  Man  erörtere  die  Anzahl  und  die  Bedingungen  der 
Realität  der  Inflexionen  für  die  Abwickelungen  der 
ebenen  (elliptischen^  parabolischen ^  hyperbolischen) 
Schnitte  des  geraden  Kreiskegels;  resp.  der  ellipti- 
schen des  geraden  Kreiscylinders. 

6)  Man  consfruiere  einen  ebenen  hyperbolischen  Schnitt 
des  geraden  Kreiskcgels  und  seine  Abwickelung  für 
zwei  reelle  Inflexionen  der  Letzteren. 

7)  Die  Entwickelung  des  elliptischen  Schnittes  des  Ro- 
tationscylinders  —  die  Sinusoide  —  zeigt  zwei  Scheitel- 
Punkte  J,  B,  deren  Tangenten  zu  den  Erzeugenden 
normal  sind,  und  zwei  Inflexionspunkte  J^,  J^  mitten 
zwischen  denselben.  Was  ergiebt  sich  für  die  Lage 
der  Inflexionstangenten? 

8)  Können  in  den  Abwickelungen  der  ebenen  Schnitte 
des  Rotationskegels  Doppelpunkte  oder  insbeson- 
dere Rückkehrpunkte  auftreten ?  Welches  ist  ihre 
Bedeutung? 

73.  Die  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  des 
Rotationscylinders  nennt  man  die  Schraubenlinie 
oder  Helix;  die  von  ihren  Tangenten  erzeugte  Fläche, ist 
die  developpable  Schraubenfläche. 

Als  wichtigste  Anwendung  des  Vorigen  und  als  erstes 
Beispiel  einer  gewundenen  Curve  und  allgemeinen  Develop- 
pabeln verdient  sie  eingehende  Untersuchung. 

Sind  A,  B  (Fig.  147.)  die  beiden  Punkte  der  Cylinder- 
fläche  (Schraubencylinder) ,  durch  welche  die  Schraubenlinie 
bestimmt  ist,  so  erlangt  man  ihre  Darstellung  in  Parallel- 
projection  auf  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  zur  Cylin- 
deraxe  (Schraubenaxe)  normal,  die  andere  zu  ihr  parallel 
ist,  wie  folgt:  Man  verzeichnet  in  einem  Parallelstreifen  von 
der  Breite  CD  gleich  dem  Umfang  2%r  des  Normalschnittes  K 
vom  Cylinder  (vergl.  §  7L;  1.)  die  Abwickelung  seines  Man- 
tels unter  Eintragung    der  Punkte  Ä  und  B  und   zieht  die 
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gerade  Verbindungslinie  derselben.  Man  theilt  diese  Letz- 
tere in  eine  genügend  grosse  Anzahl  gleicher  Theile,  zieht, 
durch  die  Theilpunkte  die  Erzeugenden  des  Cylinders  bis 
zum  Normalschnitt  K ^  trägt  die  Fusspunkte  derselben  in 
die  erste  Projection  von  Ä  nach  ^  hin  ein  und  bestimmt 
die  zweiten  Projectionen  der  bezüglichen  Punkte  der  Schrau- 
benlinie in  den  Perpendikeln  aus  den  ersten  zur  Axe  OX  durch 
Eintragen  der  aus  der  Abwickelung  ersichtlichen  Höhen  der- 
selben über  dem  Normalschnitt  von  dieser  Axe  aus  oder  von 
der  ihr  Parallelen,  welche  die  zweite  Projection  des  Normal- 
schnittes  darstellt.     Das   Stück  der  Schraubenlinie,  welches 

rig.  147. 
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zwischen  den  auf  einanderfolgenden  Punkten  derselben  Cy- 
linder-Erzeugenden  in  ihr  gelegen  ist,  also  C^  i>,  für  die  durch 
^^  gehende,  heisst  ein  Umgang  derselben,  oder  ein  Schrau- 
bengang. Die  Differenz  der  in  der  Erzeugenden  gemesse- 
nen Abstände  dieser  Punkte  vom  Normalschnitt ,  also 
2>^2>j  =  (7^(7,  ist  die  Ganghöhe  h  der  Schraubenlinie.  Den 
Winkel  J)^  C,  D^  ==  /?,  das  Complement  des  von  der  Schrauben- 
linie mit  der  Cylinder-Erzeugenden  eingeschlossenen  Winkels, 
nennen  wir  die  Neigung  der  Schraubenlinie.  Der  Grund- 
kreisradius r,  die  Ganghöhe  h  und  die  Neigung  ^  sind  in  der 
Relation  verbunden  2r«  •  ton/3  =  ä.  Die  äquidistanten  Pa- 
rallelen C, D, ,  CqDq,  •••  repräsentieren  die  einander  folgenden 
Schraubengänge  in  der  Abwickelung. 
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Die  aufeinander  folgenden  Gänge  der  Schraubenlinie  sind 
einander  congruent  und  da  man  jeden  beliebigen  Punkt  der- 
selben als  Anfangspunkt  eines  Ganges  betrachten  kann^  so 
sind  überhaupt  gleichlange  Stücke  der  Schrauben- 
linie einander  congruent;  oder  die  Schraubenlinie  ist 
in  sich  selbst  verschiebbar.  Sie  theilt  diese  Eigenschaft  nur 
mit  der  Geraden  und  dem  Kreis. 

1)  Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einem  Kreise  gleichförmig 
dreht,  während  dieser  selbst  bei  unveränderter  Stel- 
lung seiner  Ebene  sich  gleichförmig  so  bewegt ,  dass 
sein  Mittelpunkt  eine  zu  dieser  Ebene  normale  Ge- 
rade durchläuft,  so  beschreibt  der  Punkt  eine  Helix. 

2)  Die  schrägen  Parallelprojectionen  (Schlagschatten  für 
Sonnenlicht)  der  Schraubenlinie  auf  die  Ebene  des 
Grundkreises  Absind  Cycloiden  und  zwar  gemeine, 
verlängerte  oder  verkürzte  Cycloiden,  jenachdem  die 
projicierenden  Geraden  zur  Grundkreisebene  gleiche, 
oder  grössere  oder  kleinere  Neigung  haben  als  die 
Schraubenlinie  selbst.     (Vergl.  §§  82.;  3.;  84.;  3.) 

3)  Alle  Parallelprojectionen  der  Schraubenlinie  —  ortho- 
gonale und  schräge  auf  beliebiee  Ebenen  —  sind  af- 
fine Figuren  von  Cycloiden. 

4)  Man  erläutere  an  der  orthogonal-axonometrischen  Dar- 
stellung in  Tafel  L,  §  74.;  10.  die  Form  der  Schrau- 
benlinien S  und  D,  von  denen  die  eine  Inflexionen,  die 
andere  Doppelpunkte  zeigt.  Beide  haben  gleiche 
Ganghöhe  und  verschiedene  Grundkreisradien.  Für 
eine  zwischen  den  Letzteren  liegende  Grösse  des 
Grundkreisradius  würde  das  Bild  der  Schraubenlinie 
von  derselben  Ganghöhe  Rückkehrpunkte  zeigen.  Wie 
wäre  dieselbe  zu  ermitteln? 

5)  Die  zweite  Projection  der  Schraubenlinie  besitzt  In- 
flexionen in  allen  den  Punkten,  welche  in  der  zwei- 
ten Projection  ihrer  Axe  liegen ;  die  zugehörigen  In- 
flexionstangenten  haben  die  Neigung  ß  gegen  die 
Axe  OX. 

6)  Die  Schmiegungsebene  der  Schraubenlinie  in  je- 
dem ihrer  Punkte  ist  normal  zur  Tangentialebene  des 
Cylinders  in  diesem  Punkte. 

16* 
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7)  Der  Erümmungskreis  und  die  Schmiegungs- 
kugel  der  Schraubenlinie  haben  für  alle  Punkte  dersel- 
ben die  nämliche  und  ein  und  dieselbe  Länge  des  Radius. 

8)  Der  Krümmungsradius  q  für  einen  Punkt  der 
Schraubenlinie  fällt  in  die  durch  ihn  gehende  Nor- 
male zur  Axe  des  Schraubency linders ;  die  Krüm- 
mungsmittelpunkte der  Schraubenlinie  bilden  so- 
mit eine  zweite  Schraubenlinie  von  derselben  Gang- 
höhe und  gleich  hoch  gelegenem  Anfangspunkt  auf 
einem  Cylinder  von  der  nämlichen  Axe  und  dem 
örundkreishalbmesser  {q  —  r). 

74.  Legt  man  durch  einen  Punkt  A  der  Schraubenlinie  in 
der  Abwickelung  den  Normalschnitt  E  des  Schranbencylinders 
und  zieht  durch  den  beliebigen  Punkt  B  derselben  die  Erzeu- 
gende; bis  sie  in  Bq  den  Normalschnitt  schneidet,  so  ist  nach 
§§  71.;  73.  die  Länge  ABq,  d.  i.  die  entsprechende  Bogenlänge 
des  GrundkreiseS;  zur  Bestimmung  der  Projection  der  Schrau- 
benlinien-Tangente in  B  zu  gebrauchen :  Man  zieht  in  Bq  die 
Tangente  des  Grundkreises  und  trägt  auf  ihr  die  wahre  Länge 
des  Bogens  BqA  in  BqSi  ab;  dann  ist  ^^  der  Durchstosspunkt 
der  fraglichen  Tangente  in  der  Ebene  des  Grundkreises. 

Man  erhält  somit  den  Ort  der  Durchstosspunkte  der  auf- 
einander folgenden  Tangenten  der  Schraubenlinie  in  der  Grund- 
kreisebene oder  in  der  Normalschnittebene  des  Schranben- 
cylinders durch  den  Punkt  A  derselben;  indem  man  in  den 
entsprechenden  Punkten  Bq  des  Grundkreises  die  Tangenten 
dieses  Letzteren  zieht  und  auf  dieselben  von  J?^  aus  die  jedes- 
malige Bogenlänge  des  Grundkreises  von  Bq  bis  A  abträgt. 
Dieser  Ort  ist  somit  die  Evolvente  des  Grundkreises 
IC  für  den  Anfangspunkt  A  (Fig.  148.);  und  zwar  ent- 
spricht von  den  beiden  Evolventen  desselben,  mit  diesem 
Anfangspunkt  die  eine  dem  von  A  aus  aufsteigenden;  die  an- 
dere dem  von  A  aus  absteigenden  Theil  der  Schraubenlinie. 

Jedem  Schraubengang  entspricht  ein  Umgang  der  Kreis- 
evolvente. Wir  sagen:  Die  Spur  der  developpabcln 
Fläche  der  Schraubenlinie  in  der  Ebene  des  Grund- 
kreises ist  von  den  Evolventen  desselben  für  den 
in  ihm  gelegenen  Punktder  Schraubenlinie  als  An- 
fangspunkt gebildet. 
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Zeichnet  man  also  für  *den  in  der  ersten  Projeetionscbene 
gelegenen  Punkt  A  der  Schraubenlinie  die  beiden  Evolventen 
des  GrundkreiseS;  so  sind  dieselben  die  besagten  Spuren  der 
developpablen  Schraubenfläche  in  dieser  Projeetionscbene;  sie 
sind  aber  zugleich  die  ersten  Projectionen  ihrer  Spuren  in 
allen  den  zm  XOY parallelen  Ebenen,  welche  durch  die  Punkte 
der  Schraubenlinie  in  der  von  A  aus  gehenden  Cylinder-Er- 
zeugenden  gelegt  sind  —  und  zwar  immer  mit  der  nämlichen 
Beziehung  wie  vorher  zu  dem  von  da  aus  auf-  und  resp.  ab- 
steigenden Gange. 

Mit  Hilfe  dieser  Bemerkungen  verzeichnet  man  alle  Tan- 
genten der  Schraubenlinie  mit  gleicher  Genauigkeit.  Denn  ist 
die  erste  Projection  e   einer  solchen  gegeben,  so  ist  von  den 

Flg.  148. 
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beiden  ihrem  Berührungspunkte  zunächstliegenden  rechtwink- 
ligen Schnitten  derselben  mit  den  beiden  bezeichneten  Evol- 
venten der  eine  5]  ihr  Durchstosspunkt  in  der  Ebene  des  Grund- 
kreises und  der  ersten  Projection  selbst,  der  andere  S^  ihr 
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Durchstosspunkt  in  der  um  die  Ganghöhe  über  ihr  gelegenen 
Parallelebene. 

1)  Für  JrOF  als  Horizontalebene  (Fig.  148.)  ist  die  Tan- 
gente e  der  Schraubenlinie  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
Falllinie  der  zugehörigen  Sehmiegungsebene  Sy ,  s^  der- 
selben; alle  Schraiegungsebenen  der  Schraubenlinie 
sind  gleich  geneigt  gegen  die  Ebene  des  Grundkreises 
und  gegen  die  Axe  des  Schraubency linders.  Die  de- 
veloppable  Schraubenfläche  ist  eine  developpable 
Fläche  von  gleichem  Fallen. 

2)  Wenn  man  auf  allen  Tangenten  der  Schraubenlinie 
von  den  Berührungspunkten  aus  gleiche  Stücke  nach 
derselben  Seite  (aufwärts  oder  abwärts)  abträgt,  so 
bilden  die  Endpunkte  derselben  eine  neue  Schrauben- 
linie^ welche  auf  einem  Kreiscylinder  von  derselben 
Axe  liegt.  Concentrische  Kreise  aus  dem  Fusspunkt 
der  Axe  in  der  zu  ihr  normalen  Projectionsebene  sind 
die  gleichnamigen  Projectionen  ebenso  vieler  Schrau- 
benlinien von  einerlei  Ganghöhe  und  auf  derselben 
developpablen  Fläche  —  der  Tangentenfläche  der  ur- 
sprünglichen. 
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3)  Zwei  Schraubenlinien  von  gleicher  Ganghöhe  h  und 
einerlei  Axe,  die  durch  ihre  Anfangspunkte  Ay^A.^. 
und  Grundkreise  Ky,  K^  ^^  XOY  gegeben  sind,  be- 
stimmen eine  developpable  Schraubenfläche,  auf  der 
sie  liegen.  Man  erniittle  die  Schraubenlinie  K^  deren 
Tangentenfläche  diese  Letztere  ist.  Die  Figur  149. 
zeigt  die  Construction  und  soll  erklärt  werden. 


Taf.L 
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4)  Man  zeige,  dass  zwei  Curven  in  verschiedenen  Ebenen 
und  zwei  Raumeurven  überhaupt  eine  developpable 
Fläche  bestimmen^  auf  der  sie  liegen. 

5)  Man  bestimme  einen  Punkt  der  developpabeln  Schrau- 
benfläche und  die  zugehörige  Tangentialebene  der- 
selben aus  der  gegebenen  Projection  desselben  auf 
die  zur  Axe  der  Schraube  normalen  Ebene. 

G)  Die  Tangente  der^Kreisevolvente  in  jedem  ihrer  Punkte 
ist  normal  zu  der  einen  von  demselben  ausgehenden 
Tangente  des  Grundkreises  —  als  Spur  derjenigen 
Schmiegungsebene  der  Schraubenlinie  in  der  Grund- 
kreisebene, welche  die  Developpable  längs  der  Er- 
zeugenden berührt,  von  der  jene  Tangente  die  erste 
Projection  ist. 

7)  Man  construiere  aus  Ganghöhe  und  Grundkreishalb- 
messer die  Projectionen  einer  Schraubenlinie  mittelst 
ihrer  Tangenten  und  bezeichne  nachher  auf  denselben 
die  zugehörigen  Berührungspunkte. 

8)  Man  zeichne  die  axonometrisehe  Darstellung  der 
Schraubenlinie  und  ihrer  Tangentenfläche  für  zwei 
Gänge  zwischen  den  Normalschnitten  der  Endpunkte. 

9)  Die  beiden  entgegengesetzten  Evolventen  £,E*  des 
Grundkreises  ,K  aus  dem  Anfangspunkt  schneiden 
einander  einmal  bei  jedem  Umgang  in  dem  Durch- 
messer des  Anfangspunktes  —  also  in  D  zuerst  (Tafel  I.) ; 
jeder  dieser  Punkte  ist  der  gemeinsame  Durchstoss- 
punkt  von  zwei  Tangenten  /,  /*  der  Schraubenlinie  S, 
von  denen  die  eine  zum  untern,  die  andere  zum  obern 
Gange  gehört.  Mit  der  Verschiebung  der  Qrundkreis- 
cbene  rückt  der  Anfangspunkt  und  mit  ihm  diese 
Schnittpunkte  />', />"•••;  D^,  D2,  D^r'"]  si^  beschrei- 
ben Schraubenlinien  D  von  derselben  Ganghöhe  wie 
jener.  Mit  andern  Worten:  Die  developpable 
Schraubenflächc  durchschneidet  sich  selbst 
in  Schraubenlinien  von  gleicher  Ganghöhe 
und  Axe  mit  der  gegebenen,  aber  von  wach- 
senden Grundkreishalbmessern,  indem  sie 
den  ganzen  Raum  erfüllt.    Die  Figur  zeigt  eine 
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derselben  in  axonometrischer  Projection.    Man  wird 
darin  ihre  Construction  vollständig  erkenenn.*) 

10)  In  welcher  Weise  kann  die  Existenz  dieser  Doppel- 
curve  D  zur  genauen  Zeichnung  der  Schraubenlinie 
und  ihrer  developpabeln  Fläche  benutzt  werden? 

11)  Da  die  Tangenten  in  Punkten  der  Schraubenlinie^ 
welche  derselben  Erzeugenden  des  Cyiinders  ange- 
hören^ parallel  sind;  so  besitzt  die  developpable 
Schraubenfläche  überdiess  einen  vielfachen  Kreis  im 
Unendlichen;  die  Richtung  der  Axe  ist  sein  Mittel- 
punkt. 

12)  Man  erörtere  die  orthogonal-projectivische  Darstellung 
einer  Schraubenlinie  von  gegebenem  Anfangspunkt 
Ä  bei  gegebener  Ganghöhe  h  und  für  eine  durch  ihre 
Projectionen  bestimmte  schräge  Axe  derselben. 

75.  Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
M  zu  allen  Erzeugenden  e,-  einer  developpabeln  Fläche  Pa- 
rallellinien e.*  und  zu  allen  Tangentialebenen  E«  derselben 
Parallelebenen  B,*  legt,  so  sind  jene  die  Erzeugenden  des- 
selben Eegels;  den  diese  umhüllen;  weil  den  aufeinander  fol- 
genden Erzeugenden  «j,  e^  der  developpabeln  Fläche  in  ihrer 
Tangentialebene  die  aufeinanderfolgenden  parallelen  Erzeugen- 
den e^^  e^  und  ihre  zu  jener  parallele  Ebene  entsprechen. 

Wir  nennen  diesen  Kegel  den  Richtungskegel  der 
developpabelenFläche.  Für  die  developpabele  Schrauben- 
fläche insbesondere  ist  er  ein  Rotationskegel  von  verticaler 

Axe  mit  dem  Winkel  (-^ — /Jj    als  halben  Winkel    an  der 

SpitzC;  seine  zweiten  Umrisse  sind  also  den  Inflexionstangen- 
ten  der  zweiten  Projection  der  Schraubenlinie  parallel. 
Mit  Hilfe  dieses  Kegels  löst  man  folgende  Aufgaben: 
a)  Man  construiert  die  Schmiegungsebenen  der 
Schraubenlinie  durch  einen  Punkt  P  im  Räume  (Fig. 
150.)  —  indem  man  die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen 
des  Parallelkegels  aus  P  zum  Richtungskegel  mit  der  deve- 
loppabeln Schraubenfläche  bestimmt;  ihre  ersten  Spuren  sind 
die  gemeinsamen  Tangenten   der  kreisförmigen   ersten  Spur 

*)  Der  Schrift  (D,  $,  •••  der  Tafeln  entRprechen  die  D,  P,  •••  des 
Textes,  der  Schrift  D,  S^  ••*  dort  die  D,  B,  •••  hier. 
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des  Kegels  und  der  der  Schraubenfläche^  für  welche  diese 
Curven  auf  derselben  Seite  liegen.  Die  zugehörigen  Erzeu- 
genden e^ ,  e^  der  developpabeln  Fläche  und  die  entsprechen- 
den Punkte  der  Schraubenlinie  sind  damit  bestimmt. 

b)  Man  construiert  die  zu  einer  Geraden  ^  paral- 
lelen Schmiegungsebenen^  indem  man  diejenigen  Tangen- 
tialebenen der  developpabeln  Schraubenfläche  bestimmt;  welche 
zu  den  Tangentialebenen  des  Kichtungskegels  parallel  sind^ 
die  die  Richtung  der  Graden  g  enthalten.    (§  64.,  e;  8.) 

c)  Man  construiert  die  zu  einer  Ebene  paral- 
lelen Tangenten  der  Schraubenlinie  —  indem  man  die 
Erzeugenden  des  Kichtungskegels  aufsucht  ^  welche  der  Pa- 
rallelen dieser  Ebene  durch  seine  Spitze  angehören;  die  ge- 
suchten Geraden  sind  die  ihnen  parallelen  Erzeugenden  der 
developpabeln  Schraubenfläche. 


Fig.  150. 


1)  Man  bestimme  diejenigen  Schmiegungsebenen  einer 
gegebenen  Schraubenlinie^  welche  der  Halbierungsaxe 
^  parallel  sind.  (§  46. ;  4.) 

2)  Man  construiere  die  zur  Ebene  H^r'  parallelen  Tan- 
genten einer  gegebenen  Schraubenlinie,  d.h.  diejeni- 
geu;  deren  erste  und  zweite  Projectionen  zu  einander 
parallel  sind. 
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3)  Man  construiere  diejenigen  Tangenten  einer  Schrau- 
benlinie mit  zu  0  Z  paralleler  Axe,  welche  zur  zwei- 
ten Projectionsebene  unter  30®  geneigt  sind  und  er- 
örtere die  Bedingung  ihrer  Existenz. 

4)  Man  bestimme  diejenigen  Schmiegungsebenen  der 
Schraubenlinie,  welche  zu  einer  gegebenen  Ebene 
normal  sind. 

5)  Wenn  ein  Punkt  der  ßaumcurvc  als  Scheitel  für  den 
Kichtungskegel  ihrer  Developpabeln  genommen  wird, 
80  berührt  diese  den  Kegel  längs  einer  Erzeugenden 
nach  der  zweiten  Ordnung,  d.  h.  die  Spur  der  Deve- 
loppabeln und  des  Kegels  in  jeder  die  Spitze  nicht 
enthaltenden  Ebene  berühren  sich  dreipunktig  oder 
osculieren  sich  im  Durchstosspunkt  jener  Erzeugenden. 

6)  Wie  würde  man  für  zwei  developpable  Flächen  im 
Allgemeinen    die    Gruppen    paralleler    Schmiegungs- 

•  ebenen  respective  paralleler  Erzeugenden  bestimmen? 

7)  Man  erläutere  die  Aufgaben  a),  b)  als  die  Aufgabe 
der  Bestimmung  der  Selbstschatten-  und  Schlagschat- 
tengrenzen der  developpablen  Schraubenfläche. 

8)  Die  Beleuchtungsverhältnisse  der  developpabeln 
Schraubenfläche  sind  durch  die  des  geraden  Kreis- 
kegels völlig  bestimmt,  der  ihr  Richtungskegel  ist 
(vergl.  §§  124.,  *  125.) ;  ebenso  die  jeder  developpablen 
Fläche  durch  die  ihres  Richtungskegels. 

76.  Einen  ebenen  Querschnitt  der  developpablen 
Schraubenfläche  construiert  man  als  den  Ort  der  Durch- 
schnittspunkte der  Tangenten  der  Schraubenlinie  und  als  die 
Enveloppe  der  Durchschnittslinien  der  Schmiegungsebenen 
der  Schraubenlinie  mit  der  Schnittebene.  Man  darf  für 
diese  Construction  die  zweite  Projectionsebene  —  parallel  zur 
Schraubenaxe  —  speciell  so  gewählt  voraussetzen,  dass  sie 
zur  Schnittebeue  normal  ist,  dass  also  die  zweite  Projection  der 
Schnittcurve  in  ihre  zweite  Spur  föUt.  Dann  hat  man  die 
zweiten  Projectionen  der  Punkte  der  Schnittcurve  direct  in 
dieser  Spur  auf  denen  der  bezüglichen  Tangenten  der  Schrau- 
benlinien und  erhält  aus  ihnen  die  ersten  in  den  ersten  Pro- 
jectionen dieser  Letzteren  und  man  findet  die  ersten  Durch- 
stosspunkte  der  zugehörigen  Tangenten  der  Schnittcurve  in  der 
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ersten  Spur  der  Schnittobene  und  den  ersten  Spuren  der  jenen 
Tangenten  entsprechenden  Schmiegungsebenen  oder  den  be- 
züglichen Tangenten  der  Kreisevolvente.  (Tafel  II.) 

Specielles  Verfahren  erfordert  nur  die  Bestimmung  der- 
jenigen Punkte  der  Schnittcurve,  die  in  den  zur  Projectipns- 
axe  normalen  Tangenten  der  Curve  liegen;  in  der  Tafel  IL 
ist  der  Punkt  E  ein  solcher,  dem  untern  Gang  entsprechend. 
Man  hat  E"  (E)  gleich  E^E'. 

Die  Schnittcurve  besitzt  a)  unendlicheAeste  entspre- 
chend denjenigen  Tangenten  w,,  t/j  (Tafel  IL)  der  Schrauben- 
linie, welche  der  Schnittebene  parallel  sind  und  die  Durch- 
schnittslinien der  Schnittebene  mit  den  zu  diesen  Tangentea 
gehörigen  Schmiegungsebenön  der  Schraubenlinie  sind  die 
entsprechenden  Asymptoten  der  Schnittcurve.  Legt  man 
durch  die  Spitze  M  des  Richtungskegels  eine  zur  Schnittebene 
parallele  Ebene,  so  schneidet  diese  aus  ihm  die  Erzeugenden 
Mü^,  MU2  aus,  welche  den  fraglichen  Tangenten  der  Schrau- 
benlinie parallel  sind  (§  75. ;  c.) ;  schneidet  diese  Ebene  den 
besagten  Kegel  nicht  in  reellen  Erzeugenden,  so  hat  die 
Schnittcurve  keine  unendlichen  Aeste;  berührt  sie  denselben 
längs  einer  Erzeugenden,  so  entspricht  der  ßichtung  dieser 
Erzeugenden  ein  unendlich  ferner  Punkt  der  Schnittcurve  mit 
einer  unendlich  fernen  Tangente,  d.  h.  die  Schnittcurve  hat 
einen  parabolischen  Ast  (§665  10.).  Alles  diess  wiederholt 
sich  für  jeden  Umgang  der  Schraubenlinie  und  ihrer  Deve- 
loppabeln. 

Die  Schnittcurve  ist  b)  im  Allgemeinen  in  zwei 
Punkten  für  jeden  Gang  eine  geodätische  Linie  der 
developpabeln  Schraubenfläche,  nämlich  nach  §  72.  in 
denjenigen  Punkten,  wo  die  Schnittebene  zur  zugehörigen 
Tangentialebene  der  Schraubenfläche  normal  ist.  Die  zur 
Schnittebene  normalen  Tangentialebenen  des  Richtungskegels 
geben  daher  die  Stellungen  dieser  letzteren  Tangentialebenen 
und  damit  auf  den  entsprechenden  Tangenten  der  Schrau- 
benfläche die  bezeichneten  Punkte.  In  Tafel  IL  sind  solche 
Punkte  nicht  vorhanden,  weil  die  Normale  der  Schnittebene 
aus  der  Spitze  ins  Innere  der  Kegelfläche  fällt. 

Die  Schnittcurve  hat  c)  Doppelpunkte  D  mit  reellen 
und  verschiedenen  Tangenten  in  den  Punkten,  wo  die  Schnitt- 
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ebene  denjenigen  Schraubenlinien' begegnet,  die  wir  in  §74.; 
9.  als  den  Sclbstdurchschnitt  der  Fläche  bildend  erkannt 
haben,  weil  sie  in  ihnen  je  zwei  nicht  aufeinander  folgenden 
Tangenten  der  Schraubenlinie  begegnet;  die  zweiten  Projec- 
tion.en  derselben  liegen  in  der  zweiten  Spur  der  Schnittebene 
und  den  zweiten  Projectionen  jener  concentrischen  Schrauben- 
linien von  gleicher  Qanghöhe.  Die  Figur  enthält  zwei  dieser 
Doppelpunkte  2>j;  Z>2;  ^^^^  ^  ^^^  letzteren  nur  den  einen 
Curvenast. 

Die  Schnittcurve  hat  d)  Rückkehrpunkte  Bif^R^f^z 
in  den  Durchschnittspunkten  der  Schnittebene  mit  der  gege- 
benen Schraubenlinie;  denn  in  jedem  dieser  Punkte  wird  sie 
von  zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten  der  Schrauben- 
linie geschnitten  und  die  dem  erzeugten  Doppelpunkt  ent- 
sprechenden Tangenten  r,,  rj,  rj*  fallen  in  der  Schnittlinie  der 
entsprechenden  Schmiegungsebene  mit  der  Schnittebene  zu- 
sammen. 

Man  nennt  daher  die  Schraubenlinie  die  Rückkehrkante 
der  zugehörigen  developpablen  Schraubenfläche  und  allgemein 
jede  Raumcurve  die  Rückkehrkante  ihrer  Tangen- 
tenfläche —  weil  auch  das  bezeichnete  Verhalten  ganz  all- 
gemein statt  findet. 

1)  Man  construiere  in  einem  Doppelpunkt  der  ebenen 
Schnittcurve  der  developpabeln  Schraubenfläche  die 
entsprechenden  Tangenten  derselben. 

2)  Man  bestimme  die  Schnittebene  so,  dass  einer  der  be- 
sagten Doppelpunkte  zum  Rückkehrpunkte^wird^und 
characterisiere  diesen^Rückkehrpunkt  näher." 

3)  Man  construiere  den  ebenen  Schnitt  der  developpabeln 
Schraubenfläche,  welcher  zwei  gegebene  Punkte  der 
Schraubenlinie  enthält  und  in  einem  derselben  eine 
Gerade  von  gegebener  erster  Projection  zur  Rück- 
kehrtangente hat. 

4)  Man  verzeichne  einen  ebenen  Schnitt  der  developpa- 
beln Schraubenfläche  mit  parabolischem  Ast. 

5)  Man  construiere  denjenigen  ebenen  Schnitt  der  deve- 
loppabeln Schraubenfläche,  welcher  in  einem  gege- 
benen Punkte  und  zum  zweiten  mal  auf  einer  gege- 
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benen  Erzeugenden  der  Fläche  Elemente    einer  geo- 
dätischen Linie  der  Fläche  hat. 

6)  Wenn  der  Schnitt  der  developpabeln  Schraubenfläche 
durch  die  Axe  geht;  so  schneiden  sich  die  Schnitt- 
linien seiner  Ebene  mit  den  Schmiegungsebenen  der 
in  ihr  gelegenen  Punkte  der  Schraubenlinie  in  einem 
unendlich  fernen  Punkte;  bei  der  Drehung  der  Ebene 
um  die  Axe  durchläuft  dieser  Punkt  die  Stellung  ihrer 
Normalebene.  Aehnlich  für  die  zur  Axe  parallelen 
Ebenen.  Diese  Eigenschaft  gilt  für  jede  Schnittebene 
und  deren  Drehung  um  eine  Gerade.  Wie  manifestiert 
sich  das  erste  in  der  Tafel  II.? 

7)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
der  developpabeln  Schraubenfläche,   indem  man   den 

*  Schnitt  ihrer  zweiten  projicirenden  Ebene  mit  dersel- 
ben benutzt. 

8)  Man  bestimme  aus  der  zweiten  Projection  ,eines  Punk- 
tes der  developpabeln  Schraubenfläche  mit  zu  XO  Y 
normalen  Axe  die  ersten  Projectionen  seiner  ver- 
schiedenen Lagen,  indem  man  die  zu  XOY  parallele 
Ebene  durch  jenen  Punkt  und  die  Evolvente  zu  Hilfe 
nimmt,  in  welcher  diese  die  developpable  Schrauben- 
fläche schneidet. 

77.  Für  die  Abwickelung  der  developpabeln 
Schraubenfläche  und  der  auf  ihr  gelegenen  ebenen 
Schnitte,  etc.  ergeben  sich  folgende  Resultate:  Wir  haben 
gesehen,  dass  die  Schraubenlinie  eine  Curve  von  constanter 
Krümmung  ist  (§  73.;  7;)  und  schon  vorher  bemerkt,  dass 
die  Krümmungsradien  einer  Raumcurve  sich  bei  der  Ab- 
Wickelung  derselben  mit  ihrer  developpabeln  Fläche  nicht 
verändern  können  (§  63. ;  4.) ,  wie  sich  überdiess  auch  aus 
dem  Satze  des  §  72.  in  4.  ergiebt  für  cos(p  =  1.  Die 
Schraubenlinie  verwandelt  sich  also  bei  der  Ab- 
wickelung mit  ihrer  Tangentenfläche  in  eine  ebene 
Curve  von  constantem  Krümmungshalbmesser  ^, 
d.  i.  in  einen  Kreis.  Wäre  der  Halbmesser  ^  dieses  Krei- 
ses S  nach  seiner  Beziehung  zum  Halbmesser  r  des  Schrau- 
bencylinders  und  zur  Neigung  ß  der  Schraubenlinie  bekannt, 
so  würde  man  den  Kreis  S  verzeichnen,  auf  seine  Peripherie 
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die  Länge  eines  Schraubenganges  AB  und  beliebiger  Theile 
desselben  abtragen^  als  die  Tangenten  des  Kreises  in  den  be- 
züglichen Punkten  die  Entwickelungen  der  entsprechenden 
Tangenten  der  Schraubenlinie  oder  der  Erzeugenden  der 
developpabeln  Fläche  erhalten,  endlich  aber  durch  Abtra- 
gung der  wahren  Längen  der  Erzeugenden  vom  zugehörigen 
Punkte  0  der  Schraubenlinie  bis  zu  einem  Punkte  P  der 
Fläche  diesen  in  der  Abwickelung  angeben  können.  Die 
Wiederholung  dieser  Operation  würde  die  Entwickelung  der 
auf  der  Fläche  gelegenen  Curven,  also  insbesondere  die  ihrer 
ebenen  Schnitte  ergeben. 

Auch  die  Tangenten  solcher  Curven  erhält  man  durch  die 
Benutzung  der  Spur  der  developpabeln  Fläche  in  der  ersten 
Projectionsebene.  Man  erkennt  Letztere  als  die  dem  Anfangs- 
punkt A  der  Schraubenlinie  auf  dem  Kreise  S  entsprechende 
Evolvente  E  desselben  und  insbesondere  den  Theil  von  ihr,  wel- 
cher dem  Bogen  des  Kreises  S  zwischen  Anfangs-  und  Endpunkt 
eines  Ganges  entspricht,  als  die  Abwickelung  eines  Umganges 
der  Spur-Evolvente.  Dazu  giebt  die  EvolventeE*  von  entgegen- 
gesetztem Abwickelungssinne  für  den  Endpunkt  B  des  Ganges 
die  Abwickelung  der  Spur  der  Developpabeln  in  der  durch 
den  Endpunkt  des  Ganges  gehenden  Normalebene  zur  Axe. 
Dann  trägt  man  die  Tangente  t  einer  auf  der  developpabeln 
Schraubenfläche  gelegenen  Curve  im  Punkte  P  in  die  Ab- 
wickelung ein,  indem  man  den  Abschnitt  5,  T  bestimmt,  wel- 
chen sie  auf  der  im  Durchstosspunkt  der  betreffenden  Er- 
zeugenden gezogenen  Tangente  der  Spur-Evolvente  von  jenem 
abgemessen  bestimmt  und  diesen  in  die  Abwickelung  einträgt. 
Es  ist  offenbar,  dass  man  die  ausgezeichneten  Punkte  der  Cur- 
ven auf  der  Fläche,  die  Inflexionen,  die  Asymptoten  dersel- 
ben, ihre  Doppelpunkte  [nebst  den  zugehörigen  Tangenten 
durch  dieselben  einfachen  Mittel  in  der  Abwickelung  ver- 
zeichnen kann.  In  der  Figur  151.  ist  für  die  Schraubenlinie 
von  §  76.  für  den  Gang  AB  derselben  die  Abwickelung  des 
zwischen  den  Spurevolventen  durch  A  und  B  gelegenen  Theils 
verzeichnet  und  es  sind  darin  für  den  dort  construierten  ebenen 
Querschnitt  die  drei  Rückkehrpunkte  Ä^,  R^y  R^  mit  ihren 
Tangenten  eingetragen;  von  der  Curve  selbst  erscheint  der 
von  Äj  nach  oben  gehende  Ast  R^  PQ  und  es  ist  insbesondere 
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die  Eintragung  für  den  Punkt  P  auf  der  Tangente  der  Schrau- 
benlinie in  ö  —  mittelst  der  wahren  Länge  OP  aus  Tafel  II. 
—  und  für  die  ihm  entsprechende  Tangente  t  der  Schnittcurve 
ersichtlich  gemacht^  mittelst  des  auf  der  Tangente  der  Evol- 
vente E  in  iS,  durch  sie  abgeschnittenen  Stückes  5,  (), ;  ebenso 
für  die  Rückkehrtangenten  durch   ihre  Du rchstoss punkte  T^ , 


Fig.  161. 


A^ 


/  ?f ,-. 


Es  erübrigt  also  nur  die  Bestimmung  des  Radius  q  des 
Kreises  S;  auch  diese  wird  durch  die  Betrachtung  des  Vor- 
ganges der  Abwickelung  erreicht.  Einem  Gange  der  Schrau- 
benlinie entspricht  der  Umfang  des  Grundkreises  2nr  und 
seine  Länge  ist  daher  (§  74.)  2%r  i  cosß\  im  Sector  vom  Ra- 
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dius  Q  bestimmt  ein  Gang  daher  den  Centfiwinkel  vom  Bogen- 
maass  2nr  :  Qcosß  und  diese  ist  auch  der  Winkel  derjenigen 
Erzeugenden  in  der  Abwickelung,  welche  dem  Anfangspunkt 
und  dem  Endpunkt  eines  Ganges  entsprechen.  Die  Parallelen 
zu  den  Erzeugenden  eines  Ganges  der  Schraubenlinie  bilden 
am  Richtungskegel  einen  vollen  Umgang  oder  Mantel  und 
jede  zwei  derselben  werden  bei  der  Entwickelung  seines  Man- 
tels in  eine  Ebene  denselben  Winkel  mit  einander  bilden,  wie 
die  entsprechenden  Erzeugenden  der  developpabeln  Schrauben- 
fläche in  ihrer  Abwickelung  —  vorausgesetzt  nur,  dass  beide 
Abwickelungen  in  demselben  Sinne  geschehen  sind.  Denken 
wir  den  Richtungskegel  über  dem  Grundkreis  des  Schrauben- 
cylinders  beschrieben,  so  ist  sein.  Basisumfang  27t r  und  die 
Länge  seiner  Erzeugenden  zwischen  Spitze  und  Basis  r:  cosß, 
also  der  Centriwinkel  des  von  der  Abwickelung  seines  Man- 
tels gebildeten  Sectörs  im  Bogenmaass  =2n  cosß.  Man  hat 
also  nach  dem  Vorigen  die  zur  Bestimmung  von  q  führende 
Gleichheit 

2itr 

2«  cosS  = -z ,  d.  h.  p  cosß  :  1  =  r  :  cosß, 

^  QCOSß 

Wenn  man  also  im  Mittelpunkt  des  bezeichneten  Rich- 
tungskegels eine  Normale  zur  einen  Umrisslinie  desselben  in 
äOZ  errichtet,  so  begrenzen  die  Letztere  selbst  und  diese 
Normale  in  der  Axe  OX  den  Elrümmungsradius  der  Schrau- 
enlinie.  (Vergl.  Tafel  II.,  §  76.)  Damach  sind  alle  vorher  be- 
sprochenen Constructionen  streng  ausführbar. 

1)  Man  construiere  die  Abwickelung  der  developpabeln 
Schraubenfläche  und  ihres  ebenen  Schnittes  zwischen 
den  beiden  Spur -Evolventen  in  den  Normalebenen 
zur  Schraubehaxe  durch  den  Anfangspunkt  und  den 
Endpunkt  eines  Ganges. 

2)  Der  Gang  der  Schraubenlinie  begrenzt  auf  dem  Kreise 
vom  Halbmesser  ^  einen  Bogen  von  dem  Maasse  2  7t  cosß  ] 

nämlich  = :  — x^  • 

cos ß     cos^ß 

3)  Die  Schraubenlinien  von  derselben  Axe  und  Ganghöhe 
auf  der  developpabeln  Fläche  (§  74.;  2.)  verwandeln 
sich  bei  der  Abwickelung  in  Kreise,  welche  zum  Kreis 
8  concentrisch  sind.     Die  Doppelcurven  der  Fläche 
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(§  74. ;  9.)  werden  auch  zu  solchen  Ejreisen  und  diese 
enthalten  die  Abwickelungen  der  Doppelpunkte  aller 
auf  der  Fläche  zu  verzeichnenden  Curven. 
4)  Der  Halbmesser  des  Cylinders  von  derselben  Axe, 
auf  welchem  die  Schraubenlinie  der  Krümmungsmit- 
telpunkte (§  73.;  8.)  einer  gegebenen  Schraubenlinie 
{r,  ß)  liegt,  ist 

-^-  =  rtan^ß  =  r.(^~-^^y 


1  -  cos^ß 
r*  =  r  — 


cos'^^ 


Diess  giebt  die  Relation 


rr* 


-  (2«)  • 


5)  Für  die  Neigung  ß*  der  Schraubenlinie  der  Krüm- 
mungsmittelpunkte hat  man 

«^  Ä  h  1  - 

tanp^  =  ?r — -r  =  TT = a=  cotan p : 

^  27t  r*       2nr  tan^ß        tanß  '^ ' 

d.  h.  die  Tangenten  der  Schraubenlinie  und  die  be- 
züglichen Tangenten  der  Schraubenlinie  ihrer  Krüm- 
mungscentra  sind  normal  zu  einander.  Die  Projec- 
tionen  beider  Schraubenlinien  auf  eine  zur  Axe  pa- 
rallele Ebene  schneiden  sich  deshalb  rechtwinklig  in 
der  Projection  der  Letzteren.  (Vergl.  Tafel  II.,  §  76.) 

6)  Für  ß  =  1   oder  45«   oder   r  =  ^  c=  0,159  •  Ä  ist 

die  Schraubenlinie  der  Krümmungsmittelpunkte  eine 
der  gegebenen  Schraubenlinie  gleiche  Schraubenlinie; 
für  grössere  Neigungen  ist  r*  grösser,  für  kleinere 
kleiner  als  r. 

7)  M^  kann  aus  der  Bestimmung  des  Krümmungshalb- 
messers der  Schraubenlinie  eine  Formel  und  Con- 
struction  für  den  Krümmungshalbmesser  der 
Ellipse  im  Scheitel  der  kleinen  Axe  ableiten. 
(Vergl.  §  36.;  2.)  In  §  63.;  6.  ist  bemerkt  worden, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  einer  Raumcurve  im 
Punkte  P  dem  Krümmungshalbmesser  ihrer  Projection 
auf  die  zugehörige  Schmiegungsebene  gleich  ist.  Eine 
solche  Projection  der  Schraubenlinie  —  durch  Paral- 
lelen zur  Axe  OZ  —  ist  aber  die  Ellipse,  in  welcher 
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die  Schmiegungsebene  des  Punktes  den  Schrauben- 
cylinder  schneidet  und  diese  hat  r  und  r  :  cosß  zu 
ihren  Hauptaxen  b  und  a.  Man  erhält  also  für  den 
fraglichen  Krümmungshalbmesser  den  Ausdruck  in 
den  Halbaxen  der  Ellipse  a  und  b 


Q  =  d'  :  by 

und  begründet  daraus  die  beistehende  Cod^truction  a). 
Sie  giebt  auch  den  Krümmungshalbmesser  für  die 
Endpunkte  der  grossen  Axe. 


Fig.  15S. 


Sl 


8)  Da  die^  Relation  ^  =r  a^ :  6  allgemein  gilt,  wenn  a  der 
Halbdurchmesser  des  Kegelschnitts  ist,  welcher  nach 
dem  gegebenen  Punkte  P  der  Curve  geht  und  b  die 
normale  Entfernung  des  Punktes  P  von  diesem,   so 
erhält  man  die  Construction  b)  für  den  Krümmungs- 
radius eines  beliebigen  Punktes  der  Ellipse  mittelst 
dieser  Durchmesser. 
78.  An  das  Vorige  knüpfen  sich  Begriffe  und  Erklärungen, 
die  für  alle  Raumcurven  gelten.    Die  Gerade,  in  welcher  der 
Krümmungsmittelpunkt  der  Schraubenlinie  für  einen  Punkt  P 
derselben  liegt,  ist  eine  Normale  der  Schraubenlinie, 
insofern  sie  zu  ihrer  Tangente  im  Punkte  P  normal  ist;  sie 
ist  insbesondere  diejenige  unter  den  Normalen  der  Curve  im 
Punkte  P,  welche  in  der  Schmiegungsebene  dieses  Punktes 
liegt  und  wird  die  Hauptnormale  n  der  Curve  in  P  ge- 
nannt (Fig.  153.).    Das  Strahlenbüschel  aller  Normalen  der 
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Curve  in  P  bildet  die  Normalebene  derselben  in  P,  die 
durch  P  zur  entsprechenden  Tangente  normal  geht.  Unter 
den  Strahlen  dieses  Büschels  ist  femer  derjenige  hervorzu- 
heben^  der  auf  der  Schmiegungsebene  und  somit  auf  zwei  Nach- 
bartangenten der  Curve  zugleich  normal  steht  und  den  man 
die  Binormale  b  nennt.  Zwei  auf  einander  folgende  Nor- 
malebenen der  Curve  schneiden  sich  in  einer  zur  betreffenden 
Schmiegungsebene  normalen  also  zur  Binormale  parallelen 
Geraden;  die  durch  den  Kriimmungsmittelpunkt  M  in  der 
Schmiegungsebene  geht  und   die  Polarlinie  p  des  Punktes 


Fig.  153. 


genannt  wird.  Zwei  auf  einander  folgende  Polarlinien  schnei- 
den einander  in  dem  Durchschnittspunkt  K  der  drei  bei  ihrer 
Erzeugung  benutzten  auf  einander  folgenden  Normalebenen, 
d.  i.  in  dem  Mittelpunkt  der  betreffenden  Schmiegungskugel. 
Die  Polarlinien  bilden  also  die  Erzeugenden  einer  develop- 
pabeln  Fläche,  der  Polar  fläche,  welche  von  den  Normalen 
umhüllt  wird  und  deren  Rückkehrkante  der  Ort  der  Mittel- 
punkte A',  Ä^j ,  ^2f  '"  ^^^  Schmiegungskugeln  der  Curve  ist. 

17* 
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Die  auf  einander  folgenden  Hauptnormalen  «,  ?i,,  Wj,  ••• 
liegen  nicht  paarweis  in  einer  Ebene  und  bilden  somit  eine 
Regel  fläche,  d.  i.  eine  durch  Bewegung  einer  Geraden  er- 
zeugbare Fläche,  die  man  zum  Unterschied  von  den  Develop- 
pabeln  als  eine  windschiefe  bezeichnet.  (Vergl.  §  102.,  f.) 
Auch  die  auf  einander  folgenden  Binormalen  6,  6(,  ftj?  ••* 
liegen  nicht  paarweis  in  einer  Ebene  und  bilden  daher  eine 
andere  windschiefe  Regelfläche. 

Legt  man  endlich  durch  jede  Tangente  der  Raumcurve 
die  Normalebene  zur  betreflfenden  Schmiegungsebene,  oder 
durch  die  zugehörige  Binormale,  so  erzeugen  diese  auf  einan- 
der folgenden  Ebenen  eine  developpable  Fläche,  für 
welche  die  Curve  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihre  Schmiegungs- 
ebene immer  normal  zur  betreffenden  Tangentialebene  ist, 
für  welche  die  gegebene  Curve  also  eine  geodätische  Linie 
ist  und  bei  deren  Abwickelung  in  eine  Ebene  sie  sich  somit 
in  eine  Gerade  verwandeln  muss;  man  nennt  diese  Fläche 
deshalb  die  rectificierende  Developpable  der  Curve. 

Wenn  eine  Tangente  der  Curve  auf  ihr  ohne  Verschiebung 
gleitet  (wie  bei  der  Bildung  der  Kreisevolvente),  so  beschreibt 
jeder  ihrer  Punkte  eine  Curve  auf  der  developpabeln  Fläche 
der  Raumcurve,  welche  man  eine  Evolvente  derselben  nennt ; 
sie  ist  normal  zu  den  Cur ven taugen ten  in  den  Punkten  der- 
selben. Jeder  Punkt  in  der  Tangente  erzeugt  eine  Evolvente ; 
die  Tangentenfläche  ist  der  Ort  aller  Evolventen. 

Wenn  von  einem  Punkte  P  der  Raumcurve  (Fig.  154.)  nach 
einem  Punkte  E  der  entsprechenden  Polarlinie  eine  Gerade  ge- 
zogen wird,  so  schneidet  diese  verlängert  in  einem  Punkte  E^ 
die  nächstfolgende  Polarlinie,  und  verbindet  man  E^  mit  dem 
folgenden  Punkte  Pj  der  Curve  durch  eine  Gerade^  so  schneidet 
diese  die  folgende  Polarlinie  in  E^y  etc.  So  entsteht  zu  jedem 
Punkte  E  der  Polarlinie  eines  gegebene^  Punktes  P  der  Curve 
eine  neue  Curve  auf  der  Polarfläche,  welche  mit  der  ursprüng- 
lichen in  der  Beziehung  steht,  dass  ihre  Tangenten  als  in  den 
Norraalebenen  von  jener  gelegen  zu  den  entsprechenden  Tan- 
genten derselben  normal  sind;  es  ist  also  nach  dem  Vorigen 
die  Curve  der  P,  d.i. die  gegebene  Curve,  Evolvente  der  neuge- 
bildeten Curve  der  E,  d.h.  diese  Letztere  ist  eine  Evolute 
der  gegebenen.    Jeder  Punkt  der  Polarlinie  giebt  einer  Evo- 
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lute  der  Gurve  den  Ursprung,   die  Polarfläche   ist  der 
Ort  aller  Evoluten. 

1)  Die  Evolventen  einer  Raumcurve  haben  die  nämliche 
durch  diese  selbst  gehende  Polarfläche,  nämlich  die 
rectificierende  Developpable  der  Raumcurve. 

2)  Die  Polarlinie  ist  die  Axe  der  geraden  Kreiskegel, 
welche  über  dem  Krümmungskreis  stehen. 

3)  Wenn  ein  schwingender  Massen-Punkt  eine  Raumcurve 
beschreiben  soll^  so  muss  er  an  zwei  undehnbaren 
und  vollkommen  biegsamen  Fäden  aufgehangen  sein, 


Fig.  i:.i. 


die  sich  längs  zweier  Evoluten  E^  E*  der  Raumcurve 
auf  ihre  Polarfläche  aufwickeln.     (Siehe  Fig.  154.) 

4)  Die  Evoluten  sind  geodätische  Linien  der  develop- 
pabeln  Polarfläche  der  Curve,  d.  i.  durch  Abwickelung 
derselben  werden  sie  alle  zu  Geraden. 

5)  Die  Evolventen  einer  Raumcurve  sind  Curven  auf 
ihrer  developpabeln  Fläche  von  der  Eigenschaft,  dass 
die  Normalen  der  letzteren  in  ihren  auf  einander  fol- 
genden Punkten  sich  schneiden.    Ein  anderes  System 
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von  Linien  dieser  Art  auf  der  developpabeln  Fläche 
bilden  die  geraden  Erzeugenden  derselben.  Man  be- 
zeichnet beide  Systeme  von  Linien,  welche  sich  überall 
rechtwinklig  durchschneiden,  als  die  Krümm ungs- 
linien  der  developpabeln  Fläche.  (Vergl.  § 
103.;  c.) 

6)  Die  Krümmungslinien  der  Kegelflächen  sind  die  ge- 
raden Erzeugenden  derselben  und  die  Curven  der  vom 
Mittelpunkt  äquidistanten  Punkte  in  diesen;  für  die 
Cylinderflächen  treten  an  Stelle  der  letzteren  Curven 
ihre  Normalschnitte. 

7)  Die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  von  zwei  auf 
einander  folgenden  Hauptnormalen  ist  parallel  zur 
entsprechenden  Erzeugenden  der  rectificierenden  Fläche 
der  Curve. 

8)  Die  Tangente  der  Curve  ist  die  Linie  des  kürzesten 
Abstands  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Binor- 
malen derselben. 

9)  Die  Polarlinien  der  Schraubenlinie  (Fig.  155.)  sind 
die  Tangenten  der  neuen  Schraubenlinie,  welche  der 
Ort  der  Mittelpunkte  der  Krümmungskreise  und 
Schmiegungskugeln  derselben  ist  (§73.;  6.U.77.;  4,  5.) 
Die  rectificierende  Developpable  der  Schraubenlinie 
ist  der  Schraubencylinder.  Die  Evolventen  der  Schrau- 
benlinie sind  die  Evolventen  der  entsprechenden  Nor- 
malschnitte dieses  Cy linders.  Die  Schraubenlinien  des- 
selben Cylinders  mit  demselben  Anfangspunkt  sind 
die  Evoluten  der  Grundkreisevolvente  für  diesen  Punkt. 

10)  Die  Beziehung  der  beiden  Schraubenlinien,  von  denen 
die  zweite  den  Ort  der  Krümmungscentra  der  ersten 
bildet,  ist  gegenseitig,  die  erste  ist  auch  der  Ort  der 
Krümmungscentra  der  zweiten;  sie- haben  die  Haupt- 
normalen geniein,  die  Tangenten-  und  Evolventenfläche 
der  einen  ist  die  Polaren-  und  Evolutenfläche  der 
andern. 

11)  Für  eine  ebene  Curve  ist  die  Tangentenfläche  und 
die  Fläche  der  Hauptnormalen  ihre  Ebene  selbst;  alle 
ihre  Evolventen  liegen  in  dieser.  Die  Polarflüchc  und 
die  Fläche  der  Evoluten  wird  zu  einem  zur  Ebene 
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der  Curve  normaleii  Cjlinder  (vcrgl.  9.);  die  Fläche 
der  Binormalen  und  die  roctificicrende  Fläche  ver- 
einigen  Bich  in  der  Gylinderfläclie,  für  welche  die 
Curve  der  Normaleehnitt  ist. 

12)  Welches  sind  die  Besonderheiten  der  vorigea  Gebilde 
für  eine  auf  der  Oberfläche  einer  Kngel  gelegene 
Cnrve  ? 

13)  Man  zeige,  dass  sich  jede  Raumcurve  mit  einer  ge- 
wissen durch  sie  gehenden  developpabeln  Fläche  in 


einen  Kreis  abwickeln  läset,  dessen  Halbmesser  inner- 
halb gewisser  Grenzen  willkürlich  Ist. 

14)  Man  erörtere  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  de- 
veloppable  Fläche  sich  auf  eine  andere  developpable 
Fläche  abwickeln  läset. 

15)  Wenn  eine  Kegelfläche  auf  eine  mit  ihr  coneontrische 
andere  KcgelSäche  abgewickelt  wird,  so  beschreibt 
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ein  mit  ihr  fest  verbundener  Punkt  eine  (sphärische) 
Raumcurve^  deren  Construetion  erörtert  werden  soll, 
besonders  in  dem  Specialfall  gerader  Kreiskegel. 

16)  Man  erläutere  die  Construetion  der  Cycloiden  durch 
die  Abwickelung  des  geraden  Kreiscylinders  auf  die 
Ebene  oder  auf  einen  andern  geraden  Kreiscylinder. 

17)  Man  erkläre  die  Entstehung  der  Evolventen  ebener 
Curven,  insbesondere  der  Kreisevolvente  nach  dem 
Vorhergehenden. 

79.  Zu  weiteren  Untersucliungen  über  die  Raumcurven 
veranlasst  die  Betrachtung  der  Durchschnitt^curven  von 
zwei  Kegel-  oder  Cylinder-Flächen;  insbesondere 
die  der  Durchschnittscurven  von  zwei  Kegeln  zwei- 
ten Grades,  welche  zumeist  begegnen. 

Die  Construetion  der  Durchschnittscurve  von  irgend  zwei 
durch  die  Spitzen  M)  M*  und  die  respectiven  ebenen  Leit- 
curven  Z,  L*  gegebenen  Kegelflächen  ergiebt  folgende  Mo- 
mente. Jede  Ebene,  welche  die  Spitzen  My  M*  beider  Kegel- 
flächen enthält,  schneidet  beide  in  Erzeugenden  und  die  zur 
nämlichen  Ebene  gehörenden  Erzeugenden  der  einen  und  der 
andern  Kegelfläche  schneiden  einander  in  Punkten  der  Durch- 
dringungscurve ;  die  beiden  Tangentialebenen  der  Kegel- 
flächen, welche  dieselben  in  den  Erzeugenden  eines  Punktes 
der  Durchdringungscurve  berühren,  schneiden  einander  in 
der  entsprechenden  Tangente  der  Letztern.  Bezeichnet  man 
also  durch  2>,  D*  die  Schnittpunkte  der  Geraden  MM*  mit 
den  Ebenen  der  Leitcurven  Z,  L*  respective,  durch  d  die 
Schnittlinie  dieser  Letzteren  und  durch  D^  den  Punkt  der- 
selben, welchen  eine  Ebene  des  Hilfsebenenbüschels  —  also 
MM*D^  —  enthält,  so  BinA  D^D  und  i>ii>*  die  Durchschnitts- 
linien  dieser  Ebene  mit  den  Leitcurvenebenen  und  die  Schnitt- 
punkte A^f  ^1,  •••;  Ai*j  B^*,  •••  welche  diese  mit  den  re- 
spectiven Leitcurven  L,  L*  bestimmen,  liefern  mit  M,  M* 
verbunden  die  Erzeugenden  beider  Kegelflächen,  welche  in 
dieser  Hilfsebene  liegen.  (Vergl.  §  56. ;  2.)  Ist  P  ein  Durch- 
schnittspunkt von  zwei  solchen  Erzeugenden,  die  in  A^  und 
^1*  ihre  Leitcurven  schneiden,  so  bestimmen  die  Tangenten 
von  Z,  Z*  in  A^ ,  B^*  respective  mit  M,  M*  die  beiden  Ebenen, 
deren  Durchschnittslinie  die  Tangente  der  Durchdringungs- 
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curve  in  P  kt.  Die  AufeiDanderfolge  dieser  Tangenten  er- 
zeugt die  developpabele  Fläche  dieser  Raumcurve. 

Nehmen  wir  die  Leitcurven  als  Spuren,  insbesondere  als 
gleichnamige  Spqren  an,  so  sind  durch  den  entsprechenden 
Durchstosspimkt  S,-  (S  in  Fig.  156.)  der  Geraden  ]UM*  die 
gleichbenannten  Spuren  der  Ebenen  des  Hilfsebenenbüschels 
zu  legen  und  man  erhält  in  den  Schnitten  einer  solchen  mit 
den  Spuren  der  Kegel  die  gleichnamigen  Durchstosspunkte  der 
zugehörigen  Erzeugenden. 

Zieht  man  dann  in  den  Durchstosspunkten  der  Erzeu- 
genden beider  Kegel,  die  sich  im  Punkte  P  der  Curve  schnei- 

Fig.  156. 


den,  die  Tangenten  der  betreffenden  Leitcurven,  so  geben 
diese  als  die  gleichnamigen  Spuren  der  bezüglichen  Tangen- 
tialebenen den  Durchstosspunkt  der  entsprechenden  Tangente 
und  damit  die  Bestimmung  derselben.  (Fig.  156.  Tangenten 
/  in  ^2  und  Cj.) 

Während  die  Spur  der  Hilfsebene  sich  um  den  Durch- 
stosspunkt Si  stetig  dreht,  rücken  die  auf  ihr  liegenden  Er- 
zeugenden auf  beiden  Kegeln  und  in  Folge  dessen  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  Durchdringungscurve  in  ihren  Gruppen 
stetig  fort  und  man  sichert  durch  die  zweckmässige  Bezeich- 
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nung  der  Punkte  die  Ordnung  ihrer  Verbindung.  Man  wird 
etwa  allen  Punkten  der  ersten  Hilfsebene  von  der  Spur  h^  den 
Index  1  und  die  Buchstaben  A,B,C,D-"  geben;  bei  der  nächst- 
folgenden zweiten  Hilfsebene  Äj  aber  in  den  Nachbarpunkten, 
d.  i.  den  Schnittpunkten  der  den  vorigen  benachbarten  Erzeugen- 
den die  gleichen  Buchstaben  mit  dem  Index  2  anwenden ;  etc. 
Man  erhielte  so  die  Gruppen  von  Nachbarpunkten  A^,  ^2 ;  * '  *  5 
^1 ;  ^2 ;  •  •  *  5  ^1}  ^2  r  "  5  ®*c«  (^^S«  157.)  und  in  gleicher  Weise  die 
zugehörigen  Tangenten  in  entsprechenden  Gruppen  «1 ,  «2  >  ' "  ? 
^1;  ^2)  '"7  Gt<^'}  nämlich  durch  die  Gruppen  der  Durchstoss- 
punkte  derselben  in  der  Leitcurvenebene.  Immer  wenn  die 
Spur  der  Hilfsebene  in  die  Lage  einer  Tangente  einer  der 
Leitcurven  kommt,  erhält  man  die  Verbindung  von  verschie- 
denen Gruppen  der  Curvenpunkte,  respective  Curventangenten 
durch  ihre  gemeinschaftlichen  Elemente;  die  Durchstosspunkte 
der  letztem  in  der  Leitcurvenebene  bilden  so  gleichfalls  eine 
Curve,  die  Spur  der  developpabeln  Fläche  der  Tangenten  der 
Durchdringungscurve  in  der  Leitcurvenebene.  Die  Hilfsebene 
oder  ihre  Spur  aus  Si  beschreibt  ein  vollständiges  Büschel 
nur  dann,  wenn  jede  durch  den  Durchstosspunkt  &  gehende 
Gerade  beide  Spurcurven  schneidet;  im  Allgemeinen  bewegt 
sie  sich  zwischen  zwei  Grenzlagen  h  und  h„,  in  denen  sie 
die  eine  der  Spuren  —  wir  denken  sie  als  geschlossene  Cur- 
ven,  wenn  wir  diess  ohne  Ausnahme  sagen  —  berührt  und 
die  andere  noch  schneidet. 

Man  kann  den  Fall,  wo  die  Grenzlagen  Tangenten  der 
Spur  desselben  Kegels  sind,  als  eine  Durchdringung  des  einen 
Kegels  durch  den  andern,  von  dem  Fall,  wo  die  eine  von 
ihnen  Tangente  der  Spur  des  einen,  die  andere  Tangente  der 
Spur  des  andern  ist  als  einer  gegenseitigen  Eindringung  un- 
terscheiden. Die  Figur  157.  zeigt  den  letztern  Fall,  jedoch 
nur  in  einer,  etwa  der  ersten  Projection.  Alles  diess  gilt 
glcichmässig  für  Central-  und  für  Parallel -Projectionen  und 
so  für  Cylinder-  wie  für  Kegel- Flächen. 

1)  Unendliche  Aeste  der  Durchdringungscurve 
entspringen  aus  den  Paaren  paralleler  Erzeugenden 
beider  Kegelflächen.  Um  dieselben  zu  ermitteln,  den- 
ken wir  durch  die  Spitze  M  die  Parallelen  zu  den 
Erzeugenden  des  Kegels  M*  und  bestimmen  dadurch 
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die  gleichnamige  Spur  des  parallel  sich  selbst  nach 
M  verlegten  Kegels  M*,  S,*;  dann  sind  die  Schnitt- 
punkte derselben  mit  der  Spur  von  M  die  Durchstoss- 
punkte  der  Erzeugenden  von  My  zu  welchen  parallele 
Erzeugende  auf  M*  existieren  und  die  Paare  ihrer 
Durchstosspunkte  liegen  je  in  der  Spur  einer  Ebene 
des  Hilfsebenenbüschels.  Die  gegebene  Spur  von  M* 
und  die  des  Parallelkegels  aus  M  sind  ähnliche  und 
ähnlich  gelegene  Curven  mit  dem  gleichnamigen  Durch- 
stosspunkt  der  Geraden  MM*  als  Aehnlichkeitspunkt. 

Fig.  157. 


In  der  Fig.  157.  ist  in  S^  die  Spur  des  Parallel- 
kegels zu  M*  aus  M  eingetragen;  sie  schneidet  S 
nicht,  die  Durchschnittscurve  besitzt  keine  unend- 
lichen Aeste.  In  den  Richtungen  der  so  bestimmten 
parallelen  Erzeugenden  geht  die  Durchdringungscurve 
in's  Unendliche  und  zwar  immer  von  zwei  benach- 
barten Gruppen  aus  auf  entgegengesetzten  Mänteln 
der  Kegelflächen. 

Die  zugehörigen  Tangenten  oder  die  Asymptoten 
der  Durchdringungscurve  sind  die  Schnittlinien  der 
Tangentialebenen   der  Kegel  je   in   den  Paaren  der 
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parallelen  Erzeugenden.  Die  entsprechenden  Schmie- 
gungsebenen  sind  als  asymptotische  Ebenen  der  Ciirve 
anzusehen. 

2)  Man  gebe  die  Bedeutung  der  besondern  Hilfsebenen, 
deren  Spuren  durch  die  Punkte  J*,  B*,  . ,  .  S,  F^  G 
gehen,  für  die  Durchdringungscurve  an,  welche  in 
der  Fig.  157.  construiert  ist. 

?>)  Wenn  entsteht  in  der  Durchdringungscurve  ein  para- 
bolischer Ast? 

4)  Man  erläutere  die  Construction  der  Paare  paralleler 
Erzeugenden  in  Centralprojection. 

5)  Die  Durchdringungscurve  einer  Kegel-  und  einer  Cy- 
linderfläche  hat  unendliche  Aeste  nur  dann,  wenn 
unter  den  Erzeugenden  des  Kegels  eine  Parallele  zu 
den  Erzeugenden  des  Cylinders  vorkommt.  Die  Durch- 
dringungscurve von  zwei  Cylinderflächen  hat  keine 
unendlichen  Aeste,  wenn  nicht  ihre  Leitcurven  selbst 
in's  Unendliche  gehen. 

6)  Man  construiere  die  Durchdringungscurve  Ton  zwei 
Kegelflächen  mit  kreisförmigen  Spuren  in  Centralpro- 
jection durch  Punkte  und  Tangenten  für  den  Fall 
von  zwei  reellen  unendlichen  Aesten  —  indem  man 
die  Fluchtkreise  so  anordnet,  dass  sie  einander  schnei- 
den. 

7)  Es  sind  die  Richtungen  zu  bestimmen,  in  denen  das 
Bild  der  Durchdringungscurve  in's  Unendliche  geht. 
Ihre  Zahl  und  Lage  bestimmt  sich  durch  die  Zahl 
und  Lage  der  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Ver- 
schwindungsebene,  d.  h.  der  Punkte,  welche  die 
Spuren  der  Kegelflächen  in  der  Verschwindungsebency 
mit  einander  gemein  haben.  Sie  kann  daher  im  Falle 
kreisförmiger  Spuren  nur  zwei  sein. 

8)  Man  construiere  in  einem  Punkte  P  der  Durchdrin^ngs- 
curve  von  zwei  Kegelflächen  die  entsprechende  Schmie- 
gungsebene  —  nach  §  63.;  7. 

9)  Man  erläutere  das  besondere  Verhalten  der  durch  das 
Projectionscentrum  gehenden  Hilfsebene  in  Bezug  auf 
die  Construction  der  bezüglichen  Punkte  und  Tangen- 
ten der  Schnittcurve  —  in  beiden  Projectionsarten. 
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10)  Kann  eine  Schmiegungsebene  der  Durchdringungscurve 
von  zwei  Eegelflächen  ganz  in  unendlicher  Ferne  lie- 
gen und  unter  welchen  Bedingungen? 

Man  erläutere  dieselben  nach  ihrer  constructiven 
Form  für  Central-  und  für  Parallel-Projection. 

11)  Durch  centrische  Collineation  (§  41.;  3.)  kann  jeder 
Kegel  80  transformiert  werden  ^  dass  eine  bestimmte 
unter  seinen  Tangentialebenen  unendlich  fern  ist;  zwei 
Kegelflächen  zweiten  Grades  also  stets  so^  dass  beide 
Cylinder  zweiten  Grades  und  insbesondere  der  eine 
ein  parabolischer  Cylinder  ist.  Man  erläutere  die  Be- 
sonderheiten der  Constniction  der  Durchdringung  von 
zwei  Cy lindem  zweiten  Grades,  deren  einer  parabo- 
lisch ist. 

80.  Sind  die  Leitcurven  der  Kegel  algebraische  Curven, 
also  von  bestimmten  Ordnungszahlen  m  und  m*  rcspective, 
so  sind  die  Kegel  von  den  gleichen  Ordnungszahlen  (§  65.), 
die  Ebenen  des  Hilfsebenenbüschels  schneiden  sie  also,  reelle 
und  nicht  reelle  Erzeugende  gleichmässig  gezählt,  in  m,  rc- 
spective m*  Erzeugenden  und  jede  derselben  enthält  somit 
mm*  Punkte  der  Durchdringungscurve.  Auch  andere  als  die 
Ebenen  des  Hilfsebenenbüschels  schneiden  diese  Curve  in 
mm*  Punkten,  weil  sie  die  Kegel  in  Curven  von  den  Ord- 
nungen m  und  m*  schneiden  und  solche  mm*  gemeinsame 
Punkte  haben,  reelle  und  nicht  reelle  —  entsprechend  den 
gemeinsamen  Auflösungen  der  sie  in  Punktcoordinaten  dar- 
stellenden Gleichungen  von  den  Graden  m  und  m*.  (§  137.) 
Man  nennt  das  Product  mm*  die  Ordnungszahl  der  Raum- 
curve,  in  welcher  sich  die  Kegel  durchdringen. 

In  demselben  Bezug  zur  algebraischen  Ausdrucksweise 
spricht  man  die  Sätze  aus :  Zwei  Flächen  von  den  Ordnungen 
m, ,  iwj  haben  eine  Curve  von  der  Ordnung  m^m^  gemein.  Die 
Flächen  von  den  Ordnungen  m,,  m^,  m^  schneiden  sich  in 
m^m^m^  Punkten;  eine  Curve  von  der  Ordnung  m^m^  wird 
von  einer  Fläche  der  Ordnung  m^  in  m^m^m^  Punkten  ge- 
schnitten. 

In  demselben  Sinne  ist  es  endlich  begründet  zu  sagen: 
Wenn  eine  Curve  von  der  Ordnung  m^  in  der  Ebene  mit 
einer  Curv«  von  der  Ordnung  m^  mehr  als  m^m^  Punkte  ge- 
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mein  hat;  so  hat  sie  alle  ihre  Punkte  mit  ihr  gemein.  Wenn 
eine  Raumcurve  von  der  Ordnung  m^  mit  einer  Fläche  von 
der  Ordnung  m^  mehr  als  tn^m2  Punkte  gemein  hat,  so  Hegt 
sie  ganz  in  derselben;  etc.  (§  143.) 

Wir  werden  von  diesen  Sätzen  und  den  ihnen  nach  dem 
Princip  der  Dualität  entsprechenden  jetzt  und  später  Gebrauch 
machen. 

Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegelfläcben  zweiten 
örades  ist  somit  eine  Raumcurve  von  der  vierten  Ordnung. 
Als  solche  kann  sie  vier  unendlich  ferne  Punkte  also  unend- 
liche Aeste  und  vier  Asymptoten  haben  —  wenn  nämlich  die 
Fluchtcurven  beider  Kegel  in  der  centralprojectivischen  Dar- 
stellung derselben  oder  die  gleichnamigen  Spuren  der  durch 
Parallelverschiebung  concentrisch  gemachten  Kegel  in  der 
Parallelprojection  sich  in  vier  Punkten  schneiden. 

1)  Hinsichtlich  der  unendlichen  Aeste  und  Asymptoten 
der  Raumcurve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegeln 
zweiten  Grades  sind  folgende  Fälle  möglich: 

a)  Die  vorbezeichneten  Curven  zweiter  Ordnung 
schneiden  sich  in  vier  reellen  und  verschiedenen  Punk- 
ten; vier  unendliche  Aeste  mit  reellen  Asymptoten. 

b)  Diese  Curven  schneiden  sich  in  zwei  reellen 
Punkten ;  zwei  unendliche  Aeste  mit  angebbaren  Asym- 
ptoten. 

c)  Diese  Curven  schneiden  sich  nicht  in  reellen 
Punkten;  die  Curve  besitzt  keine  unendlichen  Aeste, 
sie  ist  im  Endlichen  abgeschlossen. 

Als  Grenzfälle  treten  hinzu :  d)  dass  die  bezeich- 
neten Curven  zweiten  Grades  sich  in  zwei  reellen 
Punkten  schneiden  und  in  einem  Punkte  berühren; 

e)  dass  sie  das  letztere,  aber  nicht  das  erstere 
thun  —  welches  eine  unendlich  ferne  Asymptote  in 
bekannter  Ebene  oder  einen  parabolischen  Ast  und 
entweder  d)  zwei  gewöhnliche  unendliche  Aeste  mit 
ihren  Asymptoten  oder  e)  keine  solchen  bedingt. 

Sodann  f )  dass  diese  Curven  sich  in  zwei  Punk- 
ten berühren,  welches  zwei  parabolische  Aeste  mit 
sich  bringt; 

g)  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  in  der  zweiten 
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Ordnung,  d.  i.  dreipunktig  berühren  (oscnlieren)  und 
in  einem  andern   einfach   schneiden  —  eine  gewöhn- 
liche Asymptote  und   eine    unendlich    ferne   Schmie- 
.    gungsebene ; 

h)  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  in  der  dritten 
Ordnung;  d.  i.  vierpunktig  berühren  —  wie  ein  Ke- 
gelschnitt mit  dem  Krümmungskreis  im  Scheitel  ♦- 
welches  bedingt,  dass  die  Durchdringungscurve  in 
unendlicher  Feme  eine  stationäre  Schmiegungsebene 
hat.  (§  63.) 

2)  Da  jeder  Kegel  zweiten  Grades  in  Kreisen  geschnit- 
ten werden  kann  (vergl.  §  95.),  so  darf  man  unter 
Voraussetzung  einer  Transformation  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  annehmen,  dass  von  den  sich  durch- 
dringenden Kegeln  der  eine  eine  kreisförmige  Spur 
habe.  Man  soll  die  Spuren  zweier  Kegel  zweiten 
Grades  in  einer  Kreisschnittebene  des  einen  von  ihnen 
so  anordnen,  dass  ihre  Durchdringungscurve  einem 
der  Fälle  a)  bis  h)  unter  1)  entspreche  und  erörtere 
die  jeweilen  noch  erfüllbaren  Bedingungen. 

3)  Man  ordne  unter  derselben  Voraussetzung  die  Spuren 
so  an,  dass  die  Ebene  derselben  für  die  Durchdringungs- 
curve eine  Schmiegungsebene  in  gegebenem  Punkte  sei. 

4)  Desgleichen  so,  dass  sie  die  Ebene  von  zwei  Tangen- 
ten der  Durchdringungscurve  in  gegebenen  Punkten 
— •  also  eine  doppelt  berührende  Ebene  —  sei. 

5)  Endlich  so,  dass  sie  zur  stationären  Ebene  derselben 
in  gegebenem  Punkte  werde. 

6)  Wenn  durch  centrische  CoUineation  ein  Punkt  der 
Raumcurve  in's  Unendliche  feilt,  so  wird  seine  Schmie- 
gungsebene zur  asymptotischen  Ebene  der  Curve;  wie 
unterscheidet  sich  der  Fall  der  stationären  asympto- 
tischen Ebene  von  dem  Fall  der  gewöhnlichen  asym- 
ptotischen Ebene?    (Vergl.  §  65.;  7.) 

7)  Eine  Raumcurve  kann  durch  centrische  CoUineation 
stets  so  transformiert  werden,  dass  eine  bestimmte 
von  ihren  Schmiegungsebenen  unendlich  fern  ist;  man 
erläutere  diess  näher. 

8)  Die  Gerade  ist  die  einzige  Linie  erster  Ordnung  — 


272  Zweiter  Theil. 

weil  zwei  Punkte  in  ihr  und  ein  ausser  ihr  gelegener 
Punkt  stets  eine  Ebene  bestimmen^  die  sie  ganz  ent- 
halten muss. 

9)  Der  Kegelschnitt  ist  die  einzige  Curve  zweiter  Ord- 
nung, weil  drei  Punkte  einer  solchen  eine  Ebene  be- 
stimmen, die  sie  ganz  enthält. 

10)  Eine  Curve  dritter  Ordnung  ist  entweder  eben  oder 
sie  ist  die  Durchschnittscurve  von  zwei  Flächen  zwei- 
ter Ordnung,  die  eine  Gerade  gemeinschaftlich  haben 
—  wir  denken  sie  zunächst  als  den  Schnitt  von  zwei 
Kegelflächen  zweiten  Grades  mit  einer  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden.    (Vergl.  §  81.) 

81.  Wir  kehren  zu  den  Entwickelungen  des  ^  79.  zurück. 
Wenn  unter  den  Ebenen  des  Hilfscbenenbüschels  eine  ist, 
welche  beide  Kegelflächen  zugleich  berührt,  so  liefert  dieselbe 
einen  Punkt  der  Durchdringungscurve  —  und  für  Kegelflächen 
zweiten  Grades  nur  einen  Punkt  derselben  —  in  welchem 
zwei  Aeste  derselben  sich  durchschneiden,  einen  Doppel- 
punkt der  Raumcurve,  in  welchem  nach  der  Bezeichnung 
des  §  79.  zwei  Paare  von  Gruppen  A,  B\  C^  D  zusammen- 
stossen  und  die  Kegelflächen  einander  berühren.  Dem  Doppel- 
punkt entsprechen  zwei  Tangenten  der  Durchdringungscurve, 
die  beide  in  der  besagten  Grenzhilfsebene  liegen  und  durch 
die  Betrachtung  der  Tangentenfläche  der  Curve  gefunden 
werden:  Ihre  Durchstosspunkte  sind  die  Schnittpimkte  der 
gleichnamigen  Spur  der  Hilfsebene  mit  den  beiden  entspre- 
chenden Aesten  der  Spur  der  developpabeln  Fläche. 

Die  Figur  158.  zeigt  die  Durchdringung  zweier  Cylinder 
zweiten  Grades,  für  welche  die  Ebene  von  der  Horizontalspur 
5,  eine  gemeinschaftliche  Tangentialebene  ist  und  die  daher 
in  D  einen  Doppelpunkt  hat;  die  eine  der  Tangenten  i^  ist 
angegeben;  überdiess  für  einen  Punkt  P  die  Tangente  t. 

Jede  Hilfsebene  von  dieser  Eigenschaft  giebt  einem  Dop- 
pelpunkte den  Ursprung.  Für  Kegelflächen  zweiter  Ordnung 
sind  aber  offenbar  nur  zwei  Hilfsebenen  von  solcher  Art  mög- 
lich, Ebenen,  deren  Spuren  ein  Paar  gemeinsame  Tangenten 
der  Spuren  beider  Kegelflächen  von  solcher  Lage  sind,  dass 
jede  durch  ihren  Schnittpunkt  gehende  Gerade,   welche  den 
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einen  Kegelschnitt  schneidet;  diess  auch  mit  dem  andern  thut 
und  umgekehrt. 

Auch  kann  eine  Durchdringungscurve  vierter 
Ordnung  nicht  drei  Doppelpunkte  h ab en^  ohne  ganz 
in  der  Ebene  derselben  zu  liegen,  weil  diese  mit  der 
Curve  sechs  Punkte  gemein  hätte  und  also  unendlich  viele 
mit  ihr  gemein  haben  müsste.  (§  80.)  Wenden  wir  dann 
dieselbe  Schlussweise  auf  den  Fall  der  Durchdringungs- 
curve vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  an, 


Fig.  158. 


\/'>!> 


SO  folgt,  dass  eine  Ebene  durch  die  beiden  Doppelpunkte  in 
diesen  vier  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat,  dass  jede 
Ebene  dieses  Büschels,  die  durch  einen  weitem  Punkt  der 
Curve  gelegt  wird,  noch  unendlich  viele  Punkte  der  Curve 
enthalten  muss ;  dass  also  die  Durchdringung  aus  zwei 
ebenen  Curven,  d.  h.  aus  zwei  Kegelschnitten  be- 
steht, welche  die  Doppelpunkte  gemein  haben.  Die 
Spur  der  developpabeln  Fläche  der  Durchdringungscurve  geht 
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gleichzeitig  in  zwei  gerade  Linien  über,  die  gleichnamigen 
Spuren  der  Ebenen  dieser  Kegelschnitte. 

Gehört  die  Verbindungslinie^-^/*  beiderSpitzen 
als  eine  gemeinsame  Erzeugende  zu  beiden  Kegeln, 
so  ist  zu  unterscheiden,  ob  die  Kegelflächen  längs 
derselben  auch  eine  gemeinsame  Tangentialebene 
haben  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  erscheint  die  Ge- 
rade MM*  als  die  Vereinigung  von  zwei  gemeinschaftlichen 
unendlich  nahe  benachbarten  Erzeugenden  imd  der  Rest  der 
Durchdringung  kann  also  nur  eine  Curve  zweiter  Ordnung 
oder  ein  Kegelschnitt  sein.  Jede  Ebene  des  Hilfsebenen- 
büschels  MM*  schneidet  aus  jedem  dör  beiden  Kegel  eine 
Erzeugende  heraus  und  bestimmt  so  einen  Punkt  der  Curve; 
die  entsprechenden  Tangentialebenen  schneiden  sich  in  der 
zugehörigen  Tangente  des  Kegelschnitts.  Im  andern  Falle, 
wo  die  Gerade  MM*  nur  eine  einfache  gemeinsame  Erzeu- 
gende ist,  wird  der  Rest  der  Durchdringung  eine  Raum- 
curve  dritter  Ordnung;  jede  durch  MM*  gehende  Ebene 
schneidet  sowohl  den  Kegel  M  als  auch  den  Kegel  M*  noch 
in  einer  Geraden,  deren  Schnittpunkt  zur  Durchdringungs- 
curve  gehört  und  diese  Curve  kann  offenbar  keine  ebene 
Curve  sein.  Die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Kegel 
schneiden  einander  in  der  Tangente  der  Durchschnittscurve 
im  entsprechenden  Punkte. 

Denkt  man  dann  nach  §  79.;  1.  die  unendlichen  Aestc 
und  die  Asymptoten  der  Curve  dritter  Ordnung  bestimmt, 
in  welcher  sich  zwei  Kegel  zweiten  Grades  durchdringen,  so 
ergiebt  sich  (vergl.  §  80.;  1.)  dass  dieselbe 

a)  einen  unendlichen  Ast  und  eine  Asymptote  immer 
haben  muss  —  weil  zwei  Kegelschnitte,  die  einen  Punkt  ge- 
mein haben,  noch  einen  zweiten  gemein  haben  müssen,  und 
noch  drei  gemein  haben  können;  schneiden  sich  diese  Kegel- 
schnitte in  vier  Punkten,  so  hat  die  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung 

b)  drei  unendliche  Aeste  und  Asymptoten.  Wir  nennen 
sie  im  Falle  a)  eine  cubische  Ellipse,  im  Falle  b)  eine 
cubische  Hyperbel.  Die  Figur  159.  stellt  eine  cubische 
Ellipse  in  Orthogonalprojection  dar.  M,  Sj  und  M*,  S,* 
sind  die  beiden  Kegel,   311)  ist  die  gemeinschaftliche  Erzeu- 
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gende;  a  ist  die  mittebt  des  Parallelkegels  M*,  Sj*  construierte 
Asymptote  der  Curve.  Dieselbe  ist  durch  Funkte  und  TaDgen- 
teo  bestimmt  und  zwar  sind  diese  Punkte  von  oben  her  durch 


die  fortlaufenden  Nummern  und  die  horizontalen  Dnrchstoss- 
punkte  der  Tangenten  d.  i.  die  Punkte  der  Horizontalspur  D 
der  Developpabeln  durch  dieselben  Nummern   1  bis   tÖ   be- 
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zeichnet.    Für  die  Punkte -3,  6,  10  ist  die  Construction  voil- 
Btändig  ersichtlich  gemacht. 

Berühren  sich  femer  die  Kegelschnitte  in  einem  von  D 
verschiedenen  Punkte  einfach;  so  haben  sie  ausser  D  noch 
einen  Schnittpunkt  und  es  entspricht  dem  Letztem 

c)  ein  gewöhnlicher  unendlicher  Ast,  jener  Berührungs- 
stelle aber  ein  solcher  mit  unendlich  ferner  Asymptote  oder 
ein  parabolischer  Ast;  wir  nennen  die  Curve  eine  cubische 
hyperbolische  Parabel.  Osculieren  sich  endlich  die  Ke- 
gelschnitte, die  sich  in  D  schneiden,  in  einem  andern  Punkte, 
so  entspricht 

d)  diesem  Punkte  eine  unendlich  ferne  Schmiegungsebene 
und  wir  nennen  die  Curve  eine  cubische  Parabel.  Dass 
man  die  Rauracurven  dritter  Ordnung  auf  Grund  ihrer  wesent- 
lichen Eigenschaften  als  cubische  Kegelschnitte  bezeich- 
nen darf,  wird  die  weitere  Betrachtung  zeigen.  Die  Figur 
160.  giebt  in  Centralprojection  die  cubische  Parabel. 
Die  Kegel  von  den  Spitzen  M  und  M*  und  der  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden  SD  —  D  bezeichnet  .den  Fluchtpunkt  der- 
selben, S  ihren  Durchstosspunkt  —  haben  zu  Fluchtlinien 
die  Ellipse  Q*'  und  den  Krümmungskreis  Q'  derselbeh  für 
den  Punkt  IT,  welcher  durch  D  geht.  Von  den  Spurcurven 
ist  nur  der  Kreis  S  verzeichnet,  die  Ellipse  S*  wäre  zu  Q*' 
ähnlich  und  in  ähnlicher  Lage  und  geht  durch  die  Punkte  S 
und  &.  Die  Curve  ist  durch  Punkte  und  Tangenten  ver- 
zeichnet, und  die  developpable  Fläche  durch  die  Letztern, 
sowie  die  Fluchtcurve  Q,J  und  den  erreichbaren  Theil  der 
Spurcurve  8^  dargestellt.  Die  Punkte  der  Curve  sind  von 
der  Bildebene  nach  hinten  gezählt  1',  2',  •  •  •  bis  zu  den  vor 
der  Versch windungsebene  gelegenen  Punkten  10',  11',  12^; 
die  Fluchtpunkte  der  entsprechenden  Tangenten  sind  durch 
die  gleichen  Nummern  ohne  Strich,  und  die  Durchstosspunkte 
durch  dieselben  mit  dem  Index  d  bezeichnet.  Ebenso  sind 
]\/t  und  M*'  behandelt.  Die  Tangenten  von  S^  und  die  von 
Q^'  in  den  entsprechenden  Punkten  sind  parallel  als  Spuren 
und  Fluchtlinien  der  bezüglichen  Tangentialebenen  der  deve- 
loppabeln  Fläche. 

Die  Fluchtcurve  ist  ein  Kegelschnitt,  der  Q'  und  Q*'  in 
M  und  ^f*  respective  berührt.   (Vergl.  §  84.;  7.)     Die  Spur- 
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curve  berührt  in  M^  den  Kreis  8  und  würde  in  MJ^  die  Ellipse 
Srf*  berühren;  in  Se  liegt  ihr  Rückkehrpunkt. 

1)  Man  ordne  die  Durchdringung  eines  schrägen  Krcis- 
kegels   und  eines   elliptischen  Cy linders  so  an,  dass 


Fig.  160. 


dieselbe  in  einer  gegebenen  Erzeugenden  des  erstem 
einen  Doppelpunkt  habe. 
2)  In  einem  Doppelpunkt  der  Durchdringungscurve  haben 
die  schneidenden  Flächen  —  und  diess  gilt  nicht  nur 
für  Kegelflächen  (vergl.  §  87.)  —  dieselbe  Tangen- 
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tialebene  für  den  gemeinschaftlichen  Punkt,  d.  h.  sie 
berühren  einander  in  ihm. 

3)  Man  ordne  die  Fluchtcurven  und  Spitzen  von  zwei 
Kegeln  zweiten  Grades  so  an,  dass  ihre  Durchdringung 
aus  zwei  Hyperbeln  mit  einer  gemeinsamen  Asympto- 
tenrichtung  besteht. 

4)  Ebenso  die  Durchdringung  von  zwei  Cylind'erflächen 
zweiten  Grades  so,  dass  zwei  gegebene  sich  schnei- 
dende Gerade  die  Durchdringungscurve  in  gegebenen 
Punkten  berühren. 

5)  Wenn  zwei  Kegelschnitte  Ky  K*  sich  in  einem  Punkte 
S  berühren,  so  schneiden  sich  die  Paare  von  Tangen- 
ten, welche  an  sie  in  den  Punkten  eines  um  S  sich 
drehenden  Strahls  gezogen  werden,  in  Punkten  einer 
Geraden  *,  welche  die  reelle  oder  ideale  gemeinschaft- 
liche Secante  der  Kegelschnitte  ist,  die  S  nicht  ent- 
hält. Verbindet  man  von  den  Paaren  solcher  Punkte 
der  Kegelschnitte  K,  K*  den  zu  K  gehörigen  mit  dem 
einen  M  und  den  zu  AT*  gehörigen  mit  dem  andern  ü/* 
von  zwei  festen  mit  5  in  einer  Geraden  gelegenen 
Punkten,  so  erzeugen  die  zwei  so  entstehenden  Strah- 
lenbüschel als  Ort  der  Schnittpunkte  ihrer  entspre- 
chenden Elemente  einen  Kegelschnitt,  Denn  K,  K* 
sind  die  gleichnamigen  Spuren  von  zwei  Kegelflächen 
zweiten  Grades  von  den  Spitzen  M  und  M*y  welche 
sich  längs  der  Erzeugenden  MM^S  berühren. 

6)  Man  construiere  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  durch 
sechs  gegebene  Punkte  P,-,  von  denen  keine  vier  in 
einer  Ebene  liegen  —  indem  man  zwei  derselben  als 
Scheitel  M,  M*  von  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades 
wählt,  Welche  durch  die  Kanten  MM*,  MP^,  itfP^, 
il//>3,  MP^  und  M*M,  M*P^,  M*P^,  M*P^,  M*P^  re- 
spective  bestimmt  sind,  und  die  Durchdringung  dersel- 
ben ermittelt.  In  den  durch  je  fünf  Punkte  bestimmten 
gleichnamigen  Spuren  der  Kegelflächen  —  wählt  man 

.  die  Ebene   durch  eine  Gruppe  von  drei  Punkten  i>,-, 

z.  B.  P^P^P'^  zur  Grundebene,  so  sind  die  Spuren 
durch  die  vier  gemeinsamen  Punkte  und  je  einen 
fünften   Punkt    bestimmt   —   construiert   man   linear 
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(§27. ;  l^.)  die  Paare  ihrer  Schnittpunkte  mit  einem  um 
den  gleichnamigen  Durchs tosspunkt  von  MM*  sich 
drehenden  Strahl  und  erhält  durch  ihre  Verbindungs- 
linien mit  Mj  respective  M*  je  einen  Punkt  der  Curve; 
man  construiert  ebenso  linear  die  den  Paaren  dieser 
Schnittpunkte  des  sich  drehenden  Strahls  entsprechen- 
den Tangenten  der  Spuren  und  erhält  damit  den  jedes- 
maligen gleichnamigen  Durchstosspunkt  der  zum  ent- 
sprechenden Punkt  derRaumcurve  gehörigen  Tangente. 
Die  Aufeinanderfolge  dieser  Durchstosspunkte  der 
Tangenten  bildet  die  Spur  der  developpabeln  Fläche 
der  Curve;  die  Tangente  der  Raumcurve  im  Punkte 
P  und  die  Tangente  der  Spurcurve  der  Developpabeln 
im  Durchstosspunkt  derselben  bestimmen  die  Schmie- 
gungsebene  der  Baumcurve  im  Punkte  P. 

7)  Alle  diejenigen  Kegel  zweiten  Grades,  welche  die- 
selben gleiichnamigen  Spuren  und  dieselben  zugehörigen 
Projectionen  der  Spitzen  und  den  nämlichen  zuge- 
hörigen Durchstosspunkt  ihrer  Verbindungslinie  haben, 
erzeugen  Durchdringungscurven,  für  welche  die  gleich- 
namige Projection  und  die  gleichnamige  Spur  ihrer 
Tangentenfläche  dieselben  sind  —  denn  diese  wie  jene 
werden  ganz  ohne  Zuziehung  der  andern  Projectionen 
der  Spitzen  bestimmt. 

8)  Was  entspricht  dem  in  7)  bezeichneten  Verhalten  in 
der  centralprojectivischen  Darstellung? 

9)  Zwei  Projectionen  eines  Punktes  der  Raumcurve,  die 
eine  Projection  der  ganzen  Curve  und  die  zugehörige 
Spur  ihrer  Developpabeln  reichen  hin  zur  Bestimmung 
der  Curve  und  ihrer  developpabeln  Fläche. 

10)  Es  ist  unmöglich,  dass  bei  der  Raumcurve  dritter 
Ordnung  zwei  nicht  auf  einander  folgende  Tangenten 
sich  schneiden  —  weil  sonst  in  der  Ebene  derselben 
die  Spuren  der  erzeugenden  Kegel  zwei  sich  doppelt 
berührende  Kegelschnitte  sein  müssten,  für  die  die 
Verbindungslinie  der  Spitzen  den  einen  Berührungs- 
punkt enthielte.  (Vergl.  den  Text.)  Die  developpabele 
Fläche  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  hat  also  keine 
Doppelcurve.  (Vergl.  §  74.;  10.) 
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11)  Eine  stationäre  Schmiegungsebcne  kann  eine  Raum- 
eurve  dritter  Ordnung  nicht  enthalten. 

12)  Man  construiere  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  so, 
dass  die  erste  Frojeetionsebene  sie  in  einem  gege- 
benen Punkte  nach  einer  gegebenen  Geraden  oscu- 
liere,  während  die  erste  Spur  der  einen  Kegelfläche 
ein  Kreis  ist. 

13)  Ein  Kegel  und  ein  Cy linder  zweiten  Grades  mit  einer 
gemeinschaftlichen  Erzeugenden  können  nur  eine  cu- 
bische  Ellipse  zur  Durchdringung  haben;  man  ordne 
ihre  Durchdringung  so  an,  dass  ihre  Asymptote  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht. 

14)  Man  construiere  eine  cubische  Hyperbel,  wenn  ihre 
Asymptotenrichtungen,  die  Spitzen  der  beiden  sie  er- 
zeugenden Kegel  und  ein  fernerer  Punkt  der  Curve, 

.  z.  B.  in  einer  Projectionsebene  gegeben  ist. 

15)  Man  erörtere,  ob  eine  cubische  Parabel  möglich  und 
bestimmt  ist,  wenn  ein  Kegel  zweiten  Grades  gegeben 
ist,  auf  dem  sie  liegt,  dazu  entweder  die  Spitze  eines 
zweiten  Kegels  oder  die  Erzeugende  ihres  unendlich 
fernen  Punktes  auf  dem  ersten  Kegel. 

82.  Man  hat  im  Vorhergehenden  gesehen,  dass  die  con- 
structive  Behandlung  einer  Raumcurve  durch  die  Vermittelung 
von  zweierlei  ebenen  Curven  geschieht,  von  denen  die  einen 
die  Projectionen  der  Raumcurve  selbst  sind,  die  an- 
dern aber  ebene  Querschnitte  ihrer  developpabeln 
Fläche  insbesondere  Spuren  derselben  in  Projections- 
ebenen  sind. 

Die  Besonderheiten  der  Raumcurve  nach  Form  und  Lage 
müssen  Besonderheiten  dieser  ebenen  Curven  bedingen  und 
aus  solchen  erkennbar  sein.  Eine  nähere  Untersuchung  der 
Beziehungen  der  Raumcurve  selbst  zu  ihren  durch 
Parallel-  oder  Central-Pro jcction  erzeugten  ebenen 
Abbildungen  und  zu  den  ebenen  Querschnitten  ihrer 
developpabeln  Fläche  wird  die  Regeln  für  die  Bildung 
der  bezüglichen  Urtheile  ergeben. 

Das  Projectionscentrum  und  die  Bildebene  denken  wir 
willkürlich  gewählt,  setzen  also  zunächst  voraus,  dass  das 
erstere  nicht  in  einer  Tangente   der  Curve   oder   auf  dieser 
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selbst  liege  und  die  Letztere  nicht  durch  eine  solche  gehe, 
noch  auch  selbst  eine  Schmiegungsebene  der  Curve  sei.  Um 
unsere  Schlüsse  noch  mehr  zu  präcisieren,  nehmen  wir  an, 
dass  Bild  und  Spur  algebraische  Curven,  d.  h.  von  bestimmter 
Ordnungs-  und  Classenzahl  seien.  Die  Methode  der  Betrach- 
tung bleibt  jedoch  gültig  auch  für  Curven,  die  nicht  alge- 
braisch sind  und  für  solche,  die  nur  gezeichnet  vorliegen  und 
über  deren  mathematische  Natur  daher  nichts  bekannt  ist. 

So  untersuchen  wir  zuerst  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Raumcurve  und  ihren  ebenen  Abbildun- 
gen, d.  h.  nach  §  64.  zwischen  ihr  und  den  Kegelflächen, 
die  sie  aus  beliebigen  Punkten  des  Raumes  projicieren. 

Die  Erzeugenden  eines  solchen  Kegels  sind  die  projicieren- 
den  Strahlen  der  Punkte  der  Curve,  seine  Tangentialebenen  die 
projicierenden  Ebenen  ihrer  Tangenten ;  die  Bilder  der  Cur- 
venpunkte  oder  die  Punkte  des  Curvenbildes  sind  die  Durch- 
stosspunkte  seiner  Erzeugenden  in  der  Projectionsebene;  die 
Bilder  der  Tangenten  der  Curve  oder  die  Tangenten  des  Bil- 
des der  Curve  sind  die  gleichnamigen  Spuren  jener  Tangen- 
tialebenen. (Vergl.  Fig.  161.) 

Der  projicierende  Kegel  und  somit  die  ebene  Abbildung 
der  Curve  sei  von  der  Ordnung  m  und  der  Classe  n  mit  d 
Doppelerzeugenden  respective  Doppelpunkten,  t  Doppeltangen- 
tialebenen respective  Doppeltangenten,  mit  k  Rückkehrerzeu- 
genden und  Rückkehrpunkten,  und  i  Inflexionstangentialebenen 
und  Inflexionstangenten.     Dann  ergiebt  sich: 

a)  Die  m  Schnittpunkte  des  Bildes  mit  einer  Geraden  g' 
in  der  Bildebene  sind  die  Bilder  der  Punkte  der  Curv'^e,  welche 
in  der  projicierenden  Ebene  jener  Geraden,  d.  i.  in  der  durch 
einen  beliebigen  Punkt  —  das  Projectionscentrum  —  nach 
einer  beliebigen  Geraden  der  Bildebene  gehenden  Ebene,  also 
in  einer  Ebene  von  ganz  allgemeiner  und  unabhängiger  Lage 
enthalten  sind;  d.  h.  die  Ordnungszahl  rn  des  Bildes 
einer  Raumcurve  ist  der  Ordnungszahl  m  dieser 
Curve  selj^st  gleich  —  wenn  man  dieselbe  als  die  Anzahl 
der  Puiikte  definiert,  die  sie  mit  einer  Ebene  gemein  haben 
kann. 

b)  Die  n  Tangenten  des  Bildes  aus  einem  Punkte  P^  der 
Bildebene  sind  die  Bilder  von  n   Tangenten  der  Raumcurve, 
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deren  projicierende  Ebenen  die  projicierende  Gerade  jenes 
Punktes  enthalten^  die  also  selbst  diese  Letztere ,  d.  h.  eine 
Gerade  von  allgemeiner  Lage  als  die  Verbindungslinie  von 
zwei  beliebigen  Punkten  schneiden.  Die  Classenzahl  n 
des  Bildes  einer  Raumcurve  stimmt  überein  mit  der 
Rangzahl  r  der  Raumcurve  und  ihrer  Developpabeln 
selbst,  die  wir  als  die  Zahl  der  Tangenten  der  Curve  oder 
der  Erzeugenden  der  Developpabeln  erklären,  welche  eine 
beliebige  Gerade  schneiden,  oder  als  die  Zahl  der  Schnitt- 
punkte einer  solchen  mit  der  developpabeln  Fläche. 


c)  Die  i  Doppelpunkte  D'  des  Bildes  sind  die  Durch- 
stosspunkte  von  solchen  projicierenden  Jjinien,  welche  die 
Raumcurve  in  zwei  verschiedenen  nicht  auf  einander  folgenden 
Punkten  treffen;  d.  h.  die  Zahl  d  der  Doppelpunkte 
des  Bildes  einer  Raumcurve  stimmt  überein  mit  der 
Zahl  h  derjenigen  Geraden,  welche  von  ^inem  be- 
liebigen Punkte  des  Raumes  aus  so  gezogen  w'erden 
können,  dass  sie  die  Curve  zweimal  schneiden.  Die 
beiden  Tangenten  (,  /*'  des  Bildes  im  Doppelpunkt  sind  die 
Bilder  derjenigen  beiden  Tangenten  der  Raumcurve,  welche 


Curven  und  Flächen.  283 

ihre  Berührungspunkte  auf  der  projicierenden  Geraden   des 
Doppelpunktes  haben. 

d)  Die  <  Doppeltangenten  ^,2*'  des  Bildes  sind  die  Spu- 
ren von  solchen  projicierenden  Ebenen,  welche  zwei  nicht 
auf  einander  folgende  Tangenten  der  Raumcurve  enthalten, 
und  die  zu  einer  solchen  Doppeltangente  gehörigen  beiden 
Berührungspunkte  sind  die  Bilder  der  Berührungspunkte  der 
entsprechenden  beiden  Tangenten  der  Raumcurve.  Die  Zahl 
{  der  Doppeltangenten  des  Bildes  ist  also  der  Zahl 
y  der  Ebenen  gleich,  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  des  Raumes  so  gehen,  dass  sie  je  zwei  Tan- 
genten der  Raumcurve  enthalten,  also  diese  doppelt 
berühren. 

e)  Die  k'  Rückkehrpunkte  S  des  Bildes  sind  die  Bilder 
von  ebenso  vielen  singulären  Funkten  der  Raumcurve,  näm- 
lich von  Punkten,  in  welchen  ein  Stillstand  und  Rückgang 
bei  der  Bewegung  stattgefunden  hat,  durch  welche  die  Curve 
als  Ort  eines  Punktes  erzeugt  ward;  von  Doppelpunkten  mit 
unendlich  klein  gewordener  Schleife  und  einziger  Tangente. 
(Vergl.  §  63.)  Die  Zahl  U  der  Rückkehrpunkte  des 
Bildes  ist  also  der  Zahl  ^  der  stationären  Punkte 
der  Raumcurve  gleich. 

f)  Jede  der  x  Inflexionstangenten  des  Bildes  ist  das  Bild 
solcher  zwei  auf  einander  folgender  Tangenten  der  Raumcurve, 
welche  in  der  nämlichen  projicierenden  Ebene  liegen,  oder 
die  Spur  einer  projicierenden  Ebene,  welche  zugleich  eine 
Schmiegungsebene  der  Curve  ist.  Denn  die  InflexionBtangente 
enthält  drei  Nachbarpunkte  T,  2',  3^  des  Bildes,  also  ihre  pro- 
jicierende  Ebene  die  drei  Nachbarpunkte  1, 2,  3  der  Raumcurve, 
die  ihnen  entsprechen.  Die  Zahl  %  der  Inflexionstan- 
genten des  Bildes  stimmt  also  mit  der  Zahl  n  der 
Schmiegungsebenen  der  Raumcurve  überein,  die 
durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen.  Wir  können 
diese  Zahl  als  die  Classenzahl  der  developpabeln 
Fläche  der  Raumcurve  bezeichnen. 

*)  Die  Relationen  der  Anmerkung  des  §  62.  liefern  so- 
nach flir  die  Charactere  der  algebraischen  Ranmcnrven  — 
gleichviel  von  welcher  Herkunft  —  die  Gleichungen 
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r  =  m(ni  —  1)  —  2ä  —  Sßy      m  =  r{r  —  1)  —  2y  —  3w, 

n  —  ß  =  3(r  —  m); 

und  für  das  Geschlecht 

P  -  (^'^^_  (*  +  «  _  <^fc=S  _  (,  + ,). 

£s  bestehen  also  drei  Relationen  zwischen  den  sechs 
Grössen  m,  n,  r,  j3,  h,  y\  und  beim  Uebergang  zu  einer  neuen 
RaumcurvC;  die  aus  der  gegebenen  so  entspringt^  dass  jedem 
Punkt  und  jeder  Tangente  und  Schmiegungsebene  der  einen 
ein  Punkt,  eine  Tangente  und  Schmiegungsebene  der  andern 
entspricht,  z.  B.  beim  Uebergang  zu  einer  coUincaren  Curve, 
tritt  zu  diesen  eine  vierte  durch  die  Unveränderlichkeit  des 
Geschlechts  hinzu. 

1)  Ordnung  und  Classe  der  Horizontalprojection 
einer  Räume urve  bestimmen  sich  durch  die  Zahl 
der  Schnittpunkte  der  Curve,  respective  ihrer  Deve- 
loppabeln  mit  einer  Ebene  und  einer  Geraden;  sie 
hat  so  viel  Doppelpunkte  als  Verticallinien  die  Curve 
zweifach  schneiden  und  so  viel  Doppeltangenten  als 
Verticalebenen  sie  zweifach  berühren;  endlich  so  viel 
Inflexionen  als  verticale  Schmiegungsebenen  und  so 
viel  Rückkehrpunkte  als  die  Raumcurve  selbst. 

2)  Die  orthogonale  Parallelprojection  der  Schraubenlinie 
in  der  zu  ihrer  Axe  parallelen  Projectionsebene  hat 
Inflexionstangenten  in  den  auf  der  Projection  der  Axe 
gelegenen  Punkten,  weil  die  entsprechenden  Schmie- 
gungsebenen zu  dieser  Projectionsebene  normal  sind. 
(Vergl.  §  73.;  3.) 

3)  Dieselbe  Projection  hat  die  entsprechenden  Umrisslinien 
des  Schraubencylinders  zu  mehrfachen  Tangenten. 

4)  Die  schräge  Parallelprojection  der  Schraubenlinie  auf 
eine  Kreisschnittebene  des  Schraubencylinders  hat  In- 
flexionspunkte,  d.  h.  ist  eine  verkürzte  Cycloide  (§73.; 
2.),  wenn  die  Neigung  ß^  des  projicierenden  Strahles 
gegen  die  Grundkreisebene  kleiner  ist  als  die  Neigiing 
ß  der  Schraubenlinie  —  weil  es  dann  zwei  projicie- 
rende  Strahlen  in  jedem  Gange  giebt,  welche  in 
Schmiegungsebenen  der  Schraubenlinie  liegen. 
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Die  Projection  hat  Doppelpunkte,  d.  h.  sie  ist 
eine  verlängerte  Cycloide,  wenn  ßi  >  ß  (§  73.;  2.). 
(Vergl.  §  84.;  3.  die  Erklärung  der  Rückkehrpunkte 
der  gemeinen  Cyeloide.) 

5)  Man  erläutere,  wie  die  Centralprojection  der  Schrau- 
benlinie zwei  Doppeltangenten,  eine  beschränkte  An- 
zahl von  Inflexionstangenten  und  eine  unbegrenzte 
Anzahl  von  Doppelpunkten  darbieten  müsse.  (Vergl. 
§  75.;  a.).  Wie  sind  die  Inflexionsstellen  zu  con- 
struieren? 

6)  Die  Ebenen,  welche  zwei  nicht  benachbarte  Tangenten 
einer  Raumcurve  enthalten,  bilden  eine  developpable 
Fläche  von  der  Classe  y  —  denn  es  gehen  y  derselben 
durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes.  Jede  der- 
selben berührt  diese  längs  der  Geraden,  welche  die 
Berührungspunkte  jener  Tangenten  mit  der  Curve 
verbindet.  Wir  nennen  diese  developpable  Fläche  die 
der  Raumcurve  doppelt  umschriebene  Developpable. 

7)  Man  erläutere  für  die  Schraubenlinie  die  besondern 
Verhältnisse  der  doppelt  umschriebenen  Developpa- 
beln.. 

8)  Die  Raumcurve  dritter  Ordnung  hat  keine  doppelt 
umschriebene  Developpable,  da  sonst  ihr  Bild  d.  h. 
eine  Curve  dritter  Ordnung  Doppeltangenten  zulassen 
müsste. 

9)  Die  Kegel  zweiten  Grades,  aus  deren  Durchdringung 
eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  hervorgeht,  sind 
derselben  doppelt  umschriebene  developpable  Flächen ; 
ihre  Gesammtclasse  ist  =  4.  Bilden  sie  die  voll- 
ständige doppelt  umschriebene  Developpable  der  Curve? 
(Vergl.  §  86.  und  das  Folgende.) 

83.  Wir  untersuchen  ferner  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Raumcurve  und  den  ebenen  Schnitten 
ihrer  developpabeln  Fläche,  die  wir  (Fig.  162.)  als 
Curven  von  bestimmter  Ordnung  und  Classe  m, ,  »j,  mit  d^ 
Doppelpunkten  und  t^  Doppeltangenten,  mit  tj  Inflexionstan- 
genten und  At]  Rückkehrpunkten  voraussetzen.  Ihre  Punkte 
sind  die  Durchstosspunkte  der  Tangenten  der  Raumcurve 
oder  der  Erzeugenden  der  developpabeln  Fläche  in  der  Schnitt- 
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ebene;  ihre  Tangenten  sind  die  Spuren  der  Sehmiegungsebenen 
der  Curve  oder  der  Tangentialebenen  der  Developpabeln  in 
derselben.  Man  findet  also  in  der  schon  gemachten  Voraus- 
setzung über  die  Unabhängigkeit  der  Lage  der  Schnittebene 
das  Folgende. 

a)  Die  Ordnung  m|  der  SchnittcurvC;  d.  h.  die 
Zahl  der  Punkte^  die  sie  mit  einer  Geraden  g^  (Fig«  162.) 
der  Schnittebene  gemein  hat^  ist  dem  Rang  r  der  Raum- 
curVe  und  der  developpabeln  Fläche  gleich;  d.  i. 
gleich  der  Zahl  der  Tangenten  derselben  ^  welche  eine  belie- 
bige Gerade  schneiden.  Diese  Zahl  kaxm  somit  als  die  Ord- 
nungszahl der  developpabeln  Fläche  angesehen  werden. 

Tig.  168. 


b)  Die  Classe  n^  der  Schnittcurve,  d.  h.  die  Zahl 
ihrer  Tangenten  aus  einem  Punkte  der  Schnittebene ,  ist 
zugleich  die  Zahl  n  der  durch  diesen  Punkt  oder 
durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  gehenden 
Sehmiegungsebenen  der  Raumcurve. 

c)  Die  Zahl  d^  der  Doppelpunkte  der  Schnitt- 
curve  ist  die  Zahl  x  solcher  Punkte  ihrer  Ebene, 
d.  i.  einer  beliebigen  EbenC;  in  welchen  zwei  nicht  auf 
einander  folgende  Tangenten  der  Raumcurve  oder 
Erzeugende  der  Developpabeln  sich  schneiden;  die 
zugehörigen  Tangenten  der  Schnittcurve  sind  die  Spuren  der- 
jenigen Tangential-  oder  Schmiegungs-Ebeneu;  welche  den 
im  Doppelpunkt  zusammentreffenden  Erzeugenden  oder  Tan- 
genten angehören. 
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d)  Die  Zahl  t^  der  Doppeltangenten  der  Schnitt- 
eurve  ist  die  Zahl  g  der  Geraden  ihrer  Ebene,  d.  h. 
einer  beliebigen  Ebene,  in  welchen  zwei  nicht  auf  ein- 
ander folgende  »Schmiegungs  -  oder  Tangential- 
Ebenen  einander  schneiden;  die  zugehörigen  Berührungs- 
punkte der  Schnittcurve  sind  die  Durchstosspunkte  der  zu 
diesen  Schmiegungsebenen  gehörigen  Tangenten  der  Raum- 
curve. 

e)  Die  Zahl  k^  der  Rückkehrpunkte  der  Schnitt- 
curve ist  die  Zahl  m  der  Punkte  der  Raumcurve 
selbst,  welche  in  der  Schnittebene  liegen;  denn  sie 
sind  Doppelpunkte  mit  zusammenfallenden  Tangenten,  sie 
entspringen  also  aus  der  Begegnung  zweier  solchen  Tangenten 
der  Raumcurve  in  der  Schnittebene,  denen  nur  eine  Schmie- 
gungsebene  entspricht,  d.  h.  welche  benachbart  sind  oder  sich 
in  der  Curve  schneiden. 

f)  Die  Inflexionstangenten  der  Schnittcurve 
können  als  Doppeltangenten  mit  zusammenfallenden  Berüh- 
rungspunkten angesehen  werden,  sind  also  die  vereinigten 
Spuren  von  je  zwei  solchen  Schmiegungsebenen,  welche  zu 
einer  und  derselben  Tangente  gehören,  d.  i.  zusammenfallen; 
sie  entsprechen  also  Singularitäten  der  developpabeln  Fläche, 
nämlich  den  stationären  Ebenen  oder  Inflexionstangentialebenen 
derselben  (§  63.)  und  ihre  Zahl  t,  ist  der  Zahl  dieser 
stationären  Ebenen  cc  gleich. 

*)  Die  Relationen  der  Anmerkung  des  §  62.  liefern  so- 
nach für  die  Charactere  der  algebraischen  Raumcurven  die 
ferneren  Gleichungen 

n  =  r{r  —  1)  —  2x  —  3w;       r  =  n(n  —  1)  ^ —  2g  —  3«; 

a  —  m  s»  3  (n  —  r) ; 

und  für  das  Geschlecht 

welche  beide  letztem  Ausdrücke  mit  den  entsprechenden  des 
vorigen  §  identisch  sind. 

Zwischen  den  neun  Grössen  iw,  n,  r,  g,  h,  x,  y,  a,  ß,  den 
Characterzahlen  einer  algebraischen  Raumcurve,  bestehen  dem- 
nach  sechs  Gleichungen  und  eine  siebente  tritt  beim  Ueber- 
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gang  zu  einer  eindeutig  entsprechenden  Curve,  z.  B.  zu  einer 
Evolute,  etc.  durch  die  Constanz  des  Geschlechts  hinzu.  Man 
muss  also  im  Allgemeinen  drei,  und  wenn  das  Geschlecht 
bekannt  ist,  zwei  dieser  Charactere  kennen,  um  alle  andern 
zu  erfahren. 

1)  Die  Durchschnittspunkte  der  gleichnamigen  Spuren 
zweier  Kegel  sind  Rückkehrpunkte  in  der  Spur  der 
developpabeln  Fläche  ihrer  Durchdringungscurve. 

2)  Der  Anfangspunkt  der  Schraubenlinie  in  der  zu  ihrer 
Axe  normalen  Projectionsebene  ist  Rückkehrpunkt  der 
Evolvente  des  Grundkreises,  welche  die  Spur  ihrer 
developpabeln  Fläche  ist. 

3)  Die  Spur  der  developpabeki  Schraubenääche  hat  keine 
Inflexionstangenten ,  weil  die  Fläche  keine  stationäre 
Ebene  besitzt.  (Vergl.  §  63.;  4.  §  73.;  5.) 

4)  Wanim  hat  die  Spur  der  developpabeln  Schrauben- 
iläche  in  der  Normalebcne  des  Schraubencylinders 
keine  Doppeltangenten? 

5)  Der  Richtungskegel  einer  developpabeln  Fläche  hat 
die  Charactere  eines  ebenen  Querschnitts  derselben, 
—  nämlich  die  Charactere  ihrer  Fluch tcurve,  d.  h. 
ihres  unendlich  fernen  ebenen  Querschnitts. 

6)  Die  Punkte,  in  welchen  sich  zwei  nicht  benachbarte 
Tangenten  einer  Raumcurve  schneiden,  bilden  eine 
Curve  von  der  Ordnung  x  —  denn  es  liegen  x  der- 
selben in  einer  beliebigen  Ebene.  Wir  nennen  diese 
Curve  die  doppelf  eingeschriebene  Curve  der  deve- 
loppabeln Fläche  oder  kurz  ihre  Doppelcurve.  (Vergl. 
die  Doppelcurve  der  developpabeln  Schraubenfläche 
§:74.) 

7)  Man  erläutere  die  Reciprocität  der  Charactere  wi,  «; 
r,  r;  ^,  Ä;  o:,  y;  er,  |3  der  Raumcurven  und  ihrer  de- 
veloppabeln Flächen;  z.  B.  (vergl.  §  99.) 

g  Gerade  in  einer  Ebene,  h  Gerade  durch  einen 
durch  deren  jede  zwei  nicht  Punkt,  in  deren  jeder  zwei 
benachbarte  Schmiegungs-  nicht  benachbarte  Punkte 
ebenen  der  Curve  gehen,     der  Curve  liegen. 

8)  Die  developpable  Fläche  der  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung besitzt  keine  Doppelcurve  (vergl.  §  82.;  8.)  — 
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weil  sonst  zwei  nicht  auf  einander  folgende  Tangenten 
in  einer  Ebene  lägen  und  diese  vier  Punkte  mit  der 
Curve  gemein  hätte;  für  diese  Developpable  ist  o;  =  0 
und  zugleich  y «»  0;  aus  analogem  Grunde  ist  auch 
eine  stationäre  Ebene  nicht  möglich  —  also  a  ==  0. 
(Vergl.  §  63.)  Ebenso  ist  ß  =  0  nach  den  Unter- 
suchungen des  §  81.  Das  Bild  einer  solchen  Curve 
hat  also  weder  Doppeltangenten  noch  Spitzen  und  die 
Spur  ihrer  Developpablen  weder  Doppelpunkte  noch 
Inflexionen. 
*9)  In  der  That  sind  die  sechs  Gleichungen  unter  *)  bei 
§  82.  und  83.  für 

m  =  3,  x  =  0,  y  =  0,  «  =  0;  ß  =  0 

(vergl.  §  63.;  4.),  d.  i. 

r  =  6  — 2ä,  3  =  r(r—  1)  -  3n,  n  =  3r  —  9 
n  =  r(r— 1)  — 9,  r  =  n{n  —  1)  -  2g ,  3  =  3(r  — n) 

mit  einander  verträglich  und  liefern  die  einzige  Gruppe 
von  Werthen 

r  =  4,  «  =  3,  gr  =  l,  Ä  =  l. 

Das  Bild  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  eine 
Curve  dritter  Ordnung  und  vierter  Classe  mit  einem 
Doppelpunkt  und  drei  Inflexionen  ohne  andere  Singu- 
laritäten. Hat  jener  reelle  Tangenten  ^  so  sind  zwei 
der  Inflexionen  nicht  reell.  Wenn  sie  reell  sind,  so 
liegen  die'  drei  Inflexionspunkte  in  einer  Geraden. 
(Vergl.  §  84.;9.,19.)  Die  Spur  ihrer  developpabeln  Fläche 
ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  und  dritter  Classe  mit 
einer  Doppeltangente  und  drei  Rückkehrpunkten  — 
von  welchen  Letzteren  zwei  nicht  reell  sein  können, 
indess  zugleich  die  Doppeltangente  zu  einer  isolierten 
oder  conjugierten  Geraden  wird.  Diese  Ergebnisse 
sind  für  den  Zeichner  von  Wichtigkeit.  (Vergl.  Fi- 
gur 159.) 
*  10)  Für  die  Raumcurven  dritter  Ordnung  und  ihre  Deve- 
loppabeln  sind    die    reciproken    Charactere    einander 

gleich 

tn  =  n,  g==h,  a  =  ß,  a;  =  y; 

ganz  so  wie  für  die  ebenen  Kegelschnitte. 

Fiedler,  Darstellende  Geometrie.  19 
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♦11)  Für  ffi  =  4  gestatten  die  sechs  Gleichungen  verschie- 
dene Lösungen ;  nämlich  für  A  =  2  und  /r  =  3,  je- 
nachdem  kein  Doppelpunkt  in  der  Curve  auftritt  oder 
ein  solcher  vorhanden  ist,  wie  im  Falle  der  Berührung 
der  Kegel.  (§  81.)  Man  erhält  für  A  =  3,  m  =  4 
einzig  die  Gruppe 

a)  w  =  6;  r  =  6;  a==4,  j3  =  0;  g  =  G]  a:  =  6,y  =  4; 

dagegen  für  ä  =  2,  w  =  4  die  beiden  Gruppen 

b)  w  =  125  r=8;  «  =  16,  ß=0)  g=38]  a:=16,  y=8; 

c)  n=  4;r=65a=    l,j3  =  l;^=  2;  a:=  2,  y=2. 

Die  Letztere  zeigt  wieder  die  Gleichheit  der  recipro- 
ken  Charactere  und  hat  daher  besonderes  theoretisches 
Interesse.  (Vergl.  §  85.) 

Man  erläutere  den  Werth  der  in  Gruppe  a)  ent- 
haltenen Zahlen  für  den  Zeichner. 
*  12)  Für  die  Durchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zwei- 
ten Grades  im  Falle  der  Berührung  sind  diese  Kegel 
selbst  'allein    die   doppelt   umgeschriebene    Develop- 
pabele  —   denn  sie  liefern  vollständig  y  =  4.     Wir 
werden  im  §  86.  sehen,  dass  die  vollständige  doppelt 
umschriebene  Developpable  im  allgemeinen  Fall  (y=8) 
aus  vier  solchen  Kegeln  besteht. 
84.  Wir  untersuchen  femer  einige   besondere  Lagen, 
welche  Projectionscentrum    und  Schnittebene    zur 
Kaumcurvo  und  ihrer  developpabeln  Fläche  haben 
können,  hinsichtlich  der  durch  sie  bedingten  Modificationen 
der  Ergebnisse  der  vorigen  §§.    Zunächst  für  das  Projections- 
centrum, dass  es  a)  auf  einer  Tangente  der  Curve,  b)  in  einem 
Punkte  der  Curve,  c)  in  einem  stationären  Punkte  derselben 
liege;   sodann  für  die  Schnittebene,   dass   sie  d)  durch  eine 
Tangente  der  Curve   gehe,    e)  mit  einer  Schmiegungsebene 
derselben  und  endlich   f)  mit  einer  stationären  Ebene  der- 
selben zusammenfalle. 

a)  Wenn  das  Projectionscentrum  auf  einer  Tan- 
gente t  der  Curve  liegt,  so  bleibt  die  Ordnung  des  Bildes 
ungeändert,  gleich  m;  die  Classe  des  Bildes  vermindert  sich 
auf  (r  —  1),  weil  diejenige  Tangente  bei  der  Bildung  nicht 
mit  zählt,  welche  das  Centrum  enthält;  die  Zahl  der  Doppel- 
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punkte  wird  {h  —  1),  weil  die  Tangente  t  selbst  eine  Gerade 
durch  das  Centrum  ist,  welche  die  Curve  zweimal  schneidet; 
ohne  doch  einen  Doppelpunkt  hervorzurufen  5  die  Zahl  der 
Doppeltangenten  wird  y  —  (r  —  4)  —  denn  jede  Tangente 
der  Curve,  also  auch  die  durch  das  Centrum,  wird  von  (r— :4) 
andern  Tangenten  derselben  geschnitten  und  bestimmt  mit 
ihnen  Ebenen,  welche  keine  Doppeltangenten  des  Bildes  her- 
vorrufen; die  Zahl  der  Rückkehrpunkte  vermehrt  sich  !um 
Eins  auf  {ß  +  1),  weil  die  durch  das  Centrum  gehende  Tan- 
gente einen  stationären  Punkt  im  Bilde  der  Curve  bedingt 
(vergl.  1.);  endlich  vermindert  sich  die  Zahl  der  Inflexions- 
tangenten  auf  («  —  2),  weil  die  beiden  durch  /  und  das  Cen- 
trum gehenden  benachbarten  Schmiegungs ebenen  keine  In- 
flexionen  mehr  erzeugen  —  sondern  statt  dessen  den  Eück- 
kehrpunkt  der  vorigen  Bemerkung. 

b)  Ist  das  Centrum  ein  Punkt  P  der  Curve,  so 
kommt  für  das  Bild  derselben  die  Ordnung  auf  (m  —  1),  die 
Classe  auf  (r — 2);  die  Zahl  der  Doppelpunkte  auf  h  —  (m  —  2), 
weil  eine  Ebene  durch  die  Tangente  der  Curve  in  P  die  Curve 
in  (m  —  2)  weiteren  Punkten  schneidet,  die  mit  P  ver- 
bunden zweifach  schneidende  projicierende  Gerade  liefern, 
welche  keine  Doppelpunkte  hervorbringen;  die  Zahl  der  Dop- 
peltangenten kommt  auf  y  —  (2r —  8),  weil  die  doppelte  Ver- 
minderung des  Falles  a)  eintritt;  die  Zahl  der  Rückkehr- 
punkte bleibt  |S,  die  der  Inflexionstangenten  aber  wird  {n — 3), 
weil  drei  Schmiegungsebenen  sich  im  Centrum  P  schneiden, 
welche  keine  Inflexionen  hervorbringen  können. 

c)  Für  die  Lage  des  Centrums  in  einem  statio- 
nären Punkt  ergiebt  sich  die  Ordnung  (m  —  2),  die  Classe 
(r  —  3) ;  die  Zahl  der  Doppelpunkte  h  —  2  (m  —  3)  die  der 
Doppeltangenten  y  —  (3r  —  13) ;  die  Zahl  der  Rückkehrpunkte 
kommt  auf  (j5  —  1),  die  der  Inflexionstangenten  auf  (w  —  4). 

Sodann  für  die  speciellen  Lagen  der  Schnittebene. 

d)  Für  den  Schnitt  der  Developpabeln  mit  einer 
Ebene,  welche  eine  Tangente  der  Curve  enthält, 
werden  Ordnung  und  Classe  respective  r  —  1 ;  « ;  die  An- 
zahlen der  Doppelpunkte  und  Doppeltangenten  x  —  (r  —  4), 
g  —  1 ;  der  Rückkehrpunkte  und  Inflexionstangenten  m  — ■  2, 
a  -[-  1  respective. 

19* 
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e)  Der  Schnitt  mit  einer  Schmiegungsebene  giebt 
für  Ordnung  und  Classe  r  —  2,  n;  für  Doppelpunkte  und 
Doppeltangenten  x  —  (2r  —  9),  g  —  2;  für  Rückkebrpunkte 
und  Inflexionstangenten  m  —  4,  «  +  2  respective. 

'    f)  Der  Schnitt   mit  einer  stationären  £bene  re- 
spective und  in  derselben  Ordnung 

r  — 3,  n  — 2;  ar  — (3r—  13),  ^-2(n  — 3);  m  — 4,  a-^1. 

1)  Wenn  eine  Raumcurve  durch  parallele  Strahlen  so 
projiciert  wird,  dass  die  erste  Projectionsebene  eine 
ihrer  Schmiegungsebenen  ist,  so  liegt  die  zweite  Pro- 
jection  des  zugehörigen  Punktes  A  in  der  Axe  x  und 
diese  selbst  ist  Inflexionstangente  in  demselben  für 
die  zweite  Projection  der  Curve,  d.  h.  die  Projectionen 


Fig.  163. 


c 


der  benachbarten  Punkte  B^\  C  liegen  auf  verschie- 
denen Seiten  derselben.  Führt  man  dann  (Fig.  163.,  a.) 
eine  neue  zweite  Projectionsebene  normal  zur  Tan- 
gente /  der  Curve  in  Ä  ein,  also  mit  einer  Axe  yX^ 
so  entsteht  in  der  neuen  zweiten  Projection  auf  diese 
der  gewöhnliche  Rückkehrpunkt.  Denn  das  Projec- 
tionscentrum  für  dieselbe  liegt  auf  der  Tangente  U 
(Vergl.  den  Text  unter  a). 

2)  Wäre  die  erste  Projectionsebene  eine  stationäre  Ebene 
im  Punkte  Ä  der  Curve  (Fig.  163.,  b.),  so  dass  die 
zweite  Projection  der  Curve  in  der  Nachbarschaft  von 
Ä  auf  einerlei  Seite  der  Axe  x  liegt,  so  giebt  die 
neue  zweite  Projection,  die  in  der  vorigen  Art  ent- 
steht, einen  Rückkehrpunkt,  für  welchen  beide  Aestc 
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der  Curve  auf  derselben  Seite  der  RückkefartaDgente 
liegen. 

3)  Die  Bchiefe  Parallelprojection  der  Schraubenlinie  auf 
die  Normalebene  zu  ihrer  Axe  ist  eine  Cycloide  mit 
ßückkehrpunkten  (gemeine  Cycloide),  wenn  die  Nei- 
gung der  projicierenden  Geraden  der  Neigung  der 
Schraube  gleich  ist  —  weil  dann  das  Projectionscen- 
trum  auf  einer  Tangente  der  Schraubenlinie  gelegen  ist. 

4)  Warum  wird  jede  Tangente  der  Curve  von  r  —  4 
andern  Tangenten  derselben  geschnitten?  Die  Existenz 
einer  Doppelcurve  der  developpabeln  Fläche  ist  da- 
durch bedingt,  dass  der  Eang  derselben  die  Zahl  4 
übersteigt.  Daher  hat  die  der  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung keine  Doppelcurve. 

5)  Für  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  der  projicie- 
rende  Kegel  aus  jedem  ihrer  Punkte  ein  Kegel  zwei- 
ten Grades  und  also  jedes  Bild  derselben  aus  einem 
solchen  ein  Kegelschnitt.  Die  Zahlen  von  §  83.;  *9. 
geben  für  die  bezüglichen  Charactere  nach  b) 

m'  =  n'  =  2;     d:  =  {  =  f  =  k'  =  0. 

Es  ist  in  Folge  dessen  für  die  durch  sechs  Punkte 
des  Raumes  bestimmte  Curve  dritter  Ordnung  (§81.;  6.) 
gleichgültig,  welche  zwei  derselben  man  als  Spitzen 
My  M*  der  sich  durchdringenden  Kegel  wählt. 

6)  Durch  die  cubische  Ellipse  geht  nur  ein  Cy linder 
zweiten  Grades,  während  die  cubische  Hyperbel  deren 
drei  und  die  hyperbolische  Parabel  zwei  zulässt,  von 
denen  einer  parabolisch  ist.  Wie  bei  der  cubischen 
Parabel? 

7)  Jede  Schmiegungsebene  einer  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung schneidet  die  developpable  Fläche  derselben  in 
einer  Curve  zweiten  Grades ;  bei  der  cubischen  Para- 
bel in  einer  Parabel. 

8)  Die  Fluchtcurve  der  developpabeln  Fläche  der  cubi- 
schen Parabel  ist  ein  Kegelschnitt.  (Vergl.  Fig.  160.) 

9)  Die  Schmiegungsebenen  der  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung in  drei  Punkten  derselben  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  der  Ebene  dieser  Letztem. 
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10)  Die  Rückkehrtangenten  in  den  drei  Spitzen  der  Spur 
der  developpabeln  Fläche  dritter  Ordnung  schneiden 
sich  in  einem  Punkt. 

11)  Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  von  zwei  Kegel- 
schnitten in  verschiedenen  Ebenen,  welche  die  Durch- 
schnittslinie dieser  Letzteren  in  verschiedenen  Punk- 
ten berühren,  sind  die  Schmiegungsebenen  einer  Raum- 
curve  dritter  Ordnung;  die  Verbindungslinien  der  ent- 
sprechenden Berührungspunkte  sind  die  Erzeugenden 
der  developpabeln  Fläche  derselben.  Diese  kann  so- 
mit als  Grenzfläche  für  das  von  der  einen  Kegel- 
schnittfläche ausgehende  durch  die  nach  der  andern 
Kegelschnittlinie  begrenzte  Oeffnung  fallende  Licht 
angesehen  werden.  Insbesondere  erzeugen  sie  zwei 
Parabeln  in  parallelen  Ebenen. 

12)  Aus  sechs  Schmiegungsebenen,  von  denen  keine  vier 
durch  einen  Punkt  gehen,  kann  die  Curve  dritter 
Ordnung  und  ihre  developpable  Fläche  linear  con- 
struiert  werden  ~  etwa  indem  man  zwei  derselben 
zu  Projectionsebenen  wählt. 

13)  Drei  projectivische  Ebenenbüschel  erzeugen  durch  die 
Schnittpunkte  der  Tripel  ihrer  entsprechenden  Ebenen 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnung. 

14)  Drei  projectivische  Punktreihen  erzeugen  durch  die 
Verbindungsebenen  der  Tripel  ihrer  entsprechenden 
Punkte  die  developpable  Fläche  einer  Raumcurve 
dritter  Ordnung. 

15)  Man  erläutere  die  Gründe  der  Reductionen  in  c),  d), 
e)  und  f )  des  Textes. 

16)  Aus  einem  Punkte  der  Doppelcurve  der  developpa- 
beln Fläche  wird  die  zugehörige  Raumcurve  so  pro- 
jiciert,  dass  ihr  Bild  die  Ordnung  w,  die  Classe 
r  —  2,  Doppelpunkte  h  —  2  und  Doppeltangenten 
1/  —  (2  r  —  9),  Rückkehrpunkte  /3  +  2  und  Inflexions- 
tangenten  n  —  4  hat. 

17)  Eine  Ebene  der  doppelt  umschriebenen  Developpabeln 
einer  Raumcurve  schneidet  ihre  developpable  Fläche 
in    einer   Curve    von    den   Characteren    mj  =  r  —  2, 
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Wj  =  w,  dl  =  X  —  (2r  —  9),  ii  =  g  —  2,  k^  =  m  ^  4, 
ii  =  of  -f-  2. 

*18)  Die  üurchdringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  ohne  Doppelpunkt  wird  aus  einem  ihrer  Punkte 
als  eine  Curve  dritter  Ordnung  und  sechster  Classe^ 
mit  neun  Inflexionstangcntcn  ohne  Doppelpunkte^  Rück- 
kehrpunkte und  Doppeltangenten  projiciert;  aus  einem 
Punkte  der  Doppelcurve  entsprechen  dem  Bilde  für 
dieselben  Charactere  respective  die  Zahlen  4,  6,  8, 
0,  2,  1. 

*19)  Die  beiden  Fälle  der  vorigen  Durchdringungäcurve 
ohne  und  mit  Berührung  der  Kegclflächen  geben  für 
den  Schnitt  der  developpabeln  Fläche  mit  einer  Schmie- 
gungsebene  die  folgenden  Charactere: 

»ij  =  6,4;  n,  =  12,6;  rfj  =  9,3;  t^  =  36,4;  A-,  =  0,0; 
ij  =  18,6. 

Für  die  des  Schnittes  mit  einer  stationären  Ebene  aber 

w,  =  5,3;  w,  =  10,4;  d^  =  5,1 ;  /^  =  20,0;  k^  =  0,0; 
/,  =  15,3. 

85.  In  §  81.  ist  als  Ursache  eines  Doppelpunktes  in  der 
Durchdringung  zweier  Kegelflächen  die  Berührung  derselben 
nachgewiesen  worden;  die  vorigen  Betrachtungen  leiten  auf 
eine  andere  Entstehung,  die  ebenso  von  vorn  hfi'ein  er- 
kennbar gewesen  wäre.  Wir  sprechen  speciell  von  der  Durch- 
dringung von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades,  der  Raumcurve 
vierter  Ordnung,  und  schliessen  den  Fall  ihrer  Reduction  durch 
die  Existenz  einer  gemeinsamen  Erzeugenden  der  Kegelflächen 
aus.  Wenn  diese  Curve  einen  Doppelpunkt  besitzt,  so  wird 
sie  nach  den  Betrachtungen  des  vorigen  §  von  demselben  aus 
durch  einen  Kegel  zweiten  Grades  projiciert,  denn  die  allge- 
meine Ordnung  m  =4  des  Bildes  wird  um  zwei  vermindert, 
weil  jede  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Ebene  die  Curve 
nur  noch  in  (m  —  2)  weiteren  Punkten  schneiden  kann  (§  84. ; 
b).  Projiciert  man  also  die  Durchdringungscurve  in  Fig.  158. 
von  2>  aus,  so  geschieht  diess  wieder  durch  einen  Kegel  zwei- 
ten Grades  und  die  Curve  kann  somit  auch  als  Durchdringung 
dieses  Kegels  aus  D  mit  einem  der  beiden  ursprünglichen 
Kegel   (Cylinder)   angesehen   werden.     Diese   beiden   Kegel 
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stehen  aber  in  der  besondern  Beziehung,  dass  die  Spitze  des 
einen  auf  der  Fläche  des  andern  liegt ,  während  die  Spitze 
dieses  Letztern  sich  ausserhalb  der  Fläche  des  erstem  be- 
findet. 

In  der  That  denken  wir  den  Kegel  M,  Sj  (Fig.  164.)  und 
auf  seiner  Oberfläche  also  in  einer  seiner  Erzeugenden  MS^ 
die  Spitze  M*  eines  zweiten  Kegels  mit  der  ersten  Spur  S,*, 
so  ist  MM*  S^  die  Verbindungslinie  der  Spitzen  und  jede  durch 
sie  gehende  Ebene  schneidet  den  Kegel  M  in  noch  einer  Er- 
zeugenden, den  Kegel  ^*  in  zwei  Erzeugenden,  die  mit  jener 
Punkte  der  Curve  liefern;  insbesondere  schneidet  die  Ebene 
durch  MM*Si,  welche  den  Kegel  M  berührt,  aus  M*  zwei 
Erzeugende  heraus,  die  in  M*  die  Curve  berühren,  welchen 
also  zwei  durch  M*  gehende  Aeste  der  Durchdringungscurve 
entsprechen. 

Fig.  164. 


Wir  bemerken  auch,  dass  diese  neue  Form  der  Bedingung 
für  die  Entstehung  eines  Doppelpunktes  von  der  des  §  81., 
der  Berühning  der  Flächen,  nicht  eigentlich  verschieden  ist, 
da  die  Berührungsebene  des  Kegels  M,  Sj  in  Bezug  auf  den 
Kegel  M*,  Sj*  allerdings  in  M*  die  Eigenschaft  der  Tangen- 
tialebene hat,  dass  jede  durch  M*  in  ihr  gezogene  Gerade 
diese  Kegelfläche  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  trifft. 
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Man  erkennt  aus  der  Constrnetion,  dass  nur  die  Kegel 
der  Curve  eigentlich  doppelt  umschrieben  sind,  welche  ihre 
Spitzen  nicht  im  Doppelpunkt  der  Curve  haben  —  im  Ein- 
klang mit  dem  gefundenen  Resultat  (§  83.;  *11,  a.)  y  ==  4. 

Zugleich  aber  lehrt  die  Betrachtung  dieses  Falles  eine 
wichtige  Specialität  kennen,  die  in  den  vorhergehenden  all- 
gemeinen Untersuchungen  berührt  aber  nicht  zur  Anschauung 
gebracht  worden  ist:  Man  kann  die  Entstehung  des 
stationären  Punktes  in  der  Raumcurve  nachweisen, 
indem  man  die  Tangenten  der  beiden  durch  den  Doppelpunkt 
gehenden  Clirvenäste  zum  Zusammenfallen  bringt  und  so  die 
Schleife  auf  einen  Punkt  reduciert.  Es  ist  augenscheinlich, 
dass  diess  eintritt,  wenn  die  beiden  Kegel  M,  Sj  und  iJf  *,  Sj*, 
von  denen  der  erste  die  Spitze  des  Letztern  enthält,  aber 
nicht  umgekehrt,  von  der  nämlichen  Ebene  Ä*^!^,*  (Fig.  165., 
p.  299.)  berührt  werden,  nämlich  der  Kegel  M  längs  der  Erzeu- 
genden MS^y  welche  auch  M*  enthält,  und  der  Kegel  M*  längs 
der  Erzeugenden  M*Si*,  In  diesem  Falle  wird  der  Punkt  M* 
zu  einem  stationären  oder  Rückkehrpunkt  der  Raum- 
curve vierter  Ordnung  imd  man  hat  den  in  §  83.  unter 
♦11,  c)  als  möglich  erkannten  Fall  der  Raumcurve  vierter 
Ordnung  mit  dem  Character  (3  =  1,  der  durch  die  Recipro- 
cität  seiner  sämmtlichen  Charactere  theoretisch  so  grosses 
Interesse  hat.  Man  hat  dort  gesehen,  dass  sie  auch  eine  sta- 
tionäre Ebene  besitzt,  welche  dann  die  developpable  Fläche 
in  einer  Curve  zweiten  Grades  schneidet.  Die  Constrnetion 
lehrt,  dass  nur  der  Kegel  aus  M  als  ein  eigentlicher  doppelt 
berührender  Kegel  der  Curve  betrachtet  werden  kann,  im 
Einklang  mit  dem  am  angeführten  Orte  gefundenen  Resultat 
y  =  2. 

Denken  wir  die  Polare  p^  des  Punktes  S^  im  Kegelschnitt 
Sj*(Fig.  165.),  eine  durch  S,*  gehende  Gerade,  so  hat  die  durch 
M*  nach  ihr  gelegte  Ebene  mit  der  Curve  ausser  dem  Rückkehr- 
punkt M*  nur  noch  einen  Punkt  E  gemein  und  bestimmt  als 
die  zugehörige  Berührungsebene  des  Kegels  3f,  S]  von  der 
Spur  5j  die  entsprechende  Schmiegungsebene  der  Durchdrin- 
gungscurve,  die  stationäre  Ebene  derselben  —  welche  vier 
auf  einander  folgende  Punkte  derselben  enthält. 

Die  Doppelcurve  D  —  ein  Kegelschnitt  (ä:  =  2  in  §  83. ; 
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*11,  c.)  —  liegt  in  der  Polarebene  M*p^  des  Punktes  M  in  Be- 
zug auf  den  Kegel  M*  und  geht  durch  den  Punkt  E  der  sta- 
tionären Ebene,  sowie  durch  den  stationären  Punl^t  M*.  (Vergl. 
§  86.)  Je  zwei  Punkte  der  Durchdringungscurve  wie  A^y  J^y 
die  auf  derselben  Erzeugenden  des  Kegels  M  liegen,  haben 
Tangenten,  welche  in  einem  Punkte  J)  dieser  Curve,  und 
Schmiegungsebenen,  welche  in  der  entsprechenden  Tangente 
derselben  convergieren.  Die  Gerade  ilf*5i*  und  die  Gerade 
von  E  nach  dem  Schnittpunkt  von  s^  und  p]  sind  Tangenten 
derselben.  Nach  den  Eigenschaften  von  Pol  und  Polarebene 
sind  alle  diese  Paare  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
durch  den  Punkt  M  und  die  Ebene  M*Pi  harmonisch  getrennt 
und  können  somit  als  entsprechende  Paare  von  Ele- 
menten einer  involutorischen  üentralcollineation 
imRaume  angesehen  werden,  für  welche  Jf  das  Cen- 
trum und  M*p^  die  Collineationsebene  ist. 

1)  Man  ordne  die  Durchdringung  eines  Kegels  und  eines 
Cylinders  vom  zweiten  Grade  so  an,  dass  die  Durch- 
dringung einen  gegebenen  stationären  Punkt  besitzt 
mit  einer  gegebenen  Geraden  als  der  entsprechenden 
Tangente,  und  bezeichne  die  Lage  ihrer  stationären 
Ebene. 

2)  Wenn  die  Durchdringung  einer  Cylinder-  und  einer 
Kegeliläche  einen  unendlichen  Ast  besitzt,  so  ent- 
spricht diesem  stets' ein  Doppelpunkt;  wie  erhält  man 
seine  Tangenten? 

3)  Man  ordne  die  Durchdringung  zweier  Kegel  zweiten 
Grades  und  sodann  die  eines  Cylinders  und  eines 
Kegels  vom  zweiten  Grade  so  an,  dass  dieselbe  einen 
Doppelpunkt  in  unendlicher  Feme  besizt;  man  cha- 
racterisiere  die  Curve  in  der  Umgebung  desselben. 

4)  Eine  ßaumcurve  vierter  Ordnung  soll  einen  statio- 
nären Punkt  in  unendlicher  Feme  haben  und  als 
Durchdringung  eines  Cylinders  und  eines  Kegels  vom 
zweiten  Grade  construiert  werden.  Man  characterisiere 
die  Doppelcurve  ihrer  developpabeln  Fläche. 

5)  Man  construiere  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  mit 
einem  Rückkehrpunkt  imd  zwei  Asymptoten. 

6)  Die  stationäre  Ebene  schneidet  die  dcveloppable  Fläche 
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der  Raumcui-ve  vierter  Ordnung  mit  Eückkehrpunkt 
in  eioem  Kegelschnitt,  welcher  den  zugehörigen  Punkt 
der  Curve  enthält  und  ihre  entsprochende  Tangente, 
d.  h.  ihre  Schnittlinie  mit  der  Collineationsebene  M*Pi 
berührt. 
7)  Die  Schmiegungsebenen  der  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung mit  Rückkehrpunkt  sind  gemeinschaftliche  Tan- 


M 


gcntialcbcnen  zweier  Kegelschnitte,  die  einen  Punkt 
£  gemein  haben  und  von  denen  der  eine  die  Durch- 
achnittslinio  ihrer  Ebenen  zu  seiner  Tangente  in  die- 
sem Punkte  hat. 
I  Die  Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpuukt 
ist  bestimmt,  wenn  die  beiden  Kegel  zweiten  Grades 
bestimmt  sind,  aus  denen   wir  sie  abgeleitet  haben; 
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dazu  genügt  aber  die  Angabe  des  stationären  Punktes 
M*  als  Spitze  des  einen  Kegels ;  des  Punktes  der 
stationären  Ebene  E,  der  Spitze  M  des  doppelt  um- 
schriebenen Kegels^  des  Durchschnittspunkts  der  Ebene 
i8f*/?i  mit  der  stationären  Ebene  und  der  gemeinsamen 
Tangentialebene  beider  Kegel,  und  eines  einzigen  von 
M*  und  E  verschiedenen  Punktes  der  Curve.  Denn 
diese  Stücke  liefern  von  jedem  der  beiden  Kegel  fünf 
Erzeugende. 
9)  Da  fünf  Punkte  im  einen  und  ihre  entsprechenden  im 
andern  von  zwei  coUinearen  Räumen  willkürlich  ge- 
wählt werden  dürfen  (vergl.  §  44.),  um  dieselben  zu 
bestimmen,  so  sind  jede  zwei  und  somit  sämmtliche 
Raumcurven  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  unter 
einander  collinear. 

10)  Man  zeige,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  von  7)  und 
somit  die  Developpable  der  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung mit  Rückkehrpunkt  durch  fünf  Ebenen  bestimm- 
bar sind  und  erläutere  den  Schluss,  dass  daher  j^de 
Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  zu 
der  developpabeln  Fläche  einer  beliebigen  andern  sol- 
chen Curve  projectivisch  reciprok  ist. 

11)  Die  vier  im  Sinne  des  Schlusssatzes  im  Texte  ent- 
sprechenden zu  Schnittpunkten  einer  Ebene  mit  der 
Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  lie- 
gen wieder  in  einer  und  zwar  in  der  zu  jener  ent- 
sprechenden Ebene. 

12)  Die  entsprechenden  zu  den  Schmiegungsebenen  der 
Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt, 
welche  von  einem  Punkte  des  Raumes  ausgehen,  gehen 
durch  einen  und  zwar  durch  den  zu  jenem  entspre- 
chenden Punkt. 

86.  Die  vorhergehenden  Untersuchungen  erschöpfen  in 
einem  gerade  für  die  constructive  Behandlung  wichtigen  Stück 
den  Specialfall  der  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten 
Grades  nicht,  nämlich  rücksichtlich  der  doppelt-umschrie- 
benen Developpabeln  der  Durchdringungscurve 
und  der  doppelt  eingeschriebenen  Curve  der  Deve- 
loppabeln. 


Tufin. 
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Von  der  erstem  ist  bemerkt,  dass  die  die  Curve  erzeu- 
genden nämlich  sich  in  ihr  durchdringenden  ^Kegel  zweiten 
Orades  selbst  einen  Theil  derselben  bilden,  mit  der  Classen- 
zahl  vier,  so  dass  ein  zweiter  Theil  mit  derselben  Classenzahl 
noch  nachzuweisen  bliebe.  Für  die  Doppelcurve  ist  nur  das 
Resultat  gewonnen,  dass  sie  insgesammt  von  der  Ordnungs- 
zahl 16  ist  und  dass.  sie  von  unendlich  vielen  Geraden,  näm- 
lich von  allen  Tangenten  der  Curve  in  je  vier  Punkten  ge- 
schnitten wird.  Man  darf  daraus  schliessen,  dass  sie  auf 
einer  Fläche  vierter  Ordnung  liegt  und  dass  sie  auch  von 
der  Raumcurve  selbst  in  16  Punkten  geschnitten  werden  wird. 
Zu  einer  ebenso  einfachen  als  nützlichen  Erledigung  dieser 
Fragen  führt  uns  die  Betrachtung  der  Durchdringung 
in  Bezug  auf  ihre  Symmetrieverhältnisse. 

Die  speciellste  Form,  in  der  die  Symmetrieverhältnisse 
unserer  Curven  auftreten,  ist  die  im  Falle  einer  gemein- 
samen Hauptebene  beider  Kegel,  d.  h.  einer  gemein- 
samen Diametralebene  derselben,  welche  alle  zu  ihr  normalen 
Sehnen  der  Kegelfiächen  halbiert  (vergl.  §  68.).  Jede  zur 
gemeinsamen  Hauptebene  normale  Ebene  schneidet  beide  Ke- 
gelflächen in  Curven  zweiten  Grades,  für  welche  zwei  Axen 
in  der  Schnittlinie  mit  jener  Hauptebene  vereinigt  sind. 
Machen  wir  diese  Hauptebene  zur  zweiten  Projectionsebene 
unter  Voraussetzung  orthogonaler  Parallel-Projection,  so  zeigt 
die  Construction  der  Durchdringungscurve  und  ihrer  Develop- 
pabeln  folgende  Besonderheiten.  (Tafel  HL) 

Die  zur  Axe  OX  parallele  Verbindungslinie  der  ersten 
Projectionen  der  Spitzen  M,  M*  enthält  zwei  Axen  A'B'y  A*'B*' 
der  ersten  Spuren  S,^,  Sj^*  der  Kegel  und  den  ersten  Durch- 
stosspunkt  der  Geraden  MM*.  Die  zweiten  Umrisse  des  einen 
mögen  die  des  andern  Kegels  schneiden  in  C",  D",  E",  F"; 
dann  sind  diese  die  zweiten  Projectionen  von  Punkten  der 
Durchdringungscurve,  deren  erste  Projectionen  C,  2>',  E",  F' 
in  der  gemeinsamen  Axe  der  ersten  Spuren  liegen  und  in 
denen  die  Tangenten  der  Curve  zur  Axe  OY  parallel  sind. 
Die  Ebenen  des  Hilfsbüschels  (§  79.)  liegen  paarweis  sym- 
metrisch zur  gemeinsamen  Hauptebene,  ihre  Horizontalspuren 
zur  gemeinsamen  Hauptaxe  der  Spuren  der  Kegel;  denken 
wir  ein  solches  Spurenpaar  s^ ,  *,*,  von  welchem  die  erste  die 
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Spuren  Sj^,  S^^*  der  Kegel  in  den  respectiven  Punkten  1,  2, 
3,  4,  die  zweite  aber  dieselben  in  der  nämlichen  Folge  in 
den  Punkten  l*,  2*,  3*,  4*  schneidet^  so  folgt  aus  der  ortho- 
gonalen Symmetrie  der  Spuren  in  Bezug  auf  die  gemeinsame 
Axe,  dass  11*,  22*,  33*,  44*  je  in  einer  Normale  zu  dieser 
liegen,  also  einerlei  zweite  Projeetion  haben;  es  folgt  also 
auch,  dass  die  nach  ihnen  gehenden  Kegelerzeugenden  nicht 
nur  ihre  ersten  Projectiönen  in  Paaren  M'\%  M'l*']  M'2'j 
ilf'2*';  ;i/*'3',  iJ/*'3*';  M*'4:,M*'4*'  symmetrisch  znA'B',  son- 
dern auch  ihre  zweiten  Projectiönen  paarweis  zusammenfallend 
haben,  nämlich  iUf'l",  il/"!*";  etc.  Nun  bestimmen  aber  die 
Paare  der  Erzeugenden  Mi,  M*3]  Ml,  itf*4;  M2,  i1f*3;  M2, 
M*4t  mit  einander  vier  Punkte  P, ,  P.^,  P^,  P^  und  die  Paare 
iJ/1*,  ^3*;  Ml*,  3f*4*;  M2*,  ^*3*;  M2*y  M*4^*  vier  weitere 
Punkte  P,*,  P2*,  i's*,  P4*  der  Durchdringungscurve  und  man 
sieht,  dass  dieselben  in  der  ersten  Projeetion  in  Paaren  /^, , 
P^*]  etc.  in  Normalen  zur  Axe  OÄ  liegen,  während  ihre  zwei- 
ten Projectiönen  in  den  entsprechenden  Paaren  sich  decken. 

Die  zweite  Projeetion  der  Durchdringungscurve  hat  also 
die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Punkte  zwei  Punkte  der 
Curve  projiciert,  deren  erste  Projectiönen  orthogonal-symme- 
trisch zur  gemeinsamen  Spurenaxe  liegen  (analog  für  die 
Tangenten  —  siehe  weiterhin);  sie  ist  somit  ein  Theil 
eines  Kegelschnitts,  der  durch  die  Punkte  C",  J>",  ^',  F" 
geht  und  in  denselben  begrenzt  ist.  Der  zweite  proji- 
cierende  Cy  lind  er  der  Durchdringungscurve  ist  also 
ein  doppelt  projicierender  oder  ein  Theil  der  dop- 
pelt umschriebenen  developabeln  Fläche  der  Durch- 
dringungscurve. Zu  den  beiden  die  Curve  erzeugenden 
Kegeln  hinzu  genommen  ist  in  der  Construction  die  doppelt 
umschriebene  Developpable  in  drei  doppelt  projicierenden 
Kegelflächen  zweiter  Classe,  also  mit  der  Gesammtclasse  sechs 
nachgewiesen  und  es  erübrigt  noch  der  Nachweis  eines  Restes 
derselben  (y  =  8)  von  der  Classe  zwei,  der  somit  gleichfalls 
nur  ein  doppelt  projicierender  Kegel  zweiter  Classe  sein  kann. 
(Vergl.  §  80. ;  9.  mit  Berücksichtigung  des  Princips  der  Dua- 
lität-) 

Dieser  Nachweis  ist  leicht  zu  führen.  In  der  zweiten 
Projeetion  liegen  die  Punktepaare  P/',  P3";  P2'';  ^4"  ^"  ö®" 
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raden  aus  itf*";  die  Geraden  Py' P^"y  ^/'^a"  schneiden  sieh 
also  in  einem  Punkte  F*",  welcher  der  Pol  der  Geraden  M"  M*" 
in  Bezug  auf  den  die  Durchdringungscurve  repräsentierenden 
Kegelschnitt  ist  und  in  welchem  sich  eben  deshalb  die  ent- 
sprechenden Verbindungslinien  aller  so  gebildeten  Gruppen 
von  Punkten  —  wie  sie  aus  je  zwei  zur  Hauptebene  symme- 
trischen Ebenen  des  Hilf  sebenenbüschels  entspringen  —  schnei- 
den müssen.  Somit  enthalten*  die  Ebenen  P^P^* Pj^Pj^, 
P^P^*P.^P^  eine  zur  Axe  OY  parallele  Gerade,  die  zugleich 
der  Durchschnitt  der  Polarebene  von  M  im  Kegel  zweiten 
Grades  aus  M*  und  von  M*  im  Kegel  zweiten  Grades  aus  M 
ist  und  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  gemeinschaftlichen 
Hauptebene  somit  der  wirkliche  Schnittpunkt  der  vier  Gera- 
den P^P*y  P\*Pa7  ^2^3*  ^"^  ^^^z  ^st,  wie  es  die  erste  Pro - 
jection  bestätigt.  Da  auch  dieser  letzte  Theil  der  gemachten 
Schlüsse  für  alle  die  Gruppen  von  je  acht  Punkten  der  Curve 
gilt;  welche  sich  aus  je  zwei  symmetrischen  Hilfsebenen  er- 
geben, so  ist  7*  der  Scheitel  eines  doppelt  projicie- 
renden  Kegels  zweiter  Classe  für  die  Durchdrin- 
gungscurve,  des  letzten  Restes  ihrer  doppelt  um- 
schriebenen  Developpabeln.  In  der  Hyperbel  B^^*  ist 
die  Horizontalspur  desselben  verzeichnet. 

Betrachten  wir  femer  die  Tangentialebenen  der  Kegel- 
flächen My  M*  \n  den  nach  1,  2,  3,  4,  1*,  •••  gehenden  Er- 
zeugenden, so  sind  dieselben  nach  der  orthogonalen  Symmetrie 
der  Kegel  in  Bezug  zur  gemeinsamen  Hauptebene  selbst  in 
Paaren  symmetrisch  zu  dieser,  nämlich  diejenigen  in  Jü/l,  ilf  1*; 
^*3,  3/*  3*;  etc.  und  dieselben  Paare  schneiden  sich  daher 
in  Geraden  auf  der  besagten  Hauptebene;  da  nun  die  Tan- 
gente in  Pj  als  Schnittlinie  der  Tangentialebenen  nach  ilfl, 
M*^  und  die  Tangente  in  P,*  als  Schnittlinie  der  Tangen- 
tialebenen nach  Ml*j  M*S*  erhalten  wird,  so  folgt,  dass  beide 
sich  in  einem  Punkte  der  gemeinsamen  Hauptebene  durch- 
schneiden. Das  Gleiche  ergiebt  sich  sofort  für  die  Tangenten- 
paare der  Durchdringungscurve  in  P^,  Pj*?  ^s?  ^3*5  A;  ^4*- 
Es  folgt  ebenso  für  alle  die  Gruppen  von  Tangenten  in  sol- 
chen acht  Punkten  der  Durchdringungscurve,  wie  sie  durch 
.je  ein  Paar  symmetrische  Hilfsebenen  gefunden  werden.  So- 
mit liegt   in  dieser  Hauptebene  eine  Doppelcurve 


304  Zweiter  Theil. 

der  developpabeln  Fläche  derDurchdringungscurve. 
Es  ist  evident^  dass  dieselbe  in  C,  D,  E,  F  der  Durchdringungs- 
curve  selbst  begegnet.  Wir  bemerken  auch;  dass  die  Ebene 
dieser  Doppelcurve  die  Spitzen  der  drei  doppelt 
projicierenden  Kegel  M,  ilf*,  F*  enthält. 

Damit  ist  nun  deutlich  der  Weg  zur  Erkenntniss  der 
Lage  der  übrigen  Doppelcurven  und  der  Symmetrieverhält- 
nisse für  den  allgemeinen  Fall  gewiesen.  Die  orthogonale 
Symmetrie  der  Kegelfiächen  aus  M,  M*,  Y*  und  ihrer  ge- 
meinsamen Durchdringungscurve  in  Bezug  auf  die  gemein- 
same Hauptebene  ist  nichts  anderes  als  die  specielle  Form 
einer  involutorischen  CoUineation  derselben,  nämlich  mit  der 
Collineationsebene  MM*Y*  und  für  den  unendlich  fernen  Punkt 
Y  der  Axe  OY  als  Centrum.  (Vergl.  §  42.) 

Solcher  involutorischer  CentralcoUineationen  sind  aber 
noch  drei  vorhanden ,  nur  dass  ihre  Centra  endlich  entfernt 
und  sie  daher  von  allgemeinerer  Form  sind. 

Für  M  als  Centrum  sind  die  Kegel  zweiten  Grades  aus 
M*j  Y*  und  der  Richtung  Y  von  OY  durch  die  Curve,  diese 
Curve  selbst  und  ihre  developpable  Fläche  in  centrischer  in- 
volutorischer CoUineation  mit  der  Collineationsebene  Jlf*F*F; 
also  ist  diese  Ebene  die  Ebene  einer  Doppelcurve 
der  Developpabeln,  in  welcher  diejenigen  Tangen- 
tenpaare der  Raumcurve  sich  schneiden,  deren  Be- 
rührungspunkte auf  einerlei  Erzeugenden  des  Ke- 
gels aus  JV/  liegen. 

Ebenso  ist  für  M*  als  Centrum  die  Gruppe  der  Kegel 
aus  M,  F*,  F,  die  Curve  und  ihre  Developpable  in  involu- 
torischer CoUineation  für  die  Ebene  MY*Yy  und  für  F*  als 
Centrum  die  Gruppe  der  Kegel  aus  M,  M*,  F,  etc.  für  die 
Ebene  iftf.V*  F;  diese  letztern  Ebenen  enthalten  daher 
gleichfalls  Doppelcurven  der  developpabeln  Fläche 
der  Durchdringungscurve  und  zwar  schneiden  sich  in 
ihnen  diejenigen  Tangentenpaare  der  Durchdringungscurve, 
für  welche  die  Paare  der  Berührungspunkte  respective  auf 
denselben  Erzeugenden  aus  M*  oder  aus  Y*  liegen. 

In  jedem  FaUe  ist  das  Centrum  der  Involution  der  Durch- 
schnitt der  Polarlinien  der  Collineationsebene  in  Bezug  auf. 
die  Kegel  der  Gruppe  oder  ihr  Pol  in  Bezug  auf  dieselben. 
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Zwei  dieser  Centra  sind  somit  in  ihrer  Verbindungslinie  die 
Punkte  des  gemeinsamen  Paares  der  beiden  Involutionen, 
welche  durch  die  beiden  bezüglichen  involutorischen  Colli- 
neationen  in  ihr  bestimmt  werden.  Die  Ebenen  der  Dop- 
pelcurven  der  Developpabeln  sind  die  Ebenen,  welche  durch 
die  Spitzen  der  doppelt  projicierenden  Kegel  der  Curve  zu  je 
dreien  bestimmt  werden. 

Jede  Erzeugende  der  Developpabeln  oder  jede  Tangente 
der  Durchdringungscurve  schneidet  vier  andere  Tangenten 
derselben,  nämlich  in  denjenigen  vier  Punkten,  in  welchen 
sie  den  vier  Ebenen  durch  je  drei  der  Spitzen  der  doppelt 
projicierenden  Kegel  der  Curve  begegnet  und  zwar  in  jeder 
dieser  Ebenen  die  Tangente  in  dem  Punkte  der  Curve,  der 
mit  ihrem  eigenen  Berührungspunkt  auf  derselben  Erzeugen- 
den desjenigen  doppelt  projicierenden  Kegels  derselben  liegt, 
dessen  Spitze  jener  Ebene  nicht  angehört.  (Vergl.  §  84.) 

Man  sieht  leicht,  wie  diese  Beziehungen  für  die  Con- 
stmction  der  Durchdringungscurve  von  grösstem  Werthe  sind. 

Die  Fig.  der  Tafel  III.  giebt  die  Doppelcurven,  welche 
den  Spitzen  Jlf,  i!f*,  7*,  Y  entsprechen,  als  Dat,  D^/»,  T^r*  (in 
der  Horizontalprojection),  "Dy  (in  der  Verticalprojection) ;  die 
Tangente  in  i>,  wird  von  den  Tangenten  in  Pj?  ^3>  ^4*;  ^i* 
respective  in  den  zu  jenen  Curven  gehörigen  Punkten  12,  13, 
14*,  11*  getroffen,  die  Tangente  in  P^  von  denen  in  P^j 
^3*,  i>4,  P|  in  Punkten  derselben  Curven.  Die  horizontalen 
Durchstosspunkte  dieser  fünf  Tangenten  sind  durch  5,  be- 
zeichnet und  auf  den  entsprechenden  Zweigen  der  Horizontal- 
spur D,  der  developpabeln  Fläche  zu  finden. 

In  C,  Hj  I,  K  wird  die  Curve  von  der  Doppelcurve  D,i#« 
getroffen;  ihnen  entsprechen  die  vier  Punkte,  wo  die  Spur  S,^ 
von  der  Horizontalspur  der  developpabeln  Fläche  berührt 
wird  —  und  diese  Inflexionen  hat,  nach  den  Spuren  der  statio- 
nären Ebenen  der  Developpabeln.  In  öj  und  a^  sind  endlich 
die  Asymptoten  der  Curve  verzeichnet  und  ihre  horizontalen 
Durchstosspunkte  sind  als  Punkte  S^  angegeben. 

Die  allgemeine  Benutzung  der  entwickelten  Eigenschaften 
ist  durch  das  Vorige  gesichert,  denn  es  gilt  der  Satz:  Sind 
Jlf,  und  itf^  die  Spitzen  von  zwei  Kegelflächen  zwei- 
ten G-rades  if,   und   K^,  so  findet   man  die  Scheitel 
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^/g,  3/4  der  beiden  andern  doppelt  projicierenden 
Kegel  ^3,  ^4  ihrer  Durchüringungscurve  in  derGe- 
radeu;  in  welcher  sich  die  Polarebenen  von  Jü/j^fj 
im  Kegel  ^2  ^^^  von  JJfjill/,  im  Kegel  ^^  durchschnei- 
den; und  zwar  als  diejenigen  Punkte  derselben^  die 
das  gemeinsame  Paar  der  beiden  Involutionen  har- 
monischer Pole  bilden;  die  in  ihr  durch  die  beiden 
Kegel  Ä'j  und  K^  respective  bestimmt  werden.  Dann 
sind  die  Ebenen  M^M^M^y  M^M^M^^  M^M^M^j  M^^M^M^  die 
Ebenen,  in  welchen  die  Doppelcurven  der  develop- 
pabeln  Fläche  der  Durchdringungscurve  liegen;  und 
die  in  dem  vorher  begründeten  Sinne  den  Scheiteln 
M^,  M^j  M^y  M^  respective  entsprechen. 

.1)  Wenn  die  gegebenen  Kegelöächen  eine  gemeinsame 
zur  nämlichen  Richtung  conjugierte  Diametraiebenc 
haben,  so  würde  bei  schräger  Parallelprojection. — 
nämlich  für  jene  Diametralebene  als  Projectionsebene 
und  diese  Richtung  als  Richtung  der  projicierenden 
Strahlen  —  die  bezügliche  Projection  der  Durchdrin- 
gungscurve ein  Kegelschnitt  sein. 

2)  Man  zeige  wie  der  Fall  der  Kegel  mit  gemeinsamer 
Hauptebene  durch  centrisch  coUineare  Ableitung  in 
den  allgemeinen  Fall  übergeführt  wird.  Durch  wel- 
cherlei Ableitung  erhält  man  aus  ihm  den  Specialfall 
unter  1)? 

3)  Man  erläutere  näher  die  constructive  Benutzung  der 
Scheitel  der  doppelt  projicierenden  Kegel  und  ihrer 
Ebenen  —  von  jenen  Gruppen  von  acht  Punkten  aus, 
wie  Pj,"  P^;  P,*"  P*y  welche  von  P,  und  -P,*  aus 
in  zwei  Gruppen  von  je  vier  zerfallen,  deren  Tangen- 
ten die  Tangente  in  P, ,  respective  P,*  durchschnei- 
den. 

4)  Unter  welchen  Bedingungen  sind  die  beiden  weitern 
Kegel  zweiten  Grades  —  d.  h.  die  Spitzen  M^y  M^ 
derselben  —  welche  durch  die  Schnittcurvo  von  zwei 
Kegeln  zweiten  Grades  A", ,  R^  aus  M^,  M^  gehen, 
nicht  reell?  (Vergl.  §  31.;  13.) 

5)  Wenn  von  den  Spitzen  M^ ,  M^  die  eine  so  liegt,  dass 
von  ihr  an   den  Kegel  der  andern  keine  Tangential- 
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ebenen  gehen^  so  sind  die  Spitzen  der  beiden  andern 
doppelt  projicierenden  Kegel  stets  reell: 

6)  Die  Punkte  —  in  der  Fig.  Tafel  III.  C,  D,  E,  F,  G,  H,  I, 
K  —  in  welchen  die  Doppelcurven  der  developpabeln 
Fläche  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  dieser  Curve 
selbst  begegnen,  sind  die  Punkte  stationärer  Ebenen 
derselben.  Ihre  Gesammtzahl  ist  16;  in  dem  durch- 
geführten Falle  sind  8  reell,  die  in  zwei  Seitenflächen 
des  Tetraeders  der  Spitzen  der  doppelt  berührenden 
Kegel  liegen  —  in  MY*M*  und  MT*  Y.  Die  Doppel- 
curven sind  ebene  Curven  vierter  Ordnung.  (a:=4.4) 

7)  Die  Doppelpunkte  der  Spur  der  developpabeln  Fläche 
der  Curve  liegen  in  den  gleichnamigen  Spuren  der 
Ebenen  ihrer  Doppelcurven. 

8)  Wodurch  sind  die  Punkte  characterisiert,  in  welchen 
die  Spur  der  developpabeln  Fläche  der  Durchdringungs- 
curve  die  gleichnamigen  Spuren  der  doppelt  berühren- 
den Kegel  derselben  tangiert? 

9)  Man  bestimme  die  zwei  fehlenden  Spitzen  der  doppelt 
projicierenden  Kegel  für  die  Durchdringungscurve 
einer  Cylinderfläche  und  einer  Kegelfläche  vom  zwei- 
ten Grade  mit  einer  gemeinsamen  Hauptebene  und 
construiere  mittelst  der  Ebenen  der  Doppelcurven  ihrer 
Developpabeln  diese  Durchdringung  durch  Punkte  und 
Tangenten.  Speciell  für  einen  zur  Axe  OZ  parallelen 
geraden  Kreiscylinder  iüf, ,  S/  und  einen  Kotations- 
kegel  M^y  Sj^;  dessen  Axe  die  seinige  schneidet  und 
zu  OF  parallel  ist.  Die  Tafel  IV.  giebt  sie  und  die 
daran  sich  knüpfenden  Beziehungen  zu  den  Punkten 
und  Tangenten  der  Durchdringungscurve.  Die  Schnitt- 
linie der  Polarebenen  von  My^  und  M^  in  den  Kegeln 
iK/jSj^und  ^iSj*  respective  ist  m,2,  die  in  ihr  liegen- 
den Involutionen,  Q^^  H^\  G^^  H^  (es  sind  ihre  Dop- 
pelpunkte) haben  zu  gemeinsamen  Elementen  den 
Mittelpunkt  M^  und  den  unendlich  fernen  Punkt  M^, 
Von  den  vier  doppelt  berührenden  Kegeln  der  Curve 
ist  nur  der  zu  M^  gehörige  hyperbolische  nicht  ge- 
zeichnet; da  seine  Spur  in  der  dritten  Projections- 
ebene  liegt.     Für  M.^   ist  die   Ellipse  Sj'*  die   zweite 

20*    , 
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Spur;  für  M^  der  Vollkreis  B^,  für  ü/,  die  zwischen 
,  den  Umrissen  des  Kegels  M^  liegenden  Bögen  ABy  CD 
des  Kreises  Sj*;  die  Hyperbel  83^  würde  auch  nur 
zwischen  den  Umrissen  des  Cylinders  M^  als  Projec- 
tion  reeller  Curventheile  erscheinen. 

Die  Construction  der  Punkte  und  Tangenten  ist 
für  die  symmetrischen  Hilfsebenen  5,,  «,*  durchge- 
führt und  bezeichnet;  wenn  die  Tangente  t^  in  P^  als 
Schnitt  bezüglicher  zwei  Tangentialebenen  bestimmt 
ist;  so  ergeben  sich  mittelst  der  Horizontalprojectionen 
von  <!*,  fj;  '3;  '4  ^^^  durch  die  Punkte  der  Doppel- 
curven  11*,  12,  13,  14  die  Tangenten  in  P,*,  P2}  P^f 
i>4  in  der  Verticalprojection;  die  /j";  h"  ^^^  parallel. 
Die  Tangenten  in  den  übrigen  drei  Punkten  der 
Gruppe  von  acht  Punkten,  welche  *, ,  *|*  liefern,  sind 
damit  offenbar  mit  bestimmt;  sie  sind  in  Paaren  pa- 
rallel. Man  characterisiere  die  acht  reellen  stationären 
Ebenen  in  diesem  Falle  eingehender. 

10)  Man  construiere  dasselbe  für  die  Durchdringung  von 
zwei  geraden  Kreiscjlindem  mit  sich  rechtwinklig 
kreuzenden  Axen  —  respective  parallel  OJT,  OZ. 
Ebensro  in  andern  speciellen  Fällen. 

11)  Man  construiere  die  fehlenden  Scheitel  der  doppelt 
projicierenden  Kegel  und  die  Ebenen  der  Doppelcur- 
ven  der  Developpabeln  für  die  Durchdringungscurven 
von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  in  Centralprojection 
unter  der  Voraussetzung  von  zwei  reellen  unendlichen 
Aesten  derselben. 

12)  Man  discutiere  die  Verhältnisse  der  Construction  der 
Spitzen  doppelt  projicierender  Kegel  und  damit  der 
Ebenen  doppelt  eingeschriebener  Curven  bei  derRaum- 
curve  vierter  Ordnung  mit  Doppel-  respective  Rück- 
kehrpunkt (§  86.)  und  bei  der  dritter  Ordnung  mit 
ihrer  Secante;  endlich  bei  der  in  zwei  Kegelschnitte 
zerfallenden  Durchdringung  vierter  Ordnung  mit  zwei 
Doppelpunkten. 

13)  Man  beweise  den  Satz :  Die  vier  Ebenen,  welche  eine 
Tangente  der  Curve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Kegel- 
flächen  zweiten  Grades  mit   den  Mittelpunkten    der 
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vier  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  bestimmt,  welche 
durch  sie  gehen,  bilden  ein  Büschel  von  constantem 
Doppel verhältniss ;  d.  h.  nach  den  Bezeichnungen  der 

Tafel  III. 

(/i  .  YMM*  Y*)  =  consi. 
oder  auch 

(/,  •  i^t^h^A^)  =*=  const,, 

d.  h.  die  vier  Ebenen,  welche  eine  Tangente  mit  den 
vier  andern  Tangenten  der  Curve  bestimmt,  die  sie 
schneidet,  bilden  eine  Gruppe  von  constantem  Doppel- 
verhältniss. 
14)  Bemerkt  man,  dass  die  Spuren  dieser  Ebenenbüschel 
Strahlenbüschel  von  constantem  Doppelverhältniss  bil- 
den, so  ergiebt  sich  speciell  für  die  acht  Tangenten 
einer  Gruppe  /j,  fj;  '3;  Uj  U*)  "  U*  ^^^ 

dass  die  Durchstosspunkte  derselben  in  einer  belie- 
bigen Ebene  also  z.  B.  ihre  S^  acht  Punkte  eines  und 
desselben  Kegelschnitts  sind. 

Man  findet  auch,  dass  die  Projectionen  der  acht 
Tangenten  in  einer  beliebigen  Ebene  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  sind.  (Vergl.  §  lOl.) 
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B«    Yoii  den  krummen  Flächen  im  Allgemeinen  und  den  Fläclien 

zweiten  Grades  insbesondere* 

87.  Wir  fassen  eine  krumme  Fläche  zunächst  als  den 
Ort  einer  gesetzmässig  bewegten  und  dabei  ihre 
Form  stetig  verändernden  Curve  und  nennen  sie  eine 
Fläche  m**^*"  Ordnung,  wenn  eine  gerade  Linie  sie  in  höch- 
stens m  Punkten  schneidet,  so  dass  jede  Gerade  ihr  ganz 
angehören  oder  alle  ihre  Punkte  mit  ihr  gemein  haben  muss, 
welche  mehr  als  m  Punkte  der  Fläche  enthält.  ( Vergl.  §  62. ; 
§  80.) 

Eine  Gerade  /,  welche  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der 
Fläche  mit  einander  verbindet,  wird  eine  Tangente  dersel- 
ben und  die  Vereinigung  i*  dieser  Punkte  ihr  Berührungs- 
punkt genannt.  Es  lassen  sich  auf  der  Fläche  durch  diesen 
Punkt  unendlich  viele  Curven  ziehen,  welche  in  ihm  von 
dieser  Geraden  berührt  werden,  unter  ihnen  alle  die  ebenen 
Querschnitte  der  Fläche,  welche  durch  sie  hindurchgehen, 
Curven  m}^^  Ordnung,  die  von  /  ausser  in  P  noch  in  (m  —  2) 
andern  Punkten  getroffen  werden. 

Denken  wir  in  einem  Punkte  P  der  Fläche  zwei  Tan- 
genten t^ ,  ^2  ^^  dieselbe  gezogen,  so  bestimmen  dieselben  mit 
einander  eine  Ebene,  deren  Schnittcurve  mit  der  Fläche  in  P 
sowohl  mit  /(  als  mit  i^  zwei  zusammenfallende  Punkte  ge- 
mein hat,  in  welcher  also  der  Punkt  P  ein  doppelter  Punkt 
ist.  In  Folge  dessen  haben  aber  alle  durch  P  gehende  in  der 
Ebene  /j  /j  gelegene  Gerade  in  P  ein  Paar  zusammenfallender 
Punkte  mit  der  Fläche  gemein  und  sind  somit  Tangenten 
derselben.  Die  Ebene,  welche  sie  alle  enthält,  nennen  wir 
die  Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  P  und  sie  ist 
durch  zwei  Tangenten  derselben  in  P  d.  h.  durch  zwei  Ge- 
rade bestimmt,  welche  in  P  die  Fläche  d.  i.  auf  ihr  gelegene 
Curven  berühren.  Die  Normale  derselben  im  Punkte  P  wird 
als  die  Normale  der  Fläche  in  P  bezeichnet. 

Unter  allen  Tangenten  der  Fläche  im  Punkte  P  sind  die 
beiden  t,  t*  hervor  zu  heben,  welche  zugleich  Tangenten  der 
Schnittcurve  der  Tangentialebene  mit  der  Fläche  im  Punkte 
P  sind  und  die  daher  in  P  mit  der  Fläche  nicht  nur  wie  alle 
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andern  Geraden  der  Ebene  /, ,  t^  zwei,  sondern  drei  unendlich 
nahe  Nachbar -Punkte  gemein  haben.  Weil  in  Folge  dessen 
jeder  durch  /  oder  t*  geführte  ebene  Schnitt  der  Fläche  mit 
t  respective  /*  in  P  drei  auf  einander  folgende  Punkte  ge- 
mein oder  diese  Gerade  zur  Inflexionstangente  mit  dem  Be- 
rührungspunkte P  hat,  so  sollen  t,  t*  die  Inflexionstan- 
genten  der  Fläche  im  Punkte  P  heissen  —  man  nennt  sie 
auch  die  Haupttangenten. 


Je  nach  der  Natur  des  Doppelpunktes  P  in  der  Schnitt- 
curve  der  Tangentialebene  (§  62.)  als  einfacher  Doppelpunkt, 
als  Rückkehrpunkt  oder  als  isolierter  Punkt  —  für  solche 
Punkte  ebener  Ciirven  zeigt  sich  hier  ihre  geometrische  Ent- 
stehung —  sind  diese  Inflexionstangenten  entweder  reell  und 
verschieden  oder  sie  decken  sich  oder  sie  sind  nicht  reell. 
Und  man  unterscheidet  hiemach  hyperbolische  Punkte 
der  Fläche  d.  i.  solche  mit  reellen  und  verschiedenen  In- 
flexionstangenten von  parabolischen  Punkten  der  Flache 
oder  solchen  mit  vereinigten  Inflexionstangenten  und  von 
elliptischen  Punkten  derselben  mit  nicht  reellen  Inflexions- 
tangenten. (Fig.  166.) 

1 )  Im  Allgemeinen  schneiden  sich  zwei  Flächen  von  den 
Ordnungen  mj  und  m2  in  einer  Raumcurve  von  der 
Ordnung  m,  m^]  drei  Flächen  von  den  respectiven 
Ordnungen  171^^7/12,  '"a  haben  eine  Gruppe  von  OTjWIj^^s 
Punkten  mit  einander  gemein. 

2)  Man  sagt,  zwei  Flächen  berühren  einander  im  Punkte 
P,  wenn  sie  diesen  Punkt  gemein  und  einerlei  Tan- 
gentialebene in  ihm  haben.  Zwei  Flächen  berühren 
einander  längs  einer  JCurve,  wenn  sie  alle  ihre  Punkte 
gemein  und  in  jedem  derselben  die  nämliche  Tangen- 
tialebene haben.  Man  sagt  dann,  sie  seien  einander 
nach  dieser  Curve  um-  oder  eingeschrieben. 

3)  Das  elementare  Beispiel  der  Kugel  zeigt  den  Character 
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der  elliptischen  Punkte;  der  Berühmngspunkt  ist  als 
ein  Kreis  von  unendlich  kleinem  Radius  anzusehen, 
die  Tangenten  an  denselben  von  seinem  Mittelpunkte 
aus  sind  die  von  da  nach  den  imaginären  Kreispunk- 
ten der  Ebene  gehenden  Geraden. 

4)  Die  parabolischen  Punkte  einer  Fläche  bilden  im  All- 
gemeinen die  Grenzlinie  zwischen  den  Regionen  ellip- 
tischer und  hyperbolischer  Punkte  auf  derselben.  Jedes 
Modell  einer  Terrainfläche  ist  geeignet;  diesen  Ueber- 
gang  zu  erläutern. 

5)  Liegt  eine  gerade  Linie  t  in  der  Fläche,  so  ist  sie 
für  alle  ihre  Punkte  die  eine  der  Inflexionstangenten ; 
daher  ist  auch  die  zweite  Inflexionstangente  in  jedem 
derselben  reell  und  die  Punkte  der  Fläche  in  der 
Geraden  sind  hyperbolisch.  Legt  man  dann  durch 
den  Punkt  P  der  Geraden  eine  Curve  auf  der  Fläche 
und  die  Tangente  <,  dieser  Curve  in  P,  so  bestimmt 
/i  mit  i  die  bezügliche  Tangentialebene  der  Fläche. 
Dieselbe  berührt  im  Allgemeinen  die  Fläche  nur  im 
Punkte  />. 

6)  In  einer  developpabeln  Fläche  sind  alle  Punkte  para- 
bolisch f  die  Erzeugende  des  Punktes  ist  die  Ver- 
einigung der  Inflexionstangenten  der  Fläche  in  ihm 

—  die  Tangentialebene  berührt  in  allen  Punkten  der 
Erzeugenden.  Diess  Verhalten  der  Tangentialebene 
trennt  die  developpabeln  Flächen  von  den  eigentlich 
krummen. 

7)  Während  die  developpabeln  Flächen  eine  einfach  un- 
endliche Schaar  von  Tangentialebenen  haben,  und  die 
Curven  eine  einfach  unendliche  Reihe  von  Punkten 

—  jedes  Element  nur  einem  nächstfolgenden  benach- 
bart —  zeigen  die  eigentlich  krummen  Flächen  eine 
doppelt  unendliche  Schaar  von  Tangentialebenen  wie 
eine  doppelt  unendliche  Reihe  von  Punkten. 

8)  Die  Berührung  einer  Fläche  mit  einer  Tangentialebene 
in  einem  parabolischen  Punkt  derselben  wird  als  eine 
stationäre  bezeichnet.  Die  Ebene  berührt  die  Fläche 
in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten. 
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88.  Das  im  Vorigen  entwickelte  Grundgesetz  der  Tangen- 
tialebene läBst  eine  Ausnahme  zu,  die  man  so  ausaprechen 
kann:  Wenn  durch  den  Punkt  M  der  Fläche  mit  zwei  Tan- 
genten (,,  (j  derselben  eine  nicht  in  der  Ebene  der  letzteren 
gelegene  Gerade  (j  geht,  welche  in  M  auch  zwei  zusammen- 
fallende Punkte  mit  der  Fl&che  gemein  hat,  bo  thut  diese 
jede  durch  M  gehende  Gerade  (,■  und  M  ist  ein  Doppel- 
punkt der  Fläche  oder  ein  conischer  Punkt  derselben. 

Denn  die  Ebene  i^ti  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curvc, 
welche  in  M  die  Gerade  fj  berührt  und  auch  die  Schnittlinie 
der  Ebenen  l,  (j  und   fj  u  in   zwei  in  M  zusammenfallenden 
Punkten   trifft;   also  schneidet  jede  durch 
M  gehende  Ebene  die  Fläche  in  einer  Curve,  ''*■  '*'■ 

die  in  M  einen  Doppelpunkt  hat.     Im  All- 
gemeinen hat  jede  dieser  Curven  in  M  zwei 
reelle    und   verschiedene,    oder   vereinigte 
oder  nicht  reelle  Tangenten,   welche  in  M 
drei  auf  einander  folgende  Punkte  mit  der 
Fläche  gemein  haben;  die  Fl&che  hat  also 
in  einem  solchen  Punkte  M  unendlich  viele 
Paare    von   Inflexionstangenten    und   diese 
bilden  eine  Kegelfläehe  zweiter  Ordnung  und  Classe 
(Fig.  167.),    da   ihrer   nicht  mehr  als   zwei   in  einer  Ebene 
liegen.    Jede  Ebene,  die  diesen  Kegel  berührt,  schneidet  die 
Fläche  in  einer  Curve  mit  Rückkehrpunkt  in  M  und  mit  der 
zugehörigen  Erzeugenden  des  Kegels  als  Rückkehrtangente. 

In  analoger  Weise  wie  der  doppelte  oder  zweifache  kann 
ein  pfacher  Punkt  der  Fläche  definiert  werden.  Jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  hat  in  ihm  p  vereinigte  Punkte 
mit  der  Fläche  gemein,  jeder  durch  ihn  geführte  ebene  Schnitt 
hat  in  ihm  einen  jiifachen  Punkt,  d.  h-  die  Schnittcurve  geht 
pmal  durch  ihn  hindurch  und  hat  in  ihm  p  im  Allgemeinen 
von  einander  verschiedene  Tangenten;  diese  Tangenten  haben 
in  dem  gedachten  Punkte  (p-f"  ^)  vereinigte  Punkte  mit  der 
Fläche  gemein  und  bilden ,  weil  in  jeder  den  Punkt  enthal- 
tenden Ebene  nicht  mehr  als  p  von  ihnen  liegen,  einen  Kegel 
von  der  Ordnung  p  als  eigentlichen  Tangentenkegel  der  Fläche. 

1)  Hat  eine  Fläche  von  der  Ordnung  m  einen  m  fachen 
Punkt  in  M,  so  liegt  jede  Gerade,  welche  von  diesem 
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• 
ricach  einem  andern  Punkte  der  Fläche  geht,  ganz  in 

derselben,  weil  sie  Punkte  in  der  Zahl  {m  -f-  1);  also 

alle  ihre  Punkte  mit  der  Fläche  gemein  hat.    Somit 

ist  die  Fläche    eine  Kegelääche  m\"  Ordnung.    Die 

Kegel    zweiter  Ordnung   sind   die    einzigen  Flächen 

zweiter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt. 

2)  Eine  developpable  Fläche  enthält  in  ihrer  Doppelcurve 
unendlich  viele  Doppelpunkte;  für  jeden  derselben 
zerfallt  der  Kegel  der  Inäexionstangenten  in  das  Paar 
der  bezüglichen  Tangentialebenen  der  Fläche. 

3)  Die  Rückkehrkante  der  developpabeln  Fläche  ist  der 
Ort  von  Doppelpunkten  derselben,  für  welche  der 
Kegel  der  Inflexionstangenten  ein  in  der  entsprechen- 
den Schmiegungsebene  vereinigtes  Ebenenpaar  ist. 

4)  In  analoger  Weise  wie  die  developpaheln  Flächen  kann 
auch  eine  krumme  Fläche  eine  doppelte  oder  mehr- 
fache Curve  enthalten. 

*)  Ihre  Ordnungszahl  kann  nicht  grösser  sein  als 
^  (m  —  1)  (»»  —  2) ,  weil   eine  ebene  Curve  m^*^*^  Ord- 
nung   nicht  mehr   als    so    viel   Doppelpunkte   haben 
kann. 
89.  Eine  Fläche   zweiter  Ordnung  ist  jede  Fläche, 
welche  mit  einer  Geraden  nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemein 
haben  kann,  ohne  sie  ganz  zu  enthalten.   Eine  solche  Fläche 
wird  von  einer  Ebene  im  Allgemeinen  in  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  geschnitten. 

Fallen  die  zwei  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der 
Fläche  in  einen  Punkt  P  zusammen,  so  ist  die  Gerade  eine 
Tangente  der  Fläche  in  P,  Legt  man  in  einem  Punkte  P 
zwei  Tangenten  /| ,  t^  an  die  Fläche,  so  bestimmen  dieselben 
mit  einander  die  Tangentialebene  T  der  Fläche  im  Punkte  P 
und  diese  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve  zweiter  Ord- 
nung mit  Doppelpunkt  in  P,  deren  beide  Tangenten  in  diesem 
Punkte  die  Inflexionstangenten  der  Fläche  in  P  sind*,  diesel- 
ben können  reell  und  verschieden,  oder  vereinigt  oder  nicht 
reell  sein.  Sie  sind  im  Falle  ihrer  Realität  identisch  mit  dem 
Paar  sich  in  P  schneidender  Geraden,  welche  den  in  der 
Tangentialebene  entstehenden  Kegelschnitt  mit  Doppelpunkt 
in  P  bilden.     Und   da  jede  von  ihnen  drei  auf  einander  fol- 
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gende  Punkte  mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung  gemein  hat, 
so  liegen  sie  ganz  in  der  Fläche.  Man  hat  den  Satz:  Durch 
jeden  Punkt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gehen 
zwei  reelle  und  verschiedene^oder  in  eine  verei- 
nigte oder  zwei  nicht  reelle  Gerade,  welche  ganz 
in  der  Fläche  liegen. 

Denken  wir  die  Inflexionstangenten  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  im  Punkte  P  reell  und  verschieden  und  bezeichnen 
sie  durch  g  und  /,  so  gehen  durch  jeden  andern  Punkt  P, 
derselben  Fläche  zwei  Ebenen  P^g  und  P, /,  von  denen  die 
erste  die  Fläche  in  einer  weitern  durch  P,  gehenden  Gera- 
den /|  und  die  zweite  sie  in  einer  ebenfalls  durch  P,  gehen- 
den Geraden. gfj  schneidet.  Diese  zwei  Geraden  ^, ,  /j  be- 
stimmen die  Tangentialebene  Tj  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
inPj.  Man  hat  also  die  Sätze :  Alle  Punkte  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  sind  hyperbolisch,  wenn  ein  ein- 
ziger Punkt  derselben  hyperbolisch  ist.  Durch  je- 
den Punkt  P  einer  solchen  Fläche  zweiter  Ordnung 
gehen  zwei  reelle  und  verschiedene  Gerade  ^j  und 
/,,  die  ganz  in  ihr  liegen,  ^lle  Geraden  g  auf  der 
Fläche  schneiden  jede  Gerade  /  und  keine  zwei  Ge- 
raden g  schneiden  einander;  alle  Geraden  /  schnei- 
den jede  Gerade  g  und  keine  zwei  /  einander.  Die 
Ebenen,  welche  durch  eine  Gerade  g  mit  je  einer 
Geraden  /  bestimmt  werden,  sind  die  Tangential- 
ebenen der  Fläche  in  den  Punkten  von  ^,  in  denen 
die  bezüglichen  /  ihr  begegnen. 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  hyperbolischen  Punk- 
ten enthalten  somit  zwei  Schaaren  von  unendlich  vielen  Ge- 
raden; sie  heissen  daher  die  Regelflächen  zweiter  Ord- 
nung und  jede  wird  als  Vereinigung  von  zwei  Regel- 
Bchaaren  —  nämlich  der  der  g  und  der  der  /  ^-  betrachtet, 
die  die  ganze  Fläche  in  windschiefe  Vierecke  zerlegen. 

1)  Wenn  die  Inflexionstangenten  g  und  /  in  einem  Punkte 
P  der  Fläche  zweiter  Ordnung  zusammenfallen,  so 
berührt  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  />  —  die 
dann  durch  eine  weitere  Tangente  der  Fläche  in  P 
zu  bestimmen  ist  —   dieselbe  in  allen  Punkten  von 
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gl  oder  e  —  denn  alle  diese  Punkte  sind  doppelte 
Punkte  in  ihrem  Schnitt  mit  der  Fläche. 
2)  In  demselben  Falle  ist  die  Fläche  eine  Kegel-  oder 
Cy linderfläche  zweiten  Grades;  denn  jeder  Punkt  /*, 
der  Fläche  bestimmt  mit  den  zusammenfallenden  In- 
flexionstangenten  von  P  zwei  vereinigte  Ebenen,  die 
die  Fläche  in  den  somit  auch  zusammenfallenden  In- 
flexionstangenten  ^p /,  oder  ß^  von  P|  schneiden.  Die 
Kegelflächen  zweiter  Ordnung  sind  die  Flächen  zwei- 
ter Ordnung  mit  parabolischen  Punkten. 

90.  Wir  studieren  zunächst  die  Flächen  zweiter  Ord- 
nung mit  hyperbolischen^  später  dann  die  mit  elliptischen 
Punkten.    (§  93.  f.) 

Denken  wir  drei  Gerade  y, ,  g^,  g^  der  einen  Regelschaar 
einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung  —  von  denen  also  keine 
zwei  in  einer  Ebene  liegen  können  —  so  ist  jede  Gerade  /,• 
der  zweiten  Regelschaar  dieser  Fläche  eine  Transversale  der- 
selben und  alle  Geraden  dieser  zweiten  Schaar,  somit  auch 
die  Regelfläche  zweiter  Ordnung  selbst  sind  also  durch  jene 
bestimmt;  und  zwar  geht  ^urch  j6den  Punkt  A^^  von  g^  eine 
Gerade  l^,  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  A^^,  g.^  und 
A^^j  ^3  und  anderseits  liegt  in  jeder  Ebene  A|j  durch  g^  eine 
Gerade  /,,  die  Verbindungslinie  der  Punkte  Aj|;  g.^  und  An,  ^3. 
Die  Geraden  der  Regelschaar  /  sind  somit 

a)  die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Ebenen  von 
zwei  projecti vischen  Ebenenbüscheln ,  deren  Scheitelkanten 
zwei  Gerade  der  Schaar  g  sind  und  welche  zu^  der  Punkt- 
reihe in  einer  dritten  Geraden  dieser  Schaar  perspectivisch 
liegen.     Die  Geraden  der  Schaar  /  sind 

b)  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte  von 
zwei  projectivischen  Punktreihen,  deren  Träger  zwei  Gerade 
der  Schaar  g  sind  und  welche  zu  dem  Ebenenbüschel  aus 
einer  dritten  Geraden  dieser  Schaar  perspectivisch  liegen. 

Nach  denselben  Constructionen  bestimmt  man  aus  drei 
Geraden  der  Schaar  /  alle  die  Geraden  der  Schaar  g  —  natür- 
lich auch  die  übrigen  Geraden  der  Schaar  /  durch  diese. 

Beide  Constructionen  sind  projectivisch  (§  29.),  werden 
also  am  Raumgebilde  selbst  ausgeführt,  indem  man  sie  in  der 


/•./•  /' 
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Projection  vollzieht;  sie  sind  daher  auch  für  alle  Projections- 
methoden  gleich  vortheilhaft. 

Eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  heisst  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid;  wenn  sie  von  der  unendlich  fernen 
Ebene  berührt  wird,  d.  h.  wenn  zwei  ihrer  Geraden,  je  eine 
von  jeder  Schaar  ganz  im  Unendlichen  liegen.  In  jedem 
andern  Falle  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  die  Fläche 
in  einem  eigentlichen  Kegelschnitt  und  soll  ein  einfaches 
Hyperboloid  heissen. 

1)  Man  construiere  zu  drei  durch  ihre  ersten  und  zwei" 
ten  Projectionen  gegebenen  Geraden  der  Schaar  g  die 
Geraden  der  Schaar  /  nach  der  Methode  a). 

Wählen  wir  auf  g^  die  Punkte  A^^y  A^^y  -^is;  ^^ 
bestimmen  wir  die  von  ihnen  aus  gehenden  Geraden 
^i;  h-i  h  ^^^  folgt:  Wir  ziehen  durch  ^u,  A^^}  -^iz 
respective  parallel  g^  die  Geraden  g^^y  g^^y  ^28  ^^^ 
parallel  zu  g^  die  Geraden  ^31,  g.^^y  g^^  und  erhal- 
ten   die   /|,  /,,  ^3  als    die  Schnittlinien   der  Ebenen- 

Pö^re  g^g^x)  ^sfl'sn  ^20^22;  0^30^32  5  979n>  9z9zz'  ^^^^ 
wird  die  Bestimmung  eines  Punktes  der  jedesmaligen 

Schnittlinie  gefordert,  etwa  eines  Durchstosspunktes 
derselben;  in  Tafel  V.  ist  der  horizontale  Durch- 
stosspunkt  benutzt,  der  als  Schnittpunkt  der  Verbin- 
dungslinien der  gleichnamigen  Durchstosspunkte  von 
^2  und  ^2i,  respective  g^  und  g^i  entsteht.  Dabei  lie- 
gen die  Durchstosspunkte  der  g^t  respective  g^i  in  einer 
Geraden  mit  dem  gleichnamigen  Durchstosspunkt  von 
g^ .  Zuweilen  kann  vortheilhaft  der  Durchschnitts- 
punkt der  Erzeugenden  mit  der  Halbierungsebene  H,- 
(§  46. ;  3.)  benutzt  werden.  Man  erhält  dabei  als  Ort 
der  gleichnamigen  Durchstosspunkte  die  betre£Pende 
Spur  der  Regelfläche  zweiter  Ordnung. 

Bezeichnen  wir  die  respectiven  Schnittpunkte  von 
/i,  /j,  /s  mit  ^2  dui'cli  ^219  ^22  7  -^23  ^^^  ™^^  ^3  ^u^^h 
^su  '^32;  ^337  ^^  sind  die  Reihen  A^^,  A^2}  '^139  "*\ 
A\}  ^22;  ^23;'";  ^31;  ^32;  ^339  ••'  projectivisch  zu 
einander  und  nach  der  früher  entwickelten  Construc- 
tion  (§  17.)  können  also  zu  jedem  Punkte  Ai„  in  gi 
die  entsprechenden  Punkte  in  g^  und  g/  hinzu  con- 


318  Zweiter  Theil. 

struiert  werden,  die  dann  mit  jenem  in  einer  Geraden 
In  gelegen  sind. 

Ebenso  sind  die  Reihen  ^]j,  A^yy  A^i,  "^  in  l^, 

^12?  ^22?  -^32>  •••  ^^  hf  Az>  Az7  ^32>  ' ' '  i^  /j  ZU  einan- 
der projectiviseh;  etc. 

2)  Man  constraiere  zu  den  drei  Geraden  g^ ,  g^^  g^  der 
einen  Regelschaar  diejenigen  Geraden  der  andern  Re- 
gelschaar  der  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  ihnen 
respective  parallel  sind.  Dazu  legt  man  durch  g^  die 
zu  ^2;  9z  respective  parallelen  Ebenen  Qt^^t  ^\z\  durch 
g^  die  zu  g^y  g^  parallelen  G23,  G^^  und  durch  g^  die 
zu  g^y  g^  parallelen  G^f,  G32  und  bestimmt  jene  Er- 
zeugenden 1, ,  I2,  I3  als  die  respectiven  Schnittlinien 
derEbenenpaarcGj, ,  Ggj;  G32,  Gi2j  Gia,  Ö23-  ^^®  P*"^" 
jectivischen  Reihen  in  den  Geraden  g  und  1  sind  dann 
durch  ihre  Gegenpunkte  und  je  ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte  bestimmt.  (Vergl.  §  17.;  3.) 

3)  Die  sechs  Ebenen  G/A  bilden  ein  Parallelepiped  — 
denn  G^t  und  G^,-  sind  einander  parallel  —  von  wel- 
chem die  Geraden  ^1 12^311  ^213  eine  Kette  von  Kanten 
bilden  und  ein*  windschiefes  Sechseck  mit  paarweis 
parallelen  Gegenseiten.  Seine  Ecken  sind  in  der  ent- 
sprechenden Folge  A)  2  A32  A3t  A21 A23  A,  3 .  Die  Punkte 
Aj, ,  A227  A33  liegen  auf  g^  und  Ij,  g^  und  I2,  ^3  und 
I3  respective  unendlich  fern.  Die  Ebenen  g^i^y  ^9^} 
92^7  \9'i}  ^2^3;  ^3^1  B^^d  d^^  Tangentialebenen  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  A,2  y  A32,  A31 ,  A21 ,  A23,  Ajj 
respective  und  die  Ebenen  g^lyy  g^l^y  9z^  ^^  ^^^  ^^' 
endlich  fernen  Pimkten  A,,,  A227  A33. 

Man  verzeichne  aus  diesem  Parallelepiped  die 
axonometrische  Projection  des  einfachen  Hyperbo- 
loids. 

4)  Die  perspectivischen  Axen  der  projectivischen  Reihen 
(vergl.  §  17.)  in  den  Erzeugenden  g^  und  g^y  re- 
spective ^3  sind  parallel  je  einer  Diagonale  des  vor- 
bezeichneten Parallelepipeds,  welches  die  gegebenen 
g  mit  den  zu  ihnen  parallelen  /  bestimmen.    In  Tafel 

V   .       ISD      tn  II  ^^tny       ^^O I    • 

5)  Man   construiere   zu   den   Geraden  ^, ,  g^y  g.^,    welche 
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durch  die  Paare  ihrer    ersten  Projeetionen    gegeben 
sind,  die  Geraden  l,  wena  insbesondere 

a)  gfi  parallel  zur  Projectionsaxe  OZ, 

b)  Qi  parallel  zur  Projectionsaxe  OX  und  g.^  paral- 
lel OY, 

c)  g^  parallel  zu  02,  g.^  parallel  zur  Projections- 
ebene  XOZ  gelegen  sind. 

G)  Wenn  zu  den  Geraden  g^,  g.^,  g^  der  ersten  Regel- 
schaar  zwei  Gerade  /, ,  /j  der  zweiten  Schaar  der 
Fläche  gefunden  sind,  so  sind  in  diesen,  die  projec- 
tivischen  Reihen  durch  A^^,  ^3,,  -^^3, ;  J^^,  A^^,  A^^ 
bestimmt  und  zu  jedem  Punkte  An  der  ersten  con- 
struiert  man  den  entsprechenden  Punkt  Ai%  der  Letz- 
tem und  somit  als  die  Gerade  An  A^^  eine  neue  Gerade 
gi.  Man  kann  sagen:  Eine  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung  ist  durch  ein  windschiefes  Viereck 
und  eine  Transversale  von  zwei  Gegenseiten 
desselben  bestimmt. 

7)  Man  construiere  zu  drei  durch  Fluchtpunkte  und  Durch- 
stosspunkte  centralprojectivisch  bestimmten  Geraden 
g  die  Centralprojectionen  der  Geraden  der  Schaar  / 
nach  der  Methode  unter  b).    (Tafel  VI.) 

Man  dreht  um  die  Gerade  gy  eine  Ebene  und 
bestimmt  in  jeder  Lage  ihre  Durchschnittspunkte  A^iy 
Azi  mit  den  Geraden  g^  und  ^3;  die  Verbindungslinie 
A^iAzi  ist  die  Gerade  /,-.  Die  Spur  und  Fluchtlinie 
der  sich  drehenden  Ebene  sind  Parallelenpaare  durch 
den  Durchstosspunkt  5,  und  den  Fluchtpunkt  Q(  von 
gy  und  zur  Bestimmung  der  Durchschnittspunkte  mit 
^2  und  ^3  wird  man  Hilfsebenen  durch  diese  Geraden 
legen,  etwa  die  beiden  zu  einander  parallelen,  deren 
gemeinschaftliche  Fluchtlinie  die  Fluchtpunkte  von  g.^ 
und  ^3  verbindet.  Die  Fig.  Tafel  VI.  giebt  die  Durch- 
führung für  zwei  Lagen,  die  Erzeugenden  /,,  /.^  mit 
den  Punktreihen  Ay^^  A^y,  ^3^;  Ay^y  A^^j  -^32« 

Sind  zwei  Lagen  der  /  bestimmt,  so  kann  man 
die  ferneren  g  aus  den  projecti vischen  Reihen  auf 
diesen,  und  aus  drei  Lagen  der  l  kann  man  die 
sämmtlichen    übrigen    /    mittelst    der    projeetivischen 
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Reihen  in  den  g  construiercn.  Die  zu  den  drei  ge- 
gebenen g  parallelen  Geraden  der  Schaar  l  sind  in 
demselben  Falle  nach  dem  Vorigen  zu  eonstruieren, 
und  damit  das  Parallelepiped  der  Aufgabe  3)  mit  den 
bezüglichen  neun  Tangentialebenen  der  Fläche.  Sie 
sind  in  der  Figur  construiert  und  durch  l/W  be- 
zeichnet; die  Ecken  des  Parallelepipeds;  welche  der 
Fläche  angehören  oder  die  Ecken  des  windschiefen 
Sechsecks  sind  Ajj',  A13',  Ajj',  Aj/,  A3,',  A32';  die  Ver- 
bindungslinien der  Gegeneckenpaare  schneiden  sich 
in  TJT  (vergl.  §  92.;  11.)  —  dem  Bilde  vom  Mittel- 
punkt des  Hyperboloids. 

Der  Ort  der  Durchstosspunkte  und  der  Ort  der 
Fluchtpunkte  aller  Geraden  beider  Regeischaaren  sind 
.die  Curven,  die  man  als  Spur  und  Fluchtlinie  der 
Regelfläche  zweiter  Ordnung  zu  bezeichnen  hat. 
8)  Man  bestimme  für  die  durch  drei  Gerade  g^y  g^,  g^ 
gegebene  Regelfläche  zweiter  Ordnung  in  Centralpro- 
jection  diejenigen  Erzeugenden  l,  welche  mit  den  g 
respective  das  nämliche  Bild  haben.  Sind  Sf,  Q^%  S2Q2} 
S^Oi'  die  Paare  der  Durchstoss-  und  Fluchtpunkte 
von  gi,  g2}  9z  und  sucht  man  Durchstoss-  und  Flucht- 
punkt S^*Q^*'  von  /3,  welches  mit  ^3  dasselbe  Bild 
l^',  g^  hat,  so  wird  man  etwa  durch  die  parallelen 
Geraden  QiQiQn^',  Ä^i^i*,  S^S*,  femer  durch  S^Q{y 
S2O2  iu  93  die  Punkte  ö,/*,  S{*,  S^*,  (?i,  G2  bestim- 
men; denkt  man  dann  einen  beliebigen  Punkt  (S  der 
Tafel  —  in  Tafel  VI.  ist  der  Punkt  M"  als  dieses  6 
gewählt  —  als  Umlegung  des  Centrums  mit  der  pro- 
jicierenden  Ebene  von  ^3  und  l^,  so  erhält  man  die 
in  Tafel  VI.  gegebene  Construction  für  die  Gerade 
^:*Q'6*'  ^^d  das  Bild  des  Schnittpunktes  ^33  von 
^3  und  /3.  Man  erläutere  dieselbe  vollständig.  Der 
Punkt  ^33'  ist  der  Berührungspunkt  der  Geraden  g^' 
mit  der  Umriss  -  Ellipse  des  Hyperboloids  und  kann 
dj^^r  auch  nach  der  projecti vischen  Erzeugung  der- 
selben conßtruiert  werden;  ebenso  die  Punkte  S^*,  Qz* 
als  Schnittpunkte  der  Geraden  g^'  oder  S^  Q^  mit  dem 
Spur-  respective  Flucht-Kegelschnitt  der  Fläche. 
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9)  Man  construiere  in  Centralprojection  diejenige  Regel- 
fläche zweiter  Ordnung,  für  welche  eine  Gerade  ^, 
als  projicierende  Linie,  eine  Gerade  g^  als  in  der  Bild- 
ebene gelegen  und  die  Gerade  g^  willkürlich  gegeben 
sind ;  insbesondere  die  in  der  Bildebene  gelegene  Er- 
zeugende /j  und  damit  den  Berührungspunkt  der  Bild- 
ebene mit  der  Fläche;  ebenso  die  Tangentialebene 
derselben  im  Centrum. 

10)  Man  verzeichne  in  Centralprojection  für  das  durch 
^17  9?;  ^3  bestimmte  einfache  Hyperboloid  diejenigen 
Tangentialebenen  und  ihre  Berührungspunkte,  welche 
durch  ^1  gehen  und  die  Tafelneigung  45®  besitzen. 

11)  Diejenigen  Transversalen  zweier  Geraden  gf,,  g,^y  die 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  welche  zu  einer  festen 
Ebene  parallel  sind,  bilden  die  eine  Regelschaar  eines 
hyperbolischen  Paraboloids,  für  welches  jene  Geraden 
zur  andern  Regelschaar  gehören.  Man  verzeichne 
dasselbe  in  Parallelprojection  a)  für  jene  Ebene  als 
erste  Projectionsebene,  b)  als  Halbierungsebene  Bx'^ 
c)  als  erste  projicierende  Ebene. 

12)  Man  construiere  die  Centralprojection  des  durch  zwei 
Gerade  der  Schaar  g  und  die  Tafelebene  als  Parallel- 
ebene der  Schaar  /  bestimmten  hyperbolischen  Parabo- 
loids. Wo  berührt  es  die  Tafel,  wo  die  Versch win- 
dungsebene und  die  zweite  Parallelebene? 

13)  Durch  ein  windschiefes  Viereck,  also  auch  durch  ein 
beliebiges  Tetraeder,  nämlich  eine  Kette  von  vier 
Kanten  desselben,  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
vollkommen  bestimmt  —  weil  zwei  Gegenkanten  die 
Stellung  der  Parallelebcne  liefern,  welche  mit  den 
beiden  andern  zusammen  die  Bestimmung  nach  dem 
Vorigen  leistet.  Man  verzeichne  dasselbe  für  das  re- 
guläre Tetraeder  in  Parallelprojection  und  discutiere 
die  Mehrdeutigkeit  dieser  Bestimmung. 

14)  Man  construiere  in  Parallelprojection  ein  hyperbolisches 
Paraboloid,  welches  die  erste  und  zweite  Projections- 
ebene in  gegebenen  Punkten  berührt. 

15)  Man  bestimme  für  ein  durch  ein  windschiefes  Viereck 
gegebenes  hyperbolisches   Paraboloid  a)  in  Parallel- 

Fiodlcr,  DaHtellcndc  Geometrie.  21 
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projection,   b)  in  Centralprojection  die  Richtung,  in 
welcher  sein  Berührungspunkt  mit  der  unendlich  fer- 
nen Ebene  liegt. 
16)  Zu  zwei  Erzeugenden  g  und  einer  Erzeugenden  /  be- 
stimme man  ein  hyperbolisches  Paraboloid  so,   dass 
seine  Richtungsebenen   zu  einander  normal    sind  — 
gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid. 
91.  Wir  stellen  unten  eine  Reihe  von  Erzeugungen  der 
Regelflächen  zweiter  Ordnung  zusanmien,  welche  constructives 
Interesse  besitzen. 

Aus  den  bereits  discutierten  ergiebt  sich  die  Eigenschaft : 
Das  Büschel  der  Tangentialebenen  eines  einfachen 
Hyperboloids  durch  eine  seiner  Erzeugenden  ist 
projectivisch  zu  der  Reihe  ihrer  Berührungspunkte 
in  dieser  Letzteren;  d.  h.  • 

(^1   •  'l'2^3^4)  =  (^11^12^13^14); 

denn  es  ist 

\9\  '  hhhh)  =  (-^21-^22-^23-^24) 
und 

(-^21-^22^23-^24)  =  (^11^12^13-^14)' 

Zu  drei  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung durch  dieselbe  gerade  Erzeugende  und  ihren 
Berührungspunkten  ist  somit  für  jede  vierte  Tan- 
gentialebene der  Berührungspunkt  und  für  jeden 
vierten  Punkt  die  Tangentialebene  linear  bestimmt 
—  durch  die  Construction  projectivischer  ungleichartiger  Grund- 
gebilde erster  Stufe.  (§  16.)  Die  Figur  168.  zeigt  für  die 
Erzeugende  g^  eines  einfachen  Hyperboloids ;  das  durch  das 
windschiefe  Viereck  g^lig^l^  ™^*  der  Transversale  /g  bestimmt 
ist,  die  Construction  der  Tangentialebene  im  Punkte  P  und 
im  unendlich  fernen  Punkte  ü.  Die  Tangentialebenen  inv^,,, 
Ay^y  ^13  sind  als  Ebenen  g^l^y  g^l^y  g^l^  durch  ihre  Horizon- 
talspuren ^1^;  s{^y  Sy^  verzeichnet  imd  es  ist  die  aus  ihrem 
Büschel  durch  die  zur  Axe  OX  normale  Gerade  durch  S/ 
geschnittene  Reihe  1,  2,  3  und  die  Reihe  der  Berührungs- 
punkte A^^'y  A^2y  -^13'  ^^^  Construction  der  perspectivischen 
Axe  ^2  benutzt;  sodann  sind  zu  P'  und  V  die  entsprechenden 
Punkte  bestimmt  und  durch  sie  die  Spuren  s^  und  s^  ge- 
zogen. 
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Von  den  zahlreichen  Consequenzen  dieses  Satzes  geben 
wir  auch  eine  Reihe.  (11  u.  f.) 


Fig.  168. 


1)  Die  Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Ebenen- 
paare von  zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln^  deren 
Scheitelkanten  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen  ^  sind 
die  Geraden  der  einen  Regelschaar  einer  Fläche  zwei- 
ter Ordnung,  zu  der  die  Träger  als  Gerade  der  an- 
dern Schaar  gehören.  Wenn  die  Scheitelkanten  in 
einer  Ebene  liegen,  so  entsteht  ein-Kegel,  speciell  eine 
Cylinderfläche  zweiten  Grades. 

2)  Wenn  zwei  Ebenen  sich  um  feste  Gerade  g^,  g^,  die 

21» 
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nicht  in  einer  Ebene  liegen^  80  drehen^  dass  sie  stets 
zu  einander  rechtwinklig  bleiben  ^  so  erzeugt  die 
Schnittlinie  derselben  die  Regelschaar  /  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  durch  g^  und  g.y 

3)  Wenn  zwei  Paare  von  Ebenen  sich  um  ihre  respec- 
tiven  Schnittlinien  ^,  ^  ^2  ^^  drehen ,  dass  die  von 
ihnen  gebildeten  Winkel  ihre  Grösse  nicht  ändern, 
während  zugleich  das  eine  Paar  der  Schenkelcbenen 
immer  einen  Punkt  einer  festen  Geraden  enthält;  so 
beschreiben  die  übrigen  Schnittlinien  der  Schenkel- 
ebenen die  Schaaren  /  von  Regelflächen  zweiter  Ord- 
nung durch  die  Scheitelkanten. 

4)  Die.  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte- 
paare von  zwei  projectivischen  Reihen,  deren  Träger 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  sind  die  Geraden  der 
einen  Regelschaar  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  zu 
der  die  Träger  als  Gerade  der  andern  Schaar  gehören. 
Liegen  sie  in  einer  Ebene,  so  entsteht  eine  Curve 
zweiten  Grades. 

5)  Wenn  von  den  Geraden  g^,  g^y  g-^i  zwei  in  einerlei 
Ebene  liegen,  so  entsteht  als  Specialfall  der  Regel- 
fläche zweiter  Ordnung  als  Ort  ihrer  Transversalen 
das  Ebenenj)aar.     Wenn  das  Punktepaar? 

6)  Wenn  zwei  Gerade  sich  um  ihren  Schnittpunkt  so 
drehen,  dass  sie  zwei  feste  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gende Gerade  ^, ,  g^  stets  schneiden,  während  sie  zu- 
gleich zu  einander  normal  bleiben,  so  erzeugt  die 
Verbindungslinie  ihrer  Schnittpunkte  mit  g^  und  g^ 
die  Regelschaar  /  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  durch 
y,  und  gfj. 

7)  Wenn  zwei  Punktreihen  in  Geraden,  welche  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  projectivisch  ähnlich  sind  (§  17.; 
4.),  so  erzeugen  die  Verbindungslinien  der  Paare  ihrer 
entsprechenden  Punkte  die  eine  Regelschaar  eines 
hyperbolischen  Paraboloids,  für  welches  die  Träger 
zur  andern  Schaar  gehören;  auch  darum  ist  durch 
ein  windschiefes  Viereck  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
vollkommen  bestimmt,  während  für  das  Hyperboloid 
die  Hinzu fligung  einer  Transversale  nöthig  ist. 
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8)  Wenn  von  zwei  projectivißchen  Ebenenbüscheln  das 
eine  auej^arallelebenen  besteht^  so  erzeugen  die  Schnitt- 
linien entsprechender  Paare  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid. 

9)  Ebenso ;  wenn  das  Paar  ihrer  parallelen  Ebenen  ein 
entsprechendes  Paar  ist. 

10)  Wenn  man  durch  die  Punkte  einer  geradlinigen  Reihe 
Parallelen  zu  den  entsprechenden  Strahlen  eines  ihr 
projectivischen  Strahlbüschels  zieht,  dessen  Ebene 
jene  Reihe  nicht  enthält,  so  sind  diese  die  Erzeu- 
genden /  eines  hyperbolischen  Paraboloids,  welches 
den  Träger  der  Reihe  und  die  Stellung  der  Ebene 
des  Büschels  zu  Erzeugenden  der  Schaar  g  hat. 

11)  Zwei  Hyperboloide,  welche  eine  Erzeugende  gemein 
und  in  drei  Punkten  derselben  die  nämlichen  Tan- 
gentialebenen haben,  berühren  einander  längs  dieser 
Erzeugenden,  d.  h.  sie  haben  in  allen  Punkten  der- 
selben einerlei  Tangentialebenen. 

12)  Längs  einer  Erzeugenden  wird  eine  Regelääche  zwei- 
ter Ordnung  von  unendlich  vielen  Hyperboloiden  und 
Paraboloiden  berührt  —  man  kann  in  jeder  der  Tan- 
gentialebenen jeden  Strahl  des  aus  dem  Berührungs- 
punkt beschriebenen  Büschels  als  Erzeugende  wählen 
und  erhält  somit  eine  dreifache  Unendlichkeit 
solcher  Hyperboloide.  Wie  gross  ist  die  Zahl  der 
hyperbolischen  Paraboloide  unter  ihnen? 

VA)  Da  die  Schenkelebenen  eines  «ich  um  seine  Scheitel- 
kante drehenden  rechten  Winkels  die  Paare  eines  invo- 
lutorischen  Ebenenbüschels  liefern,  so  bestimmen  die 
Berührungspunkte  zweier  rechtwinkligen  Paare  von 
Tangentialebenen  durch  eine  Erzeugende  in  dieser 
eine  Involution  von  Punkten,  deren  Centralpunkt  die 
Eigenschaft  hat,  dass  in  ihm  die  Berührungsebenc 
für  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Erzeugenden  — 
die  man  als  die  asymptotische  Ebene  der  Fläche  für 
dieselbe  zu  bezeichnen  hat  —  normal  zur  Fläche  d.  h. 
normal  zu  ihrer  Tangentialebene  ist. 

Nach  der  Construction  in  §  10.*,  9.  ist  somit  die- 
ser Centralpunkt   derjenige  Punkt   der  Er- 
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zeugenden,  wo  dieselbe  der  nächstbenach- 
barten Erzeugenden  derselben  Schaar  am 
nächsten  ist.  Jede  Erzeugende  enthält  einen  sol- 
chen Punkt  und  die  Aufeinanderfolge  derselben  bildet 
eineCurve,  die  man  die  Strictionslinie  der  Fläche 
nennt. 

Man  construiere  dieselbe  durch  ihre  Punkte  in- 
nerhalb eines  windschiefen  Vierecks  mit  einer  Trans- 
versale, wodurch  ein  einfaches  Hyperboloid  bestimmt 
ist. 

14)  Die  Normalen  einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung  in 
Punkten  einer  Erzeugenden  bilden  ein  hyperbolisches 
Paraboloid,  dessen  Tangentialebene  im  bezüglichen 
Punkt  der  Strictionslinie  der  Fläche  normal  ist  zur 
Richtung  seines  Berührungspunktes  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene. 

15)  Die  Normalen  zu  einer  Erzeugenden  der  Regelfläche 
zweiter  Ordnung  in  den  Punkten  derselben  und  in 
den  bezüglichen  Tangentialebenen  bilden  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid,  welches  in  allen  Punkten  der 
Erzeugenden  dieselbe  Tangentialebene  mit  der  Fläche 
hat.  .Nach  einer  Drehung  von  90®  um  diese  Erzeu- 
gende fällt  dasselbe  mit  dem  Normalenparaboloid  zu- 
sammen. 

92.  Eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  wird  von 
jeder  Ebene  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ge- 
schnitten, die  wir  erzeugt  denkten  können  durch 
die  projectivischen  Strahlbüschel,  welche  diese 
Ebene  mit  den  beiden  die  Regelfläche  erzeugenden 
projectivischen  Ebenenbüscheln  hervorbringt.  Je- 
der ebene  Schnitt  der  Fläche  ist  also  durch  fünf  Punkte  d,  h, 
die  Schnittpunkte  von  fünf  Erzeugenden  der  Fläche  mit  der 
Ebene  vollständig  bestimmt  und  wird  aus  denselben  durch 
projectivische  Construction  linear  verzeichnet  (§  25.;  27.).  Die 
Schnittcurven  der  Fläche  mit  den  Projectionsebenen  sind  be- 
stimmt durch  je  fünf  gleichnamige  Durchstosspunkte. 

An  eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  geht  von 
jedem  Punkte  aus  ein  Kegel  zweiter  Classe  als  En- 
veloppe  aller  der  Tangentialebenen,  die  von  jenem 


Curven  und  Flächen.  327 

Punkte  möglich  sind;  wir  können  ihn  erzeugt  den- 
ken durch  die  pro  jecti  vi  sehen  Strahl  bü  scheiß  welche 
dieser  Punkt  mit  den  projectivischen  Reihen  be- 
stimmt^ durch  die  die  gegebene  Regelfläche  erzeugt 
wird  (§  25. ;  68.).  Jeder  Berührungskegel  der  Fläche  ist  somit 
durch  fünf  Tangentialebenen ,  d.  h.  durch  die  Yerbindungs- 
ebenen  des  gegebenen  Punktes  mit  fünf  Erzeugenden  der 
Fläche  vollständig  bestimmt  und  wird  aus  denselben  durch 
projectivische  Construction  linear  verzeichnet  (§  25.;  28.). 

Der  Berührungskegel  aus  dem  Centrum  der  Projection 
und  die  Berührungscylinder  parallel  den  Prpjectionsaxen  lie- 
fern durch  die  Spur  in  der  Bildebene  oder  in  der  zur  be- 
treffenden Axe  normalen  Projectionsebene  den  entsprechenden 
Umriss  der  Fläche,  der  also  stets  eine  Curve  zweiter 
Ordnung  und  durch  die  Bilder  oder  gleichnamigen 
Projectionen  von  fünf  Erzeugenden  der  Fläche  — 
als  durch  fünf  Tangenten  —  völlig  bestimmt  ist.  Die  Fi- 
guren des  §  90.  zeigen  daher  auch  die  Umrisse  der  respec- 
tiven  Hyperboloide.  Denken  wir  in  allen  Punkten  eines 
ebenen  Schnittes  der  Regelfläche  zweiter  Ordnung 
die  Tangentialebenen  derselben  bestimmt)  so  gehen 
diese  alle  durch  einen  Punkt  und  bilden  eine  Kegel- 
fläche zweiter  Classe,  von  der  wir  sagen,  dass  sie  nach 
jenem  Schnitt  der  Fläche  umschrieben  ist.  Denn  legen  wir 
durch  drei  Punkte  des*  ebenen  Schnittes  die  Tangentialebenen 
der  Fläche,  so  gehen  diese  durch  einen  Punkt,  der  mit  dem 
el)enen  Schnitt  einen  Kegel  zweiten  Grades  bestimmt,  welcher 
mit  dem  im  Satze  bezeichneten  die  Tangentialebenen  in  den 
drei  gewählten  Punkten  und  ihre  Berührungserzeugenden  ge- 
mein hat  und  also  mit  ihm  identisch  sein  muss. 

Ebenso  liegen  die  Berührungspunkte  aller  der 
von  einem  Punkte  ausgehenden  Tangentialebenen 
in  einem  ebenen  Querschnitt,  also  in  einer  Curve 
zweiter  Ordnung. 

1)  Man  zeichne  in  centraler  oder  axonometrischer  Pro- 
jection oder  in  zwei  orthogonalen  Parallel  projectionen 
den  Querschnitt  mit  gegebener  Ebene  und  den  Tan- 
geirtenkegel  aus  gegebenem  Punkte  für  eine  Regel- 
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fläche  zweiter  Ordnung^   die  durch  ein  windschiefes 
Viereck  mit  einer  Transversale  gegeben  ist. 

2)  Nach  §  86. ;  14.  sind'  die  acht  Tangenten  der  Durch- 
dringungscurve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  in 
den  Punkten  einer  Gruppe  Erzeugende  des  nämlichen 
einfachen  Hyperboloids  —  welches  offenbar  die  Curve 
enthalten  muss. 

3)  Man  construiere^die  Spurcurven  eines  durch  die  bei- 
den ersten  Projectionen  eines  windschiefen  Vierecks 
bestimmten  hyperbolischen  Paraboloids. 

4)  Die  Ebene  der  beiden  sich  drehenden  Geraden  in 
Äufg.  6.  des  vorigen  §  umhüllt  den  Berührungskegel 
der  dort  erzeugten  Regelfläche  zweiter  Ordnung,  der 
seinen  Mittelpunkt  im  Scheitel  des  rechten  Winkels  hat. 

5)  Man  construiere  die  Spurcurve  einer  ßegelfläche  zwei- 
ter Ordnung  in  der  Ebene  H^/  —  mittelst  der  Durch- 
schnittspunkte der  beiden  ersten  Projectionen  der  Er- 
zeugenden. Sie  ist  umhüllt  von  den  Affinitätsaxen 
der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  ihren  Punkten. 

6)  Die  Umrisse  eines  hyperbolischen  Paraboloids  in  Pa- 
rallelprojection  sind  Parabeln,  also  durch  vier  Tangen- 
ten d.  h.  die  gleichnamigen  Projectionen  von  vier  Erzeu- 
genden bestimmt;  ebenso  die  Schlagschatten  desselben 
auf  Ebenen  für  parallele  Lichtstrahlen. 

7)  Parallele  Ebenen  schneiden  eine  ßegelfläche  zweiter 
Ordnung  in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curvon 
zweiter  Ordnung  —  weil  in  Curven,  welche  durch 
gleiche  Paare  projectivischer  Strahlenbüschel  erzeugt 
werden,  die  also  dieselben  Asymptoten-  und  Axen- 
richtungen  besitzen.  (§  29.;  4.) 

8)  Die  Normalebenen  der  festen  Geraden  in  Aufg.  2.  des 
vorigen  §  schneiden  die  entstehende  Regelfläche  zwei- 
ter Ordnung  in  Kreisen.  (§  31.;  8.,  10.) 

9)  Wenn  eine  ßegelfläche  {zweiter  Ordnung  durch  das 
windschiefe  Sechseck  der  Kanten  eines  Parallelepipeds 
von  solcher  Art  bestimmt  wird,   dass  die  kürzesten 

.  Entfernungen  dieser  Kanten  vom  Mittelpunkt  des  Pa- 
rallelepipeds gleichgross  sind  und  in  einer  Ebene  lie- 
gen,   so   wird   dieselbe   von   allen    zu  dieser  Ebene 
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parallelen  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten  und  kann 
erzeugt  werden  durch  die  Drehung  einer  Erzeugen- 
den um  eine  durch  den  Mittelpunkt  jenes  Parallel- 
epipeds  gehende  und  zu  jener  Ebene  normale  Axe. 
Eine  solche  Fläche  heisst  ein  einfaches  Rotations- 
hyperboloid. 

10)  Um  die  Umrisse  einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung 
'zu  bestimmen ;  welche  durch  drei  Gerade  der  einen 

Regelschaar  gegeben  ist,  construiert  man  diejenigen 
drei  Geraden  der  andern  Schaar,  welche  mit  diesen 
respective  dieselben  Bilder  oder  Projectionen  haben, 
und  ihre  Schnittpunkte  mit  den  gegebenen.  Man  hat 
so  drei  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  für  die 
Curve  zweiter  Ordnung,  welche  den  Umriss  bildet. 
(§  28. ;  4;  und  §  90. ;  8.) 

11)  Die  Grenze  des  Selbstschattens  auf  einer  Regelfläche 
zweiter  Ordnung  für  Licht  aus  einem  Punkte  L  wird 
durch  drei  Tangentialebenen  derselben  aus  dem  Letz- 
tem und  deren  Berührungspunkte  bestimmt:  Sie  ist 
die  Schnittcurve  mit  der  Ebene  dieser  Letztem  und 
wird  aus  drei  Tangenten  und  deren  Berührungspunk- 
ten construiert. 

12)  Der  Kegel  der  Tangentialebenen  der|Fläche  in  ihren 
Punkten  anf  der  unendlich  fernen  Ebene  heisst  der 
Asymptotenkegel  derselben;  sein  Mittelpunkt  ist 
der  Mittelpunkt  M  des  Parallelepipeds,  durch  welches 
die  Fläche  bestimmt  werden  kann  und  der  Mittel- 
punkt der  Fläche  selbst  (vergl.  §  94.);  jede  durch 
ihn  gehende  Sehne  der  Flächß  ist  ein  Durchmesser 
und  wird  in  ihmMialbiert ;  da  seine  Erzeugenden  denen 
der  Regelfläche  parallel  sind,  so  kann  er  als  der  Rich- 
tungskegel derselben  bezeichnet  werden. 

Man  constüuiere  in  Centralprojection  zu  drei  Ge- 
raden der  Schaar  g  der  Regelfläche  zweiter  Ordnung 
den  Asymptotenkegel  derselben  —  mittelst  der  drei 
ihnen  parallelen  /  durch  die  Fluchtlinien  der  durch 
ihre  Paare  bestimmten  Ebenen  als  durch  drei  Punkte 
und  ihre  Tangenten.  Die  Fig.  Tafel  VI.  —  man  sehe 
für  ihre  Erklärung  übrigens  p.319,  f.,  §90. ;  7.  —  bringt 
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auch  den  Äsymptotenkegel  genügend  zur  Anschauung. 
Aus  den  gegebenen  Erzeugenden  g^,  g,^j  g^  construiert 
man  wie  dort  1,,  1^,  I3  und  erhält  durch  die  Flucht- 
linien der  Ebenen  g^\^,  g.^!.^,  g^l^  die  drei  Tangenten 
der  Fluchtcurve  der  Fläche  und  ihres  Asymptoten- 
kegels in  öl';  O2';  O's  —  wodurch  diese  bestimmt  ist  — 5 
sodann  als  den  Durchschnittspunkt  dieser  Ebenen  31 
den  Mittelpunkt  der  Fläche  und  des  Asymptotenkegels 
und  durch  ihre  Spuren  5,5,;  S2S2,  S^S^  drei  Tangen- 
ten der  Spurcurve  des  Asymptotenkegels,  deren  Be- 
rührungspunkte 5,*,  52*,  53*  in  den  respectiven  Schnit- 
ten derselben  mit  den  Erzeugenden  M'  Q(j  M'  Q^^  ^'  Q^ 
liegen.  Ueberdiess  ist  diese  Spur  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  der  Spur  des  Hyperboloids  —  vergl.  13. 

13)  Denken  wir  die  Regelfläche  zweiter  Ordnung  durch 
zwei  projectivische  Ebenenbüschel  erzeugt,  so  entsteht 
der  Asymptotenkegel  derselben  durch  zwei  ihnen  pa- 
rallele und  somit  gleiche  projectivische  Ebenenbüschel 
aus  M,  In  Folge  dessen  schneidet  jede  Ebene 
die  Fläche  und  den  Asymptotenkegel  in  zwei 
ähnlichen  und  ähnlichgelegenen  Cur ven  zwei- 
ten Grades. 

14)  Jede  Ebene,  welche  einer  Tangentialebene  des  asym- 
ptotischen Kegels  parallel  ist,  schneidet  das  einfache 
Hyperboloid  in  einer  Parabel.  Man  bestimme  die- 
jenigen parabolischen  Schnitte  einer  solchen  Fläche, 
welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  und  ge- 
gebene Tafelneigung  oder  gegebene  Neigung  gegen 
eine  feste  Ebene  haben.  ^ 

15)  Zu  einem  gegebenen  Kegel  zweiten'  Grades  construiere 
man  als  zu  seinem  Asymptotenkegel  ein  einfaches 
Hyperboloid.  Kann  dasselbe  eine  gegebene  Gerade 
enthalten,  respective  unter  welcher  Bedingung? 

16)  Die  Punkte  der  Strictionslinie  der  Regelfläche  zwei- 
ter Ordnung  auf  parallelen  Erzeugenden  der  beiden 
Schaaren  liegen  mit  dem  Mittelpunkt  der  Fläche  und 
ihres  Asymptotenkegels  auf  einer  Geraden  und  von 
ihm  gleich  entfernt. 
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93.  Eine  Rcgelfläche  zweiter  Ordnung  wird  von 
einer  Geraden  im  Aligemeinen  in  zwei  Punkten  ge- 
schnitten, nämlich  in  denen ,  die  diese  Gerade  mit  einem 
beliebigen  durch  sie  gehenden  ebenen  Schnitt  gemein  hat  — 
und  sie  hat  auch  mit  einer  solchen  Geraden  zwei 
Tangentialebenen  gemein,  nämlich  die,  welche  durch 
sie  berührend  an  den  Tangentenkegel  der  Fläche  aus  einem 
ihrer  Punkte  gelegt  werden  können.  Man  nennt  sie  daher 
zweiter  Classe  wie  zweiter  Ordnung  oder  zweiten  Grades. 

Man  kann  für  die  Construction  dieser  Punkte  und  Tan- 
gentialebenen die  Schnittebene  als  eine  projicierende  Ebene 
und  den  Berührungskegel  als  Berührungscylinder  aus  der 
Richtung  der  Geraden  wählen  und  kommt  in  jedem  Falle  auf 
die  Aufgabe  zurück,  die  Schnittpunkte  einer  Oeraden 
mit  einem  Kegelschnitt  ihrer  Ebene  oder  die  Tan- 
genten von  einem  Punkte  an  einen  solchen  Kegel- 
schnitt also  (§  29.)  die  Doppelelemente  von  zwei 
proj.'ectivischen  Reihen  oder  Strahlenbüscheln  von 
eine'rlei  Träger  zu  bestimmen.  Darauf  führen  die  pro- 
jecti vischen  Eigienschaften  der  Regelflächen  zweiter  Ordnung 
direct  durch  folgende  Schlüsse. 

a)  Ist  die  Rcgelfläche  zweiter  Ordnung  durch  die  drei 
Geraden  der  einen  Schaar  ^j,  g^,  g^  bestimmt  und  ist  h  die 
gegebene  Gerade,  so  schneiden  die  beiden  zur  Reihe  in  g^ 
perspectivischen  Ebenenbüschel  von  den  Scheitelkanten  g^  und 
r/j,  welche  das  Hyperboloid  erzeugen,  die  Gerade  h  in  zwei 
projecti vischen  Reihen,  deren  Doppelpunkte  jPj,  Fj  solche 
Punkte  sind,  wo  zwei  entsprechende  Ebenen  sich  auf  h  schnei- 
den, wo  also  h  einer  Geraden  der  Schaar  /  des  Hyperboloids 
begegnet.  Diese  Geraden  /j,  /j  selbst  sind  die  Schnittlinien 
der  Ebenenpaare  g^F^yg^F^  (auchg', -Pi)  und  0^2-^2?  fl's -^2  (^^et 
g^F^)  und  bestimmen  mit  A  die  beiden  Ebenen,  welche  durch 
h  gehen  und  das  Hyperboloid  berühren. 

b)  Drehen  wir  dagegen  um  g^  eine  Ebene,  die  in  g^y  g^ 
die  projectivischen  Reihen  erzeugt,  als  deren  Verbindungs- 
linien wir  die  Geraden  der  Regelschaar  /  des  Hyperboloids 
erhalten,  so  erzeugen  diese  Reihen  mit  h  zwei  projectivische 
Ebenenbüschel,  deren  Doppelebenen  Fj ,  Fj  die  einzigen  Ebenen 
aus  der  Geraden  h  sind,  welche  zugleich  Erzeugende  /^,  l^ 
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des  Hyperboloids  enthalten.  Diese  Geraden  selbst  sind  die 
Verbindungslinien  der  Punktepaare  Fj^fj,  Fj^jj  P2ö'2j  ^ifl's« 

Man  sieht,  dass  mit  jeder  der  beiden  Lösungen 
beide  Aufgaben  zugleich  erledigt  werden,  dass  also 
beide  zugleich  reelle  und  verschiedene,  zusammen- 
fallende oder  nicht  reelle  Auflösungen  geben  (vergl. 
§  94.)  und  dass  die  Constructionsmethoden  sich  wie 
die  Probleme  dualistisch  entsprechen.  (§23.)  In  Ta- 
fel VII.  ist  die  Auflösung  nach  der  Methode  a)  vollständig  ge- 
geben; zu  den  Geraden  g^,  g^y  g^,  h  sind  die  gemeinsamen 
Transversalen  /],  l^  und  die  Ebenen  8^  und  S^  construiert, 
welche  sie  mit  h  bestimmen.  Auf  g^  sind  drei  Punkte  A^^, 
A^2}  '^is  gewählt  und  die  Schnittpunkte  der  durch  dieselben 
nach  g2y  respective  ^3  gehenden  Ebenen  mit  h  ermittelt  B^^y 
B22}  ^32}  ^ny  ^23;  ^33}  dicss  gcschah  mit  Hilfe  von  Paral- 
lelen zu  ^2  7  respective  ^3  durch  A^^j  A^^y  ^iz  nach  der  Me- 
thode des  §  52.  Mittelst  des  Hilfskreises  IC  (vergl.  §  29.) 
sind  dann  in  der  zweiten  Projection  die  Doppelpunkte  -P, ,  F^ 
der  projectivischen  Reihen  der  B  gefunden;  die  durch  die* 
selben  zu  g^,  ^3  gezogenen  Parallelen  bestimmen  dann  mit 
9\ }  9z  selbst  die  Ebenenpaare,  als  deren  Schnittlinien  sich  die 
Transversalen  /|,  /j  —  mittelst  der  Horizontalspuren  —  er- 
geben; endlich  folgen  die  Spuren  «,*,  52^5  *l^  h^  ^®^  beiden 
Ebenen  l^h,  l^h. 

Die  horizontalen  Durchstosspunkte  von  ^,,  g^y  ^3,  l^y  i^ 
bestimmen  die  Horizontalspur  des  Hyperboloids  der  g]  die 
ersten  und  zweiten  Projectionen  derselben  fünf  Geraden  sind 
Tangenten  der  respectiven  gleichnamigen  Umrisse  desselben. 
Von  diesen  Elementen  sind  die  Umrisse  angegeben  und  durch 
Verstärkung  der  Linien  berücksichtigt.  Zu  ihrer  Vervoll- 
ständigung würden  die  in  der  Fig.  der  Tafel  VII.  leicht  mit 
Hilfe  ihrer  Durchstosspunkte  zu  ergänzenden  Erzeugenden  des 
Hyperboloids  der  g  durch  die  Punkte  ^,,,  Ai^,  A^^  dienen. 
(Vergl.  Tafel  V.,  §  90.) 

Wenn  die  Gerade  h  einer  Projectionsaxe  parallel  ist,  so 
enthält  das  allgemeine  Problem  Mie  Bestimmung  eines 
Punktes  der  Fläche  aus  einer  gegebenen  Projection 
desselben;  die  projectivischen  Ebenenbüschel  der  zweiten 
Lösung    durch  h   werden   zu  projicierenden  Ebenen,    deren 
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Spuren  die  Verbindungslinien  der  gleichnamigen  Projeetion 
von  h  mit  denselben  Projectionen  der  Punkte  der  projec- 
ti vischen  Reihen  in  g^  und  g^  sind.  Die  Construction  kommt 
somit  völlig  zurück  auf  die  Form  derjenigen  für  die  Bestim- 
mung der  Tangenten  des  Umrisskegelschnitts  der  Fläche  aus 
der  gleichnamigen  Projeetion  des  Punktes.  (Vergl.  Fig.  jl69.) 
Auch  die  Construction  der  Durchdringungen  der 
Regelflächen  zweiter  Ordnung  mit  developpabeln 
Flächen  und  mit  andern  Regelflächen  zweiter  Ord- 
nung kommt  hierauf  zurück,  weil  ihre  Punkte  sich  als  die 
Schnittpunkte  der  Erzeugenden  der  einen  Fläche  mit  der 
andern  Fläche  und  die  bezüglichen  Tangenten  sich  als  die 
Schnittlinien  der  entsprechenden  Tangentialebenen  beider 
Flächen  ergeben.  (Vergl.  jedoch  das  Spätere  hierüber.) 

1)  Die  Geraden  l^ ,  l^  sind  nach  der  Construction  die 
ferneren  Durehschnittslininien  der  beiden  Hyperbo- 
loide, welche  durch  die  Geraden  g^g^j  ä,  respective 
9\>  9zy  ^  ^'s  Erzeugende  derselben  Schaaren  bestimmt 
werden.  Diese  Hyperboloide  schneiden  einander  in 
dem  windschiefen  Viereck  gilfhl^,  d.  h.  sie  haben 
seine  Seiten  gemein  und  die  Ebenen  der  anliegenden 
Seiten  zu  gemeinsamen  Tangentialebenen  in  seinen 
Ecken.  Wie  verhält  sich  dazu  das  Hyperboloid  ö'jö'a^' 
und  das  gig^g-^'f  In  welchen  Punkten  schneiden  /, ,  /.^ 
diese  verschiedenen  Hyperboloide? 

2)  Die  Geraden  /, ,  l^  sind  die  gemeinschaftlichen  Trans- 
versalen der  vier  Geraden  g^yg^y  g^  und  ä;  dieselben 
sind  also  mit  Lineal  und  Zirkel  allein  construierbar; 
am  einfachsten,  wenn  man  «ine  der  vier  Geraden  zur 
projicierenden  Linie  macht.  In  Tafel  VH.  sind  /j,  /^ 
diese  gemeinsamen  Transversalen  für  ^, ,  g^y  g^  und 
Ä;  die  Schnittpunkte  derselben  mit  diesen  vier  Gera- 
den erscheinen  in  ihr  durch  2>,,,  />,2,  i>i3,  ^, ;  />2i, 
^'129  ^m  ^2  bezeichnet;  nur  die  zweite  Projeetion 
von  />,,  liegt  oberhalb  der  Grenze  der  Figur. 

3)  Man  construiere  in  Centralprojection  für  ein  durch 
drei  Erzeugende  g^,  g^,  g^  bestimmtes  einfaches  Hyper- 
boloid die  Tangentialebenen  desselben  in  den  Punkten, 
welche  einen  gegebenen  Punkt  zum  Bilde  haben. 
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4)  Man  bestimme  direct  diejenigen  Erzeugenden  eines 
gegebenen  Hyperboloids,  welche  eine  Projeetionsaxe 
z.  B.  OX  schneiden. 

5)  Man  bestimme  für  das  durch  ein  windschiefes  Viereck 
gegebene  hyperbolische  Paraboloid  die  zweiten  Pro- 
jectionen  eines  Punktes  auf  demselben;  dessen  erste 

.Projection  gegeben  ist.  In  Fig.  169.  ist  ÄBCD  oder 
h9ih9\  ^^  windschiefe  Viereck  und  P'  der  Grund- 
riss  eines  Punktes   in  der  Oberfläche  des  durch  das- 


Xig.  169. 


:/ 


selbe  bestimmten  hyperbolischen  Paraboloids.  Die 
projectivischen  Reihen ,  welche  die  l  auf  den  g  her- 
vorbringen: Aj  D  und  die  Richtung  Yon  g^  und  B,  C 
und  die  Richtung  von  ^jy  bestimmen  mit  der  durch  F 
gehenden  Parallelen  zur  Axe  OZ  projectivische  Ebenen- 
büschel,  für  welche  die  Geraden  von  P'  nach  den 
Horizontalprojectionen  jener  Punkte  die  ersten  Spuren 
sind:  mittelst  des  Hilfskreises  /IT.  welcher  P'  enthält, 
sind  die  Horizontalspnren  der  Doppelebenen  derselben. 


Curven  imd  Flächen.  335 

die  Tangentialebenen  der  Fläche  durch  jene  Yerticale, 
ermittelt;  jede  enthält  zwei  Erzeugende  der  Fläche, 
welche  sich  im  entsprechenden  Berührungspunkt  P,  P* 
auf  der  Verticalen  durch  P'  schneiden  —  die  für  P 
sind  durch  g,  l,  die  für  P^  durch  g*7  ^  bezeichnet, 
ihreVerticalprojectionen  sind  durch  ihre  Schnittpunkte 
1,  2,  3,  4;  1*,  2*,  3*,  4*  mit  den  gegebenen  /  und  g 
bestimmt. 

6)  Man  bestimme  diejenigen  Erzeugenden  eines  gegebenen 
einfachen  Hyperboloids,  welche  einer  bekannten  Ebene 
parallel  sind,  d.  h.  welche  die  unendlich  ferne  Gerade 
oder  die  Stellung  dieser  Ebene  schneiden 

a)  in  Centralprojection, 

b)  in  orthogonaler  Parallelprojection. 

7)  Man  verzeichne  in  Parallelprojection  für  ein  einfaches 
Hyperboloid  von  allgemeiner  Lage  die  Asymptoten- 
richtungen und  die  Asymptoten  desjenigen  ebenen 
Schnittes,  welchen  eine  bekannte  Ebene  z.  B.  insbe- 
sondere die  Ebene  H;:^'  mit  demselben  bildet,  ohne 
diesen  Schnitt  selbst  zu  verzeichnen. 

8)  Man  bestimme  für  Beleuchtung  durch  parallele  Licht- 
strahlen die  hellsten  Punkte  eines  einfachen  Hyper- 
boloids, welches  durch  ein  windschiefes  Viereck  und 
eine  Transversale  desselben  bestimmt  ist  —  d.  h.  man 
construiere  diejenigen  Tangentialebenen  desselben, 
welche  die  zum  Lichtstrahl  normale  Stellung  haben 
und  ermittele  ihre  Berührungspunkte;  von  diesen  ist 
der  der  beleuchteten  Seite  angehörige  der  gesuchte. 

9)  Im  Anschluss  an  1)  folgt  weiter.  Wenn  zwei  ein- 
fache Hyperboloide  die  Geraden  gfj  j  ^3  derselben  Schaar 
gemeinsam  enthalten,  so  wird  der  Kest  ihrer  Durch- 
dringung von  zwei  Erzeugenden  der  andern  Schaar 
respective  gebildet.  Denn  sind  gr, ,  g^*  irgend  zwei 
Erzeugende  derselben  Schaaren  im  ersten  respective 
im  zweiten  Hyperboloid,  so  sind  die  gemeinsamen 
Transversalen  /, ,  l^  zu  den  vier  Geraden  g^ ,  g^*,  g^ ,  ^3 
beiden  Flächen  ferner  gemeinsam. 

10)  Wenn  zwei  Hyperboloide  sich  in  allen  Punkten  einer 
gemeinsamen  Erzeugenden  berühren,  so  schneiden  sie 
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sich  noch-  in  zwei  Erzeugenden  des  andern  Systems ; 
diese  sind  den  gemeinschaftlichen  Qeraden  von  zwei 
concentrischen  den  Asymptotenkegehi  der  Hyperbo- 
loide gleichen  und  parallelen  Kegelflächen  parallel. 
Wie  im  Fall  von*  zwei  hyperbolischen  Paraboloiden? 

11)  Die  Punkte  der  Durchdringungen  von  Regelfläch  cn 
zweiter  Ordnung  mit  Kegel-  und  Cylinder- Flächen 
zweiten  Grades  werden  durch  die  Ebenen  aus  der 
Spitze  des  Kegels  nach  den  Erzeugenden  des  Hyper- 
boloids in  Qiiippen  von  je  vier  gewonnen;  die  der 
Durchdringung  von  zwei  Hyperboloiden  durch  die 
Schnittpunkte  der  Erzeugenden  des  einen  mit  der 
Fläche  des  andern^  oder  in  Gruppen  von  vier  durch 
die  Berührungsebenen  des  einen,  welche  das  andere 
in  je  einem  Kegelschnitt  schneiden.  Die  Durchdrin- 
gungen mit  developpabeln  Flächen  bestimmt  man  durch 
die  Schnittpunkte  der  Erzeugenden  der  letztern  mit 
der  Regelfläche  zweiter  Ordnung. 

12)  Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  einer  Kegelfläche 
und  einer  Regelfläche  zweiter  Ordnung  sind  die  ge- 
meinsamen Tangentialebenen  des  gegebenen  Kegels 
mit  dem  von  seiner  Spitze  ausgehenden  Tangenten- 
kegel der  Fläche.  Die  gemeinschaftlichen  Erzeugen- 
den beider  Kegel  geben  die  Erzeugenden  des  ersten, 
welche  die  Fläche  berühren;  etc. 

13)  Man  construiere  die  Punkte,  welche  ein  gegebener 
Kegelschnitt  mit  dem  durch  drei  üemde  bestimmten 
einfachen  Hyperboloid  gemein  hat,  oder  die  Geraden, 
welche  zugleich  jenen  Kegelschnitt  und  diese  drei 
Leitgeraden  schneiden. 

14)  Man  construiere  die  Ebenen,  welche  gleichzeitig  ein 
einfaches  Hyperboloid  und  einen  Kegelschnitt  be- 
rühren. 

94.  Ist  der  Punkt  P  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ein 
elliptischer  Punkt,  so  haben  wir  die  beiden  Inflexionstangenten 
der  Fläche  in  ihm  als  nicht  reelle  Gerade  y,  k  in  einer  reellen 
Ebene,  nämlich  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  P,  und 
durch  einen  reellen  ihnen  gemeinsamen  Punkt  P  zu  betrach- 
ten, und  müssen  annehmen,   dass  sie  keinen  zweiten  reellen. 
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Punkt  enthalten.  Man  hat  solche  nicht  reelle  Gerade  mit 
einem  rellen  Punkte  punktierte  Gerade  genannt. 

Denken  wir  dann  P^  als  einen  zweiten  Punkt  derselben 
Fläche  zweiter  Ordnung,  so  schneiden  die  Ebenen  -P,A,  P^y 
»US  ihr  neue  punktierte  Gerade  y^,  A|  heraus,  welche  in  der 
Tangentialebene  von  P^  liegen  und  ihre  vereinigten  reellen 
Punkte  in  Pj  haben,  sich  aber  mit  X,  y  in  nicht  reellen  Punk- 
ten schneiden  —  die  Sätze  auch  für  solche  nicht  reelle  Qe- 
rade  als  gültig  gedacht,  dass  eine  Gerade  und  ein  Punkt 
ausser  ihr  eine  Ebene  bestimmen,  und  dass  zwei  Gerade  der- 
selben Ebene  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Sonach  ist 
auch  />!  ein  elliptischer  Punkt  der  Fläche,  d.h.  eineFläche 
zweiter  Ordnung,  welche  einen  elliptischen  Punkt 
besitzt,  enthält  nur  elliptische  Punkte;  auf  einer 
solchen  Fläche  liegen  zwei  Schaaren  von  nicht 
reellen  punktierten  Geraden  y,  X;  die  Geraden  der- 
selben Schaar  schneiden  einander  nicht,  indess  alle 
Geraden  der  einen  Schaar  von  jeder  der  andern  in 
projectivischen  Reihen  geschnitten  werden. 

Da  aber  diesen  Reihen  die  geometrische  Darstellbarkeit 
abgeht^  so  lassen  sich  die  schönen  für  die  Behandlung  der 
Hyperboloide  gewonnenen  Constructionsmethoden  nicht  auf 
die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  elliptischen  Punkten  über- 
tragen. Die  Nichtregelflächen  zweiter  Ordnung  er- 
fordern eine  andere  selbständige  Untersuchung. 
Wir  führen  diese  so,  dass  alle  ihre  Resultate  zugleich 
für  die  Regelflächen  zweiter  Ordnung  gelten,  und 
also  die  für  diese  schon  gewonnenen  Ergebnisse  vervollstän- 
digen. 

Wir  denken  einen  Punkt  P  im  Räume  und  durch  ihn 
Gerade  h  gezogen,  welche  die  Fläche  zweiter  Ordnung  Pj  je 
zweimal  schneiden  in  Punkten  5,,  Äj*;  5,,  S^\  etc.  auf  jeder 
derselben  werde  dann  ein  Punkt  P,*,  P^\  etc.  so  bestimmt, 
dass  die  Gruppen  S, S,*,  PP*\  ^^i^^j  ^^2*>  ®*^*  harmonische 
Gruppen  sind  oder  dass  man  hat  (SyS^PP^)^=^ — 1.  So 
existiert  auf  jeder  die  Fläche  schneidenden  Geraden  A,-  aus  P 
ein  ihm  in  Bezug  auf  sie  conjugierter  Punkt  P,*.  Für  zwei  Ge- 
rade Äj ,  Ä2  (Fig.  170.)  oder  eine  durch  P  gehende  Ebene  ist  die 
gerade  Linie  P^P^   die  Polare  p,    von  P  in  Bezug  auf  den 
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Kegelfichnitt  Ä', ,  in  welchem  die  Ebene  P  der  beiden  Gera- 
den aus  P  die  Fläche  zweiter*  Ordnung  schneidet.  Zwei  be- 
liebige Ebenen  durch  P  liefern  so  zwei  Polaren,  welche  sich 
in  dem  zu  P  conjugierten  Punkt  der  Schnittlinie  dieser  Ebenen 
schneiden  müssen. 

Das  System  dieser  Polaren  hat  also  die  Eigenschaft;  dass 
je  zwei  derselben  sich  schneiden,  ohne  dass  sie  etwa  alle 
durch  denselben  Punkt  gehen,  d.  h.  sie  liegen  in  einer  Ebene 
P,  der  Ebene  der  conjugierten  Punkte  von  P;  wir  nennen 
dieselbe  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  die  Fläche 
und  in  gleicher  Weise  P  den  Pol    derselben.     Pol   und 

Fig.  170. 


Polarebene  werden  auf  allen  durch  den  Pol  gehen- 
den Strahlen  durch  die  Fläche  harmonisch  getrennt. 
Denken  wir  die  Tangenten  <j,  t^^  /j*,  ^2*  ^^^  Kegelschnitte 
K^  y  K^  (Fig.  170.)  in  zwei  Ebenen  P, ,  Pj  durch  den  Pol  in  den 
Punkten  iS^i,  5,*  der  Schnittlinie  derselben,  so  schneiden  sich 
diese  paarweis  in  Punkten  iüf, ,  M^  auf  den  Polaren  p^ ,  pj  ^^<1 
die  Ebenen  tii2}U*h*y  ^' h.  die  Tangentialebenen  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  5,,  5,*  respective  enthalten  eine  und 
dieselbe  Gerade  Äj*  der  Polarebene.  Pol  und  Polarebene 
trennen  harmonisch  alle  die  Paare  von  Tangential- 
ebenen, welche  aus  Geraden  der  Polarebene  an  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  gelegt  werden  können.   Man 
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nennt  einem  Punkte  alle  Punkte  und  alle  Strahlen  in  seiner 
Polarebene,  einer  Ebene  alle  Ebenen  und  alle  Strahlen  durch 
ihren  Pol  eonjugiert.  Jeder  Geraden  entspricht  eine  andere 
als  Schnittlinie  der  Polarebenen  der  Punkte  von  jener  oder 
als  Verbindungslinie  der  Pole  der  Ebenen  aus  jener;  wir 
nennen  von  solchen  zwei  Geraden  jede  die  Polare  der  an- 
dern und  bezeichnen  jede  zwei  Gerade  als  eonjugiert;  von 
denen  die  eine  die  Polare  der  andern  schneidet. 

Vier  Punkte^  von  denen  jeder  den  drei  übrigen  eonjugiert 
ist  oder  ihre  Ebene  zur  Polarebene  hat;  bestimmen  ein  Te- 
traeder,  von  dessen  vier  Flächen  jede  den  drei  andern  eon- 
jugiert ist;  von  dessen  Kanten  die  gegenüberliegenden  als  Po- 
laren zusammen  gehören;  während  die.benachbarten  conjugierte 
Gerade  sind.  Man  bezeichnet  diess  System  gewöhnlich  als  ein 
Quadrupel  harmonischer  Pole  und  Polarebenen  in 
Bezug  auf  die  Fläche. 

1)  Jede  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  in  involu- 
torischerCentral-Collineationmit  sich  selbst 
für  jeden  Punkt  P  im  Raum  als  Centrum  und 
seine  Polarebene  P  als  CoUineationsebene. 
(Vergl.  §  42.;  §  20.) 

2)  In  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  entsprechen 
sich  die  Punkte  P,-  des  Raumes  und  seine  Ebenen  P,- 
paarweis;  allen  Punkten  und  Strahlen  einer  Ebene 
die  Ebenen  und  Strahlen  durch  ihren  Pol,  etc.  — 
der  Raum  erscheint  zweimal;  als  Vereinigung 
eines  Punktsystems  und  eines  Ebenensy- 
stems. Man  nennt  die  gedachte  Beziehung  beider 
Räume  die  Polar-Reciprocität  und  die  vermit- 
telnde Fläche  zweiter  Ordnung  die  Directrix  der- 

•    selben.  (Vergl.  §  33.) 

3)  Geht  durch  P  eine  Tangente -der  Fläche  zweiter  Ord- 
nung Fj;  B^  fallen  die  Schnittpunkte  S^,  S^*  im  Be- 
rührungspunkte zusanmien  und  in  demselben  liegt 
daher  auch  der  vierte  harmonische  Punkt  P^*  —  d.  h. 
die  Polarebene  eines  PunktesP  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  geht  durch  die 
Berührungspunkte   aller  von  P  an   dieselbe 

möglichen  Tangenten;   der  Ort  der  Berührungs- 

22* 
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punkte  derselben  ist  der  Kegelschnitt;  den  die  Polar- 
ebene P  mit  der  Fläche  gemein  hat. 
4)  Ist  P  selbst  ein  Punkt  der  Fläche  zweiter  Ordnung, 
-*  so  liegt  für  eine  durch  P  gehende  Gerade  S,  in  P 
und  5i*  ist  im  Allgemeinen  davon  verschieden,  somit 
f&Ut  P^*  im  Allgemeinen  nach  P;  ist  aber  die  Gerade 
eine  Tangente  der  Fläche  in  P,  so  fallen  S,  und  S^* 
in  P  zusammen  und  P^*  ist  ein  willkürlicher  Punkt 
der  Tangente.  Es  sind  also  dem  Punkte  P  der  Fläche 
alle  Punkte  der  in  ihm  an  dieselbe  gehenden  Tangen- 
ten conjugiert,  d.  h.  die  Tangentialebene  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  ist  die  Polarebene 
ihres  Berührungspunktes. 
,  6)  Ist  P*  auf  der  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  so  liegt  auch  P  auf  der  Po- 
larebene von  P*  in  Bezug  auf  dieselbe;  mit  andern 
Worten:  Wenn  die  Polarebene  sich  um  einen 
PunktPdrehtoder  einEbenenbündel  erzeugt, 
so  bewegt  sich  der  Pol  in  der  Polarebene  P 
dieses  Punktes  oder  erzeugt  ein  ebenes  Punkt- 
system. 

6)  Man  construiert  den  Pol  einer  Ebene  in  Be2ug  auf 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  als  den  Durchschnitts- 
punkt der  Polarebenen  von  drei  Punkten  derselben, 
die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  speciell  als  den 
Schnittpunkt  der  Tangentialebenen  der  Fläche  in  drei 
Punkten  ihrer  Schnittcurve  mit  jener  Ebene. 

7)  Wenn  die  Polarebene  P  sich  um  eine  Gerade 
g  dreht,  so  rückt  ihr  Pol  P  in  einer  andern 
Geraden  ^  fort,  jenes  Büschel  von  Ebenen 
und  diese  Reihe  sind  projectivisch;  in  den 
Schnittpunkten  von  g*  mit  der  Fläche  zweiter  Ord- 
nung wird  dieselbe  von  Ebenen  aus  g  berührt  oder 
umgekehrt. 

8)  Man  construiert  die  Polare  g*  einer  Geraden  g  in  Be- 
zug auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  Pj  als  die  Ver- 
bindungslinie der  Pole  von  zwei  durch  g  gehenden 
Ebenen  oder  als  die  Schnittlinie  der  Polarebenen  von 
zwei  in  g  gewählten  Punkten. 
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9)  Die  Lösungen  der  Aufgaben:  Die  gemeinschaftlichen 
Funkte  oder  Tangentialebenen  einer  Geraden  mit  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  zu  finden  —  kommen  eine 
auf  die  andere  zurück. 

10)  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  immer  auch  eine 
Fläche  zweiter  Classe ;  um  beides  zusammen  zu  fassen^ 
kann  man  die  Bezeichnung  Fläche  zweiten  Gra- 
des gebrauchen. 

11)  Die  Ebenen  durch  eine  Gerade  g  und  die  von 
g  nach  den  Polen  von  jenen  gehenden  Ebenen 
bilden  zwei  vereinigte  projectivische  Ebe- 
nenbüschel in  Involution^  deren  sich  selbst 
entsprechende  Ebenen  die  von  ^  ausgehenden 
Tangentialebenen  der  Fläche  sind.  Um  jede 
Gerade  im  Raum  wird  so  durch  jede  Fläche  zweiter 
Ordnung  ein  involutorisches  Bübchel  harmonischer  Po- 
larebenen bestimmt. 

12)  Anderseits  bilden  die  Punkte  der  Polreihe  in  g* 
und  die  Schnittpunkte  von  g*  mit  den  ent- 
sprechenden Polarebenen  aus  g  zwei  verei- 
nigte projectivische  Reihen  in  Involution^ 
deren  sich  selbst  entsprechende  Punkte  die 
in  g*  enthaltenen  Punkte  der  Fläche  sind. 
Auf  jeder  Geraden  im  Raum  wird  so  durch  jede 
Fläche  zweiter  Ordnung  eine  involutorische  Reihe 
harmonischer  Pole  bestimmt. 

13)  Wenn  die  Gerade  g  die  Fläche  zweiter  Ordnung  be- 
rührt;  so  thut  diess  auch  ihre  Polare  g*  in  demselben 
Punkte.  Die  Tangenten  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung in  einem  ihrer  Punkte  ordnen  sich  also  in  Paare 
SO;  dass  die  Polarebenen  aller  Punkte  der  einen  Tan- 
gente des  Paares  die  andere  Tangente  des  Paares  ent- 
halten. Alle  diese  Paare,  man  sagt  conjugier- 
ter  Tangenten,  bilden  eine  Involution  von 
Strahlen.  Die  Doppelstrahlen  dieser  Invo- 
lution haben  die  Eigenschaft,  dass  die  Po- 
larebenen der  Punkte  eines  jeden  ihn  selbst 
enthalten,  dass  also  alle  ihre  Punkte  in  ihren 
Polarebenen  liegen  oder  auf  der  Fläche  sind; 
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sie  Bind  die  Inflexionstangenten  der  Fläche 
in  dem  betrachteten  Punkte  oder  die  durch 
ihn  gehenden  Erzeugenden  derselben.  (§  89.) 

Wenn  die  Paare  jener  Involution  sich  nicht  tren- 
nen, so  ist  die  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  R egel- 
fläche,  wenn  sie  sich  trennen,  so  gehört  sie  zu  den 
Nicht  reg  elf  lache». 

Sind  die  Doppelstrahlen  vereinigt,  so  fallt  von 
allen  Paaren  die  eine  Tangente  mit  den  vereinigten 
Doppelstrahlen  zusammen,  alle  Punkte  der  Doppel- 
strahlgeraden sind  Berührungspunkte  und  die  Fläche 
ist  eine  Kegel  fläche  oder  de  veloppable  Fläche  zwei- 
ter Ordnung. 

14)  Denken  wir  den  Tangentenkegel  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  aus  dem  Punkte  P  und  speciell  einen  Punkt 
S  der  Bertihrungscurve  desselben  mit  der  Fläche,  die 
Tangente  <*  der  Letztem  in  S  und  die  Gerade  PS 
oder  tf  so  bilden  diese  beiden  ein  Paar  in  der  Invo- 
lution der  Tangenten  in  S  und  sind  somit  zu  den 
Haupttangenten  oder  Erzeugenden  ^,  /  der  Fläche  in 
S  harmonisch  conjugiert. 

15)  Man  construiero  für  eine  gegebene  Fläche  zweiter 
Ordnimg  ein  Quadrupel  harmonischer  Pole,  wenn  eine 
Ecke  und  eine  durch  sie  gehende  Kante  und  Fläche 
desselben  gegeben  sind. 

95.  Die  specielle  Betrachtung  der  Punkte  und 
Strahlen  sowie  der  Ebene  des  unendlich  fernen  ebe- 
nen Systems  ergiebt  wichtige  Resultate.  Die  Polarebene 
eines  unendlich  fernen  Punktes  hat  die  Eigenschaft,  alle  die 
Strecken  zu  halbieren,  welche  durch  die  Fläche  zweiter  Ord- 
nung auf  den  von  ihm  ausgehenden  also  parallelen  Geraden  be- 
grenzt werden;  man  nennt  sie  die  der  gegebenen  Richtung 
conjugierte  Durchmesser-  oder  Diametralebene. 

Da  alle  unendlich  fernen  Punkte  in  einer  Ebene  liegen, 
so  gehen  alle  Diametralebenen  durch  einen  Punkt,  den  Pol 
der  unendlich  fernen  Ebene.  Man  nennt  ihn  den  Mittel- 
punkt der  Fläche;  er  ist  in  allen  durch  ihn  gehenden  Ge- 
raden die  Mitte  der  Strecke,  die  die  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  ihnen  bestimmt. 


Curvön  und  Flächen.  343 

Die  Polare  einer  unendlich  fernen  Geraden  ist  die  Durch- 
schnittslinie von  unendlich  vielen  zu  den  in  ihr  gelegenen 
Richtungen  conjugierten  Durchmesserebenen,  ein  Durch- 
messer der  Fläche,  der  zu  jener  Stellung  conjugierte. 

Dem  unendlich  fernen  ebenen  System  von  Punkten  ent- 
spricht das  Ebenenbündel  der  Durchmesserebenen,  dem  un- 
endlich fe'men  ebenen  System  von  Strahlen  das  Strahlenbündel 
der  Durchmesser  der  Fläche. 

In  Folge  dessen  enthält  der  Durchmesser,  der  die 
Polare  einer  Stellung  ist,  die  Mittelpunkte  aller 
der  ebenen  Schnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung, 
welche  diese  Stellung  haben.  Die  Involution  harmo- 
nischer Polarebenen  der  Fläche,  die  durch  ihn  gehen  —  man 
nennt  sie  conjugierte  Durchmesserebenen  —  wird  von  allen 
den  parallelen  Ebenen  dieser  Schnitte  in  gleichen  Büscheln 
conjugierter  Durchmesser  geschnitten,  d.  h.  die  parallelen 
ebenen  Schnitte  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  sind 
ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte,  deren 
Mittelpunkte  in  dem  Durchmesser  liegen,  welcher 
die  Polare  ihrer  Stellung  ist. 

Daraus  folgt,  dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  unendlich  vielen  Arten  erzeugt  werden  kann 
durch  die  Bewegung  eines  Kegelschnitts,  welcher 
sich  stets  ähnlich  und  parallel  bleibt  und  einen 
festen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  schneidet,  wäh- 
rend sein  Mittelpunkt  denjenigen  Durchmesser  des- 
selben durchläuft,  welcher  der  Richtung  der  be- 
treffenden Sehnen  conjugiert  ist.  Die  Schnittcurven 
der  Fläche  mit  irgend  zwei  Durchmesserebenen,  von  denen 
die  eine  den  zur  andern  conjugierten  Durchmesser  enthält, 
begründen  eine  Erzeugung  dieser  Art. 

Die  Flächen,  welche  man  in  dieser  Art  durch  die  Com- 
bination  eines  festen  und  eines  beweglichen  Kegelschnitts  er- 
zeugen kann,  kommen  auf  folgende  Hauptfälle  zurück: 

a)  Eine  feste  Hyperbel  erzeugt  mit  einer  beweglichen 
Ellipse,  oder  umgekehrt  eine  feste  Ellipse  mit  einer 
beweglichen  Hyperbel,  ein  einfaches  Hyperboloid 
(Fig.  171.);  wenn  dieselben  in  der  Mittellage  einen 
Durchmesser  gemein  haben,  welcher  beide  schneidet. 
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Die  zweite  Entstehung*]^  führt  in  der  Grenzlage  auf 

die  zweifache  Schaar  von  geradlinigen  Erzeugenden. 

b)  Eine  feste   Hyperbel   erzeugt  mit   einer  beweglichen 

Parabel  oder  umgekehrt  ein  hyperbolisches  Pa- 

raboloid  (Fig.  172.);  aus  der  Entstehung  durch  die 

bewegliche  Hyperbel  entspringen  die  geraden  Erzeu> 

genden. 

Diess  sind  die  uns  schon  bekannten  Regelflächen  zweiter 

Ordnung;  wie  sich  leicht  aus  dem  Vorigen  begründet.  (§94. ;  13.) 


Fig.  17». 


c)  Eine  feste  Hyperbel  erzeugt  mit  einer  beweglichen 
Ellipse  oder  umgekehrt  ein  zweifaches  Hyper- 
boloid (Fig.  173.);  wenn  der  gemeinsame  Schnitt 
ihrer  Ebenen  ein  Durchmesser  ist;  der  die  Hyperbel 
nicht  schneidet. 

d)  Eine  feste  Ellipse  erzeugt  mit  einer  bewegten  Ellipse 
ein  EUipsoid  (Fig.  174.). 

e)  Eine  feste  Parabel  und  eine  bewegliche  Ellipse  oder 
umgekehrt  erzeugen  ein  elliptisches  Paraboloid 
(Fig.  175.). 

Diess  sind  die  Nichtregelflächen   zweiter  Ordnung  oder 
die  Flächen  mit  elliptischen  Punkten. 

1)  Die  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
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in  ihren  Schnittpunkten  mit  einem  ihrer  Durchmesser 
sind  einander  parallel  —  sie  haben  die  seiner  Rich- 
tung conjugierte  Stellung. 
2)  Die  Richtungen  von  drei  Durchmessern  der  Fläche^ 
von  denen  jeder  der  Ebene  der  beiden  andern  also 
diesen  selbst  conjugiert  ist,  und  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  bilden  ein  Quadrupel  harmonischer  Pole  der- 


Vig.  173. 


Fig.  174. 


Fig.  176. 


selben;  die  entsprechenden  einander  conjugiert en  Dia- 
metralebenen bilden  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
ein  Quadrupel  harmonischer 
Polarebenen. 
3)  Wenn  eine  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  durch  pa- 
rallele Lichtstrahlen 
..  beleuchtet  wird,  so  ist 
die  Selbstschattengrenze  auf 
derselben  der  Schnitt  der 
zur  Richtung  des  Licht- 
strahls conjugierten  Dia- 
metralebene mit  ihr  und  der  Schlagschattenraum  ist 
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durch  den  von  ihm  mit  der  Richtung  des  Lichtstrahls 
bestimmten  Cylinder  zweiten  Qrades  begrenzt. 

4)  Der  Mittelpunkt  der  Fläche  ist  der  Scheitel  ihres 
Asymptotenkegels  y  der  mit  dem  Schnitt  der  Fläche 
in  der  unendlich  fernen  Ebene  zugleich  reell  oder 
nicht  reell  ist  —  also  in  den  Fällen  a)  und  c)  eine 
eigentliche  Eegelfläche  zweiter  Ordnung^  in  den  Fällen 
b)  und  e)  aber  die  unendlich  ferne  Ebene  selbst  — 
welche  die  beiden  Paraboloide  berühren. 

5)  Die  Schnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  ihres 
Asjmptotenkegels  mit  einer  Ebene  sind  ähnliche  und 
ähnlich  gelegene  Kegelschnitte.   (§  92.;  13.) 

6)  Man  erläutere  die  Entstehung  der  Kugel  als  Spe- 
cialfall von  derjenigen  des  Ellipsoids. 

7)  Man  zeige  wie  die  Kegelflächen  und  Cylinder- 
flächen  zweiten  Grades  als  Spccialfälle  von  a); 
b);  c),  e)  entstehen. 

8)  Unter  welchen  Voraussetzungen  entsteht  ein  Ebenen- 
paar als  Grenzfall  der  Fläche  zweiter  Ordnung? 
(Vergl.  §  91.;  5.) 

9)  Welche  Entstehungsweise  der  Flächen  zweiten  Grades 
als  Umhüllung  oder  Enveloppe  bewegter  veränder- 
licher Kegelflächen  zweiten  Grades  ergiebt  sich  aus 
dem  Vorhergehenden?  Man  discutiere  die  SpQcialfölle 
derselben. 

10)  Für  eine  Kugel  fläche  ist  die  Polarebene  normal 
zum  Durchmesser  des  Pols;  jede  Gerade  g  und  ihre 
Polare  g*  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  liegen  in  zwei 
zu  einander  normalen  Durchmesserebenen;  die  Invo- 
lutionen harmonischer  Polarebenen  für  einen  beliebigen 
Durchmesser  sind  rechtwinklige  Involutionen. 

11)  Alle  ebenen  Schnitte  der  Kugel  sind  Kreise  (§  31.; 
8.);  d.  h.  Kegelschnitte  9  welche  die  nicht  reellen 
Kreispunkte  im  Unendlichen  ihrer  Ebene  -  enthalten. 
In  Beibehaltung  des  Sinnes  dieser  Ausdrucks-  und 
Vorstellungs weise  sprechen  wir  den  Satz  aus:  Der 
unendlich  ferne  ebene  Querschnitt  einer  Ku- 
gel ist  der  nicht  reelle  Kreis  der  unendlich 
fernen  Ebene.     Alle  Kugeln  haben  diesen  Kreis 
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gemein.  Drei  zu  einander  rechtwinklige  Ge- 
rade aus  einem  Punkte  bilden  für  jede  aus  diesem 
beschriebene  Kugel  eine  Gruppe  cönjugierter  Durch- 
messer^  ihre  Richtungen  ein  Tripel  harmonischer  Pole 
in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  nicht  reellen  Kreis^ 
d.  h.  in  Bezug  auf  jede  Kugel. 
12)  Eine  Gerade  und  eine  Ebene  sind  normal  zu 
einander,  wenn  ihre  Richtung  und  Stellung  Pol  und 
Polare  in  Bezug  auf  den  nicht  reellen  Kreis  der  un- 
endlich fernen  Ebene  sind ;  zwei  Gerade  sind  nor- 
mal zu  einander^  wenn  ihre  Richtungen  conjugierte 
Punkte  in  der  Involution  ihrer  gemeinsamen  Stellung, 
zwei'  Ebenen,  wenn  ihre  Stellungen  conjugierte 
Gerade  in  der  Involution  ihrer  gemeinsamen  Richtung 
für  jenen  Kreis  sind. 
96.  Für  die  Darstellung  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung entspringen  aus  dem  Vorigen  die  folgenden  Ergebnisse: 

a)  Für  die  parallel  projectivischeii  Darstellimgen. 

Man  darf  annehmen,  dass  die  Ebene  des  festen  Kegel- 
schnitts der  einen  und  die  Ebene  des  beweglichen  Kegel- 
schnitts der  andern  Projectionsebene  parallel  sei;  denn  das 
erste  kann  durch  Transformation  stets  herbeigeführt  werden 
und  nach  Annahme  der  Stellung  der  Ebene  des  beweglichen 
Kegelschnitts  ist  für  die  Ebene  des  festen  nur  der  Durch- 
messer gegeben,  welcher  ihr  conjugiert  ist  und  dieselbe  kann 
also  auch  durch  denselben  normal  zur  vorigen  Ebene  gewählt 
werden. 

Sei  also  der  bewegliche  Kegelschnitt  in  seiner  Mittellage 
K^  als  parallel  der  ersten  Projectionsebene  gegeben,  —  die 
Tafel  Vin.  repräsentiert  den  Fall  des  EUipsoids  —  etwa  durch 
zwei  conjugierte  Durchmesser  AB,  CD,  wcfVon  der  eine  AB 
der  Äxe  OX  parallel  ist;  der  feste  Kegelschnitt  ITj  aber  ab 
parallel  der  zweiten  Projectionsebene  dargestellt,  ebenfalls 
bestimmt  durch  die  beiden  conjugierten  Durchmesser  AB, 
EF,  von  denen  der  erste  zur  Axe  OX  parallel  und  ihm  mit 
K^  gemein  ist.  Dann  kann  jeder  ebene  Querschnitt  der 
Fläche  und  der  Berührungskegel  derselben  für  jeden 
Punkt  im  Räume  dargestellt  werden,   wenn   man   beachtet. 
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daBS  alle  die  zur  ersten  Projectionsebene  parallelen  Schnitte 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind  zu  dem  zn  XOY  parallelen 
Kegelschnitt  A^i^  während  ihre  Mittelpunkte  im  Durchmesser 
EF  liegen  und  ihre  zu  OX  parallelen  Durchmesser  durch  ifj 
begrenzt  sind;  dass  femer  die  zugehörigen  Tangentenkegel 
der  Fläche  ihre  Mittelpunkte  in  dem  besagten  Durchmesser 
EF  haben  und  also  durch  deren  zweiten  Projectionen,  die  Pole 
der  zu  0  2r  parallelen  Sehnen  von  F^  ^^  Bezug  auf  ifj ;  völlig 
bestimmt  sind;  sowie  dass  das  Analoge  für  die  zur  zweiten 
Projectionsebene  parallelen  Schnitte  und  die  nach  denselben 
der  Fläche  umschriebenen  Tangentenkegel  mit  F2  ^^^  ^^  S^^^- 

Denn  die  ebenen  Querschnitte  sind  Curven  zweiter 
Ordnung,  also  durch  fünf  Punkte  oder  dem  äquivalente  Data 
bestimmt.  Jeder  der  vorbezeichneten  einfach  bestimmten  Quer- 
schnitte der  Fläche,  welcher  von  der  Schnittebene  geschnitten 
wird,  liefert  aber  zwei  Punkte  und  der  zugehörige  Tangen- 
tenkegel giebt  die  beiden  Tangenten  in  denselben  als  die 
Schnittlinien  seiner  bezüglichen  Tangentialebenen  mit  der 
Schnittebene.  Es  genügt  also  die  Benutzung  von  zweien 
dieser  Querschnitte  —  eventuell  der  beiden  zu  den  Projec- 
tionsebenen  parallelen  Diametralschnitte,  welche  unmittelbar 
gegeben  sind. 

Der  Berührungskegel  der  Fläche  aus  dem  Punkte  P 
ist  eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  also  durch  fünf  Er- 
zeugende oder  Tangentialebenen  etc.  bestimmt.  Man  con- 
struiert  Tangentialebenen  der  Fläche  aus  P  und  ihre  Be- 
rührungspunkte mit  der  Fläche.  Jeder  der  oben  bezeichneten 
einfach  bestimmten  Berührungskegel  der  Fläche  liefert  zwei 
solche  Tangentialebenen  und  seine  Berührungscurve  mit  der 
Fläche  die  zugehörigen  Berührungspunkte;  zwei  von  diesen 
Kegeln  bestimmen  also  vier  Tangentialebenen  und  ihre  Be- 
rührungspunkte; durch  die  Letztem  ist  die  Ebene  der  Be- 
rührungscurve und  damit  diese  selbst  durch  vier  Punkte  und 
ihre  Tangenten,  nämlich  die  Schnitte  ihrer  Ebenen  mit  den 
betreffenden  Tangentialebenen,  bestimmt.  Eventuell  kann  man 
dazu  die  Cy linder  benutzen,  welche  nach  den  direct  gege- 
benen Kegelschnitten  F^  und  Fj  parallel  den  Durchmessern 
EF,  CD  respective  der  Fläche  umschrieben  sind. 

Insofern  die  Kegelschnitte,  mit  denen  man  es  dabei  zu 
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thun  hat;  Ellipsen  sind;  kann  man  sich  zur  Bestimmung  ihrer 
Schnittpunkte  mit  gegebenen  Geraden  und  ihrer  Tangenten 
aus  gegebenen  Punkten  der  Methode  der  Affinität  bedienen^ 
wie  sie  in  §  34.;  18.^  19.  erläutert  worden  ist;  sonst  natürlich 
und  allgemein  der  projectivischen  Methoden  des  §  29. 

b)  Fttr  die  Darstellnng  in  Centralprojeotioii. 

Wäre  der  zur  Bildebene  parallele  Diametralschnitt  IC^ 
und  der  zu  demselben  conjugierte  Durchmesser  £/*  mit  seinen 
Endpunkten  gegeben^  so  würde  der  Mittelpunkt  M  der  Fläche 
sein  Bild;  das  zugleich  der  Mittelpunkt  vom  Bilde  jenes 
Schnittes  sein  muss,  im  vierten  harmonischen  Punkt  zu  E,  F 
und  (/j  dem  Fluchtpunkt  dieses  Durchmessers,  haben ;  damit 
wäre  auch  die  Entfernung  jener  Durchmesserebene  von  der 
Bildebene  bekannt  und  die  Fläche  bestimmt.  Jeder  ebene 
Schnitt  derselben  durch  diesen  Durchmesser  oder  parallel 
jener  Diametralebene  kann  leicht  construiert  werden;  ebenso 
der  zugehörige  Tangentenkegel. 

Wäre  der  sichtbare  Umriss  der  Fläche  gegeben;  d.  h. 
die  Berührungscurve  des  vom  Projectionscentrum  an  sie  gehen- 
den Tangentenkegels  durch  ihr  Bild  und  ihre  Ebene  —  mit- 
telst Spur  und  Fluchtlinie  —  und  dazu  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  durch  eine  ihn  enthaltende  Gerade  und  sein  Bild  in 
ihr  bestimmt;  so  wäre  die  Fläche  zweiter  Ordnung  dadurch 
auch  bestimmt;  da  aber  der  Mittelpunkt  M  der  Fläche  in 
dem  zur  Ebene  der  Berührungscurve  conjugierten  und  also 
den  Mittelpunkt  der  Letztem  und  das  Projectionscentrum 
enthaltenden  Durchmesser  liegt;  so  ist  sein  Bild  zugleich  das 
Bild  vom  Mittelpunkt  des  UmrisskegelschnittS;  d.  h.  der  Pol 
der  Fluchtlinie  seiner  Ebene  in  Bezug  auf  denselben. 

Man  kann  diese  Bestimmung  noch  vereinfachen;  indem 
man  die  Ebene  des  Umrisskegelschnitts  d.  h.  die  Polarebene 
des  Projectionscentrums  zur  Bildebene  wählt;  —  da  dann  das 
Bild  des  Mittelpunktes  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Bildes  ist. 

1)  Man  construiere  den  Schnitt  einer  Fläche  zwerter  Ord- 
nung; deren  den  Projectionsebenen  parallele  Diame- 
tralschnitte man  kennt;  mit  einer  Ebene  und  bestimme 
den  Pol  dieser  Ebene. 

Die  Tafel VIII.  steUt  den  Schnitt  des  durch 
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die  qonjugierten  Durchmesser  AB^  CDy  EF 
oder  die  den  Projectionsebenen  parallelen 
Diametralschnitte   K^y  K^   gegebenen    Ellip- 

soids  mit  der  Ebene  von  den  Spuren^j  ^  f,  ^^^ 
die  Bestimmung  des  Pols  P  dieser  Ebene  dar. 
Sechs  Punkte  der  Schnittellipse  1,  2;  3,  4;  5,  6  mit 
ihren  Tangenten  sind  construiert  und  der  Punkt  P  ist 
als  Schnitt  der  drei  bezüglichen  Paare  von  Tangen- 
tialebenen oder  von  drei  Geraden  bestimmt.  Die  hori- 
zontale Diametralebene  liefert  die  Punkte  1^  2  und 
die  Gerade  S^^P\  die  horizontale  Ebene  durch  iV  die 
Punkte  3,  4  und  die  Gerade  S^^P  und  die  der  Auf- 
rissebene parallele  Diametralebene  die  Punkte  5;  6 
und  die  Gerade  S^^P. 

Die  horizontale  Diametralebene  schneidet  die  Ebene 
S  in  einer  Geraden  m^y  die  durch  ihren  Durchstoss- 
punkt  in  der  Verticalebene  bestimmt  ist  und  dem 
Diametralschnitt  Ky^  in  den  Punkten  1,  2  begegnet. 
Diese  und  die  zugehörigen  Tangenten  von  K^  sind 
durch  den  Uebergang  zu  dem  mit  K^  affinen  Kreise 
K^  construiert  —  //*  parallel  DPI*  parallel  1*1',  2*2'; 
1*S,*  und  2*S|*  als  Ereistangenten;  sodann  l'l  und 
S^S(  parallel  //*.  Dann  ist  die  zum  Durchmesser 
EF  parallele  oder  seine  Richtung  V  enthaltende  Ge- 
rade durch  Sy  die  Durchnittslinie  der  beiden  die  Fläche 
in  1  und  2  berührenden  Ebenen;  sie  enthält  einer- 
seits den  gesuchten  Pol  Pj  anderseits  schneidet  sie 
die  Schnittebene  S  in  dem  Punkte  Sy^^  in  welchem 
die  Tangenten  der  Schnittcurve  in  1  und  2  sich  bis- 
gegnen  —  durch  iS^|2  sind  diese  also  bestimmt. 

Die  Horizontalebene  durch  iV  schneidet  die  Schnitt- 
ebene in  einer  Geraden  n  und  die  Fläche  in  einer 
zu  Ky  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Ellipse  Kn^ 
welche  durch  die  beiden  zu  AB y  CD  respective  pa- 
rallelen conjugierten  Durchmesser  GH,  JE  bestimmt 
ist;  GB  wird  als  Sehne  von  E2  aus  dem  zu  E2  affinen 
Kreise  E*  mittelst  iV"^»"  parallel  E^'E*'  durch  G* 
und  H*  construiert;  sodann  /'JT  durch  den  Parallelis- 
mus von  G'E'  und  A'!/,  etc.    Die  Schnittpunkte  3', 
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A'  dieser  Ellipse  mit  n  sind  dann  durch  den  lieber- 
gang  zum  affinen  Kreis  K^  aus  3*,  4*  gefunden  (da- 
bei ist  3*4*  parallel  za  1*2*);  ebtoso  die  zugehörigen 
Tangenten  von  Kn  aus  denen  von  K^  durch  Sn*  und 
Sn.  Indem  man  dann  in  der  Verticalprojection  den 
Schnittpunkt  T"  der  Tangenten  von  K^*  in  G"  und  H" 
aus  r*  am  Kreise  K"^  und  damit  T  in  ÄB^  ermittelt; 
hat  man  in  SnT  die  Schnittlinie  der  Tangentialebenen 
des  Ellipsoids  in  3  und  4;  also  eine  zweite  Gerade 
durch  den  Pol  P  und  zugleich  in  ihrem  Schnittpunkt 
^34  mit  der  Schnittebene  S  den  Convergenzpunkt  der 
Tangenten  der  Schnittcurve  in  den  Punkten  3  und  4. 
Das  Weitere  dient  im  Grunde  nur  zur  Verification 
der  Lösung.  Die  verticale  Diametralebene  mit  dem 
Diametralschnitt  K^  schneidet  die  Ebene  S  in  einer 
Geraden  1912,  die  durch  ihren  horizontalen  Durchstoss- 
punkt  bestimmt  ist;  ihre  Schnitte  5;  6  mit  K^'  ^^^^ 
aus  der  Affinität  mit  K^  durch  5*,  6*  bestimmt, 
ebenso  der  Schnittpunkt  S2  der  zugehörigen  Tangen- 
ten von  ATj".  Die  Gerade  von  S2  nach  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  des  zu  K2  conjugierten  Durch- 
messers CD  ist  die  Schnittlinie  der  Tangentialebenen 
des  Ellipsoids  in  5  und  6,  also  einerseits  eine  dritte 
Gerade  durch  den  Pol  P,  anderseits  durch  ihren  Schnitt- 
punkt 1S5Q  mit  der  Ebene  S  zur  Bestimmung  der  Tan- 
genten der  Schnittellipse  in  5  und  6  führend. 

Es  ist  evident,  dass  die  Schnittcurve  und  der  Pol 
aus  8  und  den  drei  conjugierten  Durchmessern  ÄB^ 
CDf  EF  der  Fläche  direct  construiert  sind;  die  Ellip- 
sen K^j  1^2,  Kn  sind  nur  zur  Unterstützung  der  An- 
schauung eingezeichnet. 

2)  Man  bestimme  die  Selbstschattengrenze  der  so  gege- 
benen Fläche  zweiter  Ordnung  für  Licht  aus  einem 
gegebenen  Punkte  P. 

3)  Ebenso  für  paralleles  Licht  die  Selbstschat- 
tengrenze und  den  Schlag  sc  hatten  auf  die  Pro- 
jectionsebenen  von  einem  zweifachen  Hyper- 
boloid. Die  Tafel  IX.  stellt  die  Construction  unter 
der  Voraussetzung  dar  (vergl.  §  97.),  dass  die  zu  den 
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mit  den  Frojectionsebenen  XOYy  XOZ  parallelen  Dia- 
metralebenen conjugierten  Durchmesser  den  Axen  z 
und  y  respective  parallel  seien.  Die  Fläche  ist  durch 
die  Axen  AB^  CD  ihres  Schnittes  mit  der  ersten  Pro- 
jectionsebene  —  zugleich  die  des  mit  ihm  vom  Mit- 
telpunkte M  gleichweit  nach  oben  entfernten  Horizon- 
talschnitts —  und  die  Endpunkte  Ej  F  des  verticalen 
Durchmessers  gegeben;  /  bezeichnet  die  Richtung  der 
Lichtstrahlen.  Dann  sind  zuerst  die  Tangenten  des 
zur  zweiten  Projectionsebene  parallelen  Diametral- 
schnitts in  A!'y  B^' ;  ^",  B^"  aus  den  gegebenen  Punk- 
ten und  Tangenten  bestimmt  (§27.;  2.);  der  Schnitt- 
punkt S  der  beiden  ersten  ist  der  Scheitel  des  der 
Fläche  nach  der  Ebene  ABCD  umschriebenen  Kegels; 
ebenso  der  Schnitte*  der  beiden  Letzten  für  J*B*C*B^. 
Dann  sind  mittelst  des  Hilfskreises  IC,  welcher  durch 
M''  geht,  die  Asymptoten  des  Diametralschnitts  pa- 
rallel zu  XOZ  construiert  (§  30.;  4.)  und  dadurch  der 
Asymptotenkegel  der  Fläche  ermittelt. 

Man  verzeichnet  nun  den  horizontalen  Durchstoss- 
punkt  ilf|  des  durch  M  gehenden  Lichtstrahls  und  hat 
in  ihm  den  Mittelpunkt  der  Horizontalspur  des  Be- 
rührungscy linders ;  die  von  ihm  aus  an  die  Horizon- 
talspur des  Asymptotenkegels  gehenden  Tangenten 
M^Gy  M^H  sind  die  Asymptoten  der  besagten  Spur, 
die  geraden  Verbindungslinien  ihrer  Berührungspunkte 
G,  H  mit  M  sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel,  nach 
welcher  der  gesuchte  BerührungscyUnder  das  Hyper- 
boloid berührt.  Die  Construction  von  G'  und  H'  ist 
durch  Uebergang  zum  Kreise  iTi*  und  zu  iV|*  ausgeführt. 
(Vergl.  §  34.;  19.)  Sodann  genügt  ein  einziger  Punkt 
für  jede  dieser  Hyperbeln  zur  Bestimmung;  jeder 
Horizontalschnitt  der  Fläche  liefert  ein  Paar  solcher 
Punkte;  die  Schnitte  ^ÄC2>  und  ^^*C*2>*  erläutern 
die  Benutzung  aller  andern.  Für  den  erstem  giebt 
der  horizontale  Durchstosspunkt  S^  des  durch  den 
entsprechenden  Kegelscheitel  S  geführten  Lichtstrahls 
zwei  Tangenten  S^J^  S^L  der  Ellipse  ABCD  —  sie 
sind  durch  Uebergang  zum  Kreis  K^*  und  dem  Punkt 


Curven  und  Flächen.  353 

S,*  ermittelt.  Die  Berührungspunkte  /und  L  gehören 
sowohl  der  Hyperbel  der  Berührungscurve  als  auch 
der  der  Horizontalspur  des  Berührungscylinders  an. 
Der  Schnitt  A*B*C*D*  liefert  Punkte  N,  0  der  Be- 
rührungscurve, welche  den  erstem  diametral  gegenüber 
liegen  und  durch  die  Durchstosspunkte  N^,  0^  der 
entsprechenden  Lichtstrahlen  Punkte  der  Verticalspur 
des  Cylinders.  Dabei  wird  zweckmässig  die  Ebene 
u4*B*C*D*  selbst  als  erste  Projectionsebene  benutzt; 
jedoch  gestattet  die  Symmetrie  die  directe  Ableitung 
von  N  und  0  aus  /  und  Z. 

4)  Man  verzeichne  die  Umrisse  einer  so  gegebenen  Fläche 
zweiter  Ordnung,  in  den  Projectionsebenen  —  als  die 
Spuren  der  zu  den  Axen  07  und  OZ  parallelen  Be- 
rührungscylinder  und  als  die  Projectionen  der  bezüg- 
lichen Berührungscurven  auf  der  Fläche. 

5)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  h  mit 
der  Fläche,  insbesondere  die  einer  Parallelen  zu  einer 
Projectionsaxe,  d.  h.  ermittle  aus  einer  Projection  eines 
Punktes  der  Fläche  die  andre  Projection. 

6)  Würden  sich  die  vorigen  Ergebnisse  unmittelbar  für 
die  Darstellung  in  schräger  Parallelprojec- 
tion  (§  61.)  verwenden  lassen? 

7)  In  Bezug  auf  jede  Diametralebene  ist  die  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  in  schräger  Symmetrie  für  die  Richtung 
des  zu  ihr  conjugierten  Durchmessers.  (Vergl.  §  42.) 

8)  Man  erörtere  die  Bedingungen ,  unter  welchen  die  in 
Centralprojection  durch  Umriss  und  Mittelpunkt  dar- 
gestellte Fläche  zweiter  Ordnung  ein  Ellipsoid,  ein 
zweifaches  Hyperboloid,  ein  elliptisches  Paraboloid 
sein  wird, 

9)  Man  verzeichne  in  Centralprojection  die  Berührungs- 
•curve  der  Fläche  für  einen  Berührungskegel  von  ge- 
gebener Spitze. 

97.  Wenn  bei  der  Erzeugung  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung nach  der  Methode  des  §  95.  entweder 

a)  der  zur  Ebene  des  beweglichen  Kegelschnitts  conju- 
gierte  Durchmesser  normal  zu  dieser  Ebene,  oder  wenn 

b)  der  bewegte  Kegelschnitt  selbst  ein  Kreis  wäre,  so 
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würden  daraus  für 'die  constructive  Behandlung  besonders  in 
Parallelprojection  specielle  Vortheile  entspringen.  . 

Man  würde  für  Parallelprojection  ira  Falle  a)  jenen  Dureh- 
messer der  Axe  OZ  parallel  and  die  Äxen  des  beweglichen 
Kegelschnitts  in  seiner  Mittellage  den  Axen  OX,  OY  respec- 
tive  parallel  legen  dürfen  und  da  die  zu  den  beiden  verzeich- 
neten zu  XOYy  XOZ  respective  parallelen  Diametralschnitten 
gehörigen  Berührungscylinder  der  Fläche  den  Axen  OZ,  OY 
respective  parallel  also  zu  jenen  Projectionscbenen  normal 
sind;  so  sind  die  bezüglichen  Projectionen  jener  beiden  Ke- 
gelschnitte zugleich  die  entsprechenden  Umrisse  der  Fläche. 
Die  ersten  Projectionen  der  Lagen  des  bewegten  Kegelschnitts 
sind  dann  nicht  nur  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  sondern 
auch  concentrisch  und  die  Spitzen  der  nach  ihnen  die  Fläche 
berührenden  Kegel  haben  im  Mittelpunkt  des  ersten  Umrisses 
ihre  gemeinschaftliche  erste  Projection;  etc. 

Im  Falle  b)  würde  man  die  Ebene  des  beweglichen 
Kreises  der  ersten  Projectionsebene  und  den  zu  ihr  conju- 
gierten  Durchmesser  der  zweiten  Projectionsebene  parallel 
machen;  etc.  Aehnliche  Vereinfachungen  würden  auch  für 
die  centralprojectivische  Darstellung  entspringen. 

Die  Benutzung  derselben  wird  ohne  Beeinträchtigung  der 
Allgemeinheit  gesichert,  indem  wir  den  Satz  beweisen:  Eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  hat  im  Allgemeinen  drei 
und  nur  drei  zu  einander  normale  Durchmesser,  von 
denen  jeder  der  Ebene  der  beiden  andern  conjugiert 
ist.  Man  nennt  sie  die  Axen  der  Fläche,  die  in  ihnen 
gelegenen  Punkte  der  Fläche  die  Scheitel  und  die  durch 
sie  bestimmten  drei  zu  einander  normalen  Diametralebenen, 
welche  Ebenen  orthogonaler  Symmetrie  für  die. Fläche  sind, 
die  Hauptebenen,  sowie  die  in  diesen  gelegenen  Schnitte 
die  Hauptdiametralschnitte  oder  HauptschnittederFläche. 
Ist  di  ein  Durchmesser  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  D< 
die  zu  ihm  conjugierte,  N*,-  die  zu  ihm  normale  Durchmesser- 
ebene, so  erzeugt,  während  dt  eine  Durchmesserebene  durch- 
läuft oder  einen  ebenen  Strahlenbüschel  beschreibt,  die  Ebene 
D,  ein  zu  ihm  projectivisches  Ebenenbüschel,  welches  den  zu 
jener  Ebene  conjugierten  Durchmesser  zur  Scheitelkante  hat; 
die  Ebene  "St  aber  ein  gleichfalls  zu  ihm  also  auch  zum  Büschel 
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der  D,-  projectivisches  Ebenenbüschel  um  die  Normale  der 
Ebene  der  di  als  Scheitelkante.  Die  Durchschnittslinie  ent- 
sprechender d.  h.  zu  demselben  Strahl  d  gehöriger  Ebenen 
der  Büschel  D,-  und  N,-  erzeugt  somit  (§  68.)  einen  mit  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  concentrischen  Kegel  zweiten  Grades 
Ey  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  jede  seiner  Erzeugenden 
der  zur  entsprechenden  Lage  des  Durchmessers  di  conjugierte 
und  normale  Durchmesser  der  Fläche  ist. 

Betrachten  wir  dann  das  Durchmesserbüschel  dt*  einer 
zweiteii  Durchmesserebene,  so  entspricht  ihm  in  gleicherweise 
ein  Kegel  E*  der  zu  seinen  Strahlen  normalen  und  conju- 
gierten  Durchmesser.  Da  die  beiden  Büschel  dt  und  di*  einen 
Durchmesser  d  in  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  gemein  haben; 
so  müssen  auch  die  concentrischen  Kegel  IC,  K^  den  zu  ihm 
normalen  conjugierten  Durchmesser  zugleich  enthalten  und 
sich  somit  in  noch  einer  Erzeugenden  a  oder  in  noch  drei 
Erzeugenden  a,  b,  c  durchschneiden. 

Im  ersten  Falle  entspricht  der  Erzeugenden  a  ein  zu  ihr 
normaler  und  conjugierter  Durchmesser  d^  in  der  Ebene  der 
di  und  auch  ein  von  diesem  verschiedener  zu  a  normaler  und 
conjugierter  Durchmesser  da*  in  der  Ebene  der  dt*  und  die 
Ebene  dieser  beiden  Durchmesser  cfa^a*  ist  zu  a  zugleich  normal 
,und  conjugiert;  d.  h.  a  ist  eine  Axe  der  Fläche  zweiter  Ord- 
nung. Die  beiden  Äxen  des  in  der  Ebene  d^da*  gelegenen 
Diametralschnitts  der  Fläche  sind  die  beiden  andern  Axen  b 
und  c  der  Fläche. 

Im  andern  Falle  können  nur  a,  b,  c  selbst  diese  Äxen 
sein,  d.  h.  die  drei  übrigen  gemeinschaftlichen  Erzeugenden 
der  Kegel  JC,  K*  bilden ,  wenn  sie  sämmtlich  reell  sind,  die 
Kanten  einer  dreiseitig  rechtwinkligen  Ecke. 

Die  Schlüsse  gelten  und  die  Construction  bleibt  anwend- 
bar für  alle  eigentlichen  Flächen  zweiter  Ordnung ,  welche 
einen  Mittelpunkt  im  endlichen  Räume  haben.  Es  haben  also 
insbesondere  auch  die  Kegelflächen  zweiten  Grades  stets  ein 
und  nur  ein  System  von  Axen  und  Hauptebenen. 

Im  Falle  der  Paraboloide  und  der  Cylinder  fallt  von  den 
drei  Axen  nur  eine  in  den  endlichen  Raum,  aber  jeder  Nor- 
malschnitt derselben,  d.  h.  des  Parallelenbündels  der  Durch- 
messer der  Fläche,  bestimmt  durch  seine  Axen  mit  ihrer  Rich- 

23* 
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tiing  die  beiden  durch  sie  gehenden  Hauptebenen  der  Fläche^ 

deren  Stellungen  die  beiden  andern  unendlich  fernen  Axen 

der  Fläche  sind. 

Wie  sich  aus  dieser  Erledigung  der  Frage  a)  auch  die 

der  b)  ergiebt;  ist  unten  angeführt. 

1)  Die  Hyperbel  if,  (Tafel  X.)  ist  eine  rectanguläre  Hy- 
perbel; man  bestimme  direct  ihre  Asymptotenrichtungen 
und  Asymptoten. 

In  Tafel  X.  ist  die  Construction  der  Axen 
eines  Ellipsoids  ausgeführt^  das  durch  die  zur 
ersten  und  respective  zweiten  Projectionsebene  paral- 
lelen Diametralschnitte  oder  durch  die  conjugierten 
Durchmesser  AB,  CD,  EF  gegeben  ist. 

Den  Durchmessern  des  Diametralschnitts  AB  CD 
entspricht  als  Ort  ihrer  normalen  Conjugierten  ein 
Kegel  Mj  Ky  —  seine  erste  Spur  — ,  ebenso  denen 
des  Diametralschnitts  ABEF  ein  Kegel  M,  K^\  beide 
Kegel  haben  die  Erzeugenden  gemein^  welche  von  M 
nach  Syy  S^",  Si^,  Sy^  gehen  und  deren  erste  dem  ge- 
meinsamen Durchmesser  AB  entspricht ^  während  die 
drei  letzten  die  Haupt- Axen  des  Ellipsoids  sind.  Jene 
ist  daher  die  Schnittlinie  der  zu  ^^  normalen  EbenC; 
für  welche  ilTilf'  die  erste  Spur  ist,  mit  der  conju- 
gierten Ebene  CDEF,  deren  erste  Spur  die  Parallele 
zvL  CD"  durch  F'  ist.  Die  Spurhyperbel  Ä',  entsteht 
als  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  der 
projectivischen  Büschel  der  ersten  Spuren  der  Ebenen- 
büschel JXi  und  D,-  für  die  Durchmesser  von  ABCD 
—  Büschel,  deren  Scheitelpunkte  also  ^  und  F  sind 
und  deren  entsprechende  Strahlen  normal  zur  ersten 
Projection  des  gewählten  Durchmessers  und  parallel 
zur  ersten  Projection  des  ihm  conjugierten  Durch- 
messers des  Schnittes  ABCD  sind.  Jedes  Paar  con- 
jugierter Durchmesser  von  ABCD  liefert  so  zwei  Punkte 
von  ICy,  so  z.  B.  das  Paar  <f,',  rf/  die  Punkte  l>i,  2>2; 
und  da  aus  (f/,  d2  das  andere  Paar  conjugierter  Durch- 
messer d^%  d^  sich  ergiebt  (§  34. ;  10.),  so  entspringen 
dem  noch  weiter  die  Punkte  D^,  D^.  Damit  sind  be- 
reits sieben  Punkte  von  E^  bekannt  und  weitere  leicht 
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ebenso  oder  aus  diesen  zu  finden.  Die  conjugierten 
Durchmesser  d{y  d{  sind  mit  Hilfe  der  Affinität  aus 
dem  Paar  <f,  ^  d^  von  rechtwinkligen  Durchmessern 
des  Kreises  construiert^  der  ÄB>  zum^Durchmesser  hat. 
Auch  die  Diagonalen  des  von  den  Tangenten  des  Dia- 
metralschnitts AB  CD  in  Äj  B^  C,  2>'  gebildeten  Pa- 
rallelogramms würden  schon  zur  Bestimmung  von  K^ 
genügen.  Die  Construction  aus  dem  Kreis  ist  vor- 
theilhaft;  wenn  man  zugleich  den  Diametralschnitt 
AB  CD  zu  verzeichnen  wünscht.  Für  die  Bestimmung 
von  K^  ist  ersichtlich;  dass  die  Scheitel  der  erzeu- 
genden Spurenbüschel  die  unendlich  fernen  Punkte 
von  CD'  und  MM"  respective  sind.  Dann  ergiebt 
sich  aus  dem  rectangulären  Durchmesserpaar  d^y  d^ 
des  über  Ä'B'  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises 
das  Paar  conjugierter  Durchmesser  tf^*",  d^"  und  ein 
weiteres  solches  Paar  rfj*",  d^''  vom  Diametralschnitt 
Ä'B'Ü'F",  Das  Perpendikel  in  M'  zu  einem  Durch- 
messer giebt  in  der  Projectionsaxe  den  Fusspunkt  der 
zu  ihr  normalen  ersten  Spur  der  Normalebene  N«*; 
der  ihm  conjugierte  giebt  in  der  Parallelen  zu  CD' 
durch  seinen  in  AB  gelegenen  horizontalen  Durch- 
stosspunkt  die  erste  Spur  der  conjugierten  Ebene  D,* 
und  diese  schneidet  die  erste  Spur  von  N|*  in  einem 
Punkte  von  K^,  So  liefert  die  bezeichnete  Gruppe 
der  Durchmesser  Punkte  />,*,  2>2*,  2>3*,  J>^  %  von 
denen  Z>,*  oberhalb  der  Zeichnung  fallt  —  in  den 
andern  Ast  der  Hyperbel  K^. 

Die  den  beiden  Curven  K^^  K^  ausser  S^  ge- 
meinsamen Punkte  liegen  so^  dass  ilT  der  Höhen- 
durchschnitt ihres  Dreiecks  und  die  Coordinate  z  von 
M  die  Ordinate  für  M'  in  den  Kreisen  ist;  die  über  den 
Höhen  als  Durchmesser  beschrieben  werden.  (§  10. ;  10.) 

Die  Endpunkte  der  Axen  können  mit  Leichtig- 
keit construiert  werden. 

2)  Wenn  dieselbe  Construction  in  Centralprojection  für 
ein  Hyperboloid  ausgeführt  würde ;  welches  sind  die 
Beziehungen;  die  zwischen  der  Fluchtcurve  des  Letz- 
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tem^  den  Fluchtpunkten  der  Axen  und  dem  Distanz- 
kreis und  Hauptpunkt  stattfinden? 

3)  Wenn  die  Involution  der  conjugierten  Durchmesse^ 
des  einen  Hauptschnittes  der  Fläche  ^  also  auch  aller 
zu  ihm  parallelen  ebenen  Schnitte  derselben  eine  recht- 
winklige Involution  ist,  und  somit  die  in  ihm  gele- 
genen beiden  Axen  der  Fläche  unbestimmt  sind;  so 
ist  dieser  Hauptschnitt  und  jeder  zu  ihm  parallele 
Schnitt  ein  Kreis;  alle  zu  ihm  normalen  Diametral- 
schnitte der  Fläche  sind  einander  gleich  und  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  kann  durch  Drehung  eines 
beliebigen  unter  ihnen  um  seine  Axe  oder  die  Axe 
der  Fläche  erzeugt  werden.  (§  92.;  9.) 

Solche  Flächen  heissen  Rotationsflächen  zwei- 
ter Ordnung;  jene  Axe  heisst  die  Rotationsaxe^ 
die  zu  ihr  normalen  kreisförmigen  Schnitte  nennt  man 
die  Parallelkreise;  die  durch  sie  gehenden  zu  ein- 
ander congruenten  Schnitte  die  Meridiane  der 
Fläche,  —  wie  diess  in  der  mathematischen  Geo- 
graphie geschieht  für  das  Rotations-Ellipsoid  der  Erd- 
oberfläche. 

4)  Die  einer  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  nach  Pa- 
rallelkreisen umschriebenen  Kegel  sind  Rotationskegel; 
deren  Axe  die  Rotationsaxe  der  Fläche  ist;  die  zu- 
gehörigen Normalen  der  Fläche  bilden  ebensolche  Ro- 
tationskegel. Man  characterisiere  die  Bcrührungscy- 
linder  längs  der  Meridiane  und  ihre  Normalen. 

5)  Eine  Rotationsfläche  zweiter  Ordnung  hat  entweder 
zwei  Brennpunkte  in  der  Rotationsaxe  —  die 
vereinigten  Brennpunkte  aller  ihrer  Meridiane  —  oder 
einen  z  ur  Rotationsaxe  normalen  Kreis  vonBrenn- 
punkten  —  den  Ort  jener  Brennpunkte  aller  Meri- 
diane. Wie  hängt  diess  von  der  Länge  der  Axen  ab? 
In  welcher  Weise  übertragen  sich  die  Involutionseigen- 
schaften der  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  (§  35.) 
auf  diese  Punkte  und  die  Rotationsflächen  zweiter 
Ordnung? 

6)  Die  bequemste  constructive  Behandlung  der  Rotations- 
flächen zweiter  Ordnung  entspricht  der  zur  Rotations- 
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axe  normalen  Stellung  einer  Projectionsebene.  Man 
erläutere  die  Vortheile  derselben  für  die  Lösung  der 
elementaren  Aufgaben. 

7)  Für  die  Kugel  ist  jeder  Durchmesser  eine  Rotations- 
axe ;  ihre  Brennpunkte  sind  im  Mittelpunkt  vereinigt. 

8)  Die  Axen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit 
endlichem  Centrum  bilden  das  einzige  Tripel 
conjugierter  Durchmesser,  welches  dieselbe 
mit  einer  beliebigen  concentrischen  Kugel 
gemein  hat. 

Ihre  Richtungen  bilden  ein  Tripel  harmonischer 
Pole  sowohl  für  den  imendlich  fernen  nicht  reellen 
Kreis  J  wie  für  den  Schnitt  V  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  mit  der  unendlich  fernen  Ebene.  Bezeichnen 
wir  die  Schnittpunkte  des  Kreises  /  mit  dem  Kegel- 
schnitt TJj  die  jedenfalls  nicht  reell  sind,  durch  1,  2, 
3;  4  respective,  so  bilden  die  Durchschnittspunktc  ^^ 
B^  C  der  Gegenseitenpaare  12,  34;  23,  14;  31,  24, 
welche  nach  der  Entwicklung  des  Textes  reell  und 
einzig  existieren  müssen,  die  Punkte  jenes  Tripels 
(§  32.)  d.  h.  die  Richtungen  der  Axen;  die  Geraden 
ABj  BCj  CA  sind  die  Stellungen  der  Hauptebenen 
der  Fläche. 

9)  Die  sechs  Schaaren  paralleler  Ebenen  von  den  Stel- 
lungen 12,  34;  23,  14;  31,  24,  welche  paarweis  die 
Richtung  einer  Axe  der  Fläche  gemein  haben,  schnei- 
den die  Fläche  zweiter  Ordnung  in  Kreisen  —  weil 
in  Kegelschnitten,  welche  die  Kreispunkte  ihrer  re- 
spectiven  Ebenen  enthalten.  (§  31.;  8.) 

Nur  ein  Paar  dieser  Schaaren  kann  reell  sein, 
d.  h.  nur  durch  eine  Axe  der  Fläche  sind  Kreis - 
schnitte  möglich  —  da  die  Realität  von  zwei  Schaaren 
die  des  Vierecks  12  3  4  bedingen  würde. 

In  der  That,  wenn  man  in  dem  Hauptschnitt 
der  grossen  und  kleinen  Axe  eines  Ellipsoids 
die  der  mittlem  Axe  gleichen  Durchmesser 
bestimmt,  so  liefern  diese  mit  der  mittlem 
Axe  selbst  die  beiden  nach  Kreisen  schnei- 
denden Diametralebenen.    Wie   lässt   sich   das 
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Analoge  bei  den  Hyperboloiden  ausführen?  Und  wie 
beim  elliptischen  Paraboloid?  (Vergl.  §  99.)  Man  er- 
örtere ferner  das  die  £jreisschnitte  der  Kegel  zweiten 
Grades  Betreffende. 

10)  Die  Tangentialebenen  von  den  Stellangen  der  E^reis- 
schnitte  liefern  als  ihre  Berührungspunkte  mit  der 
Fläche  je  ein  Paar  Punkte ;  die  ab  unendlich  kleine 
Kreisschnitte  der  Fläche  zu  betrachten  sind,  d.  h. 
für  welche  die  Involution  der  conjugierten  Tangenten- 
paare  eine  rechtwinklige  Involution  ist.  Man  nennt 
sie  die  Kreispunkte,  Umbilical-  oder  Nabcl- 
punkte  der  Fläche. 

11)  Insofern  man  von  nicht  reellen  Begelschaaren  auf  den 
Nichtregelflächen  zweiter  Ordnung  sprechen  und  die 
bezüglichen  Eigenschaften  der  Regelflächen  auf  diese 
übertragen  darf,  kann  man  nach  §  93.  den  Satz  aus- 
sprechen: Die  zwölf  Kreispunkte  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  liegen  zu  dreien  in  acht 
nicht  reellen  Geraden. 

12)  Weil  im  Falle  der  Hyperboloide  die  reellen  Gegen- 
seiten des  Vierecks  12  34  den  unendlich  fernen  Schnitt 
der  Fläche  nicht  schneiden  können ,  da  sonst  das 
Viereck  reell  wäre,  so  kann  das  einfache  Hyperbo- 
loid Kreispunkte  nicht  haben  —  was  auch  aus  der 
hyperbolischen  Natur  seiner  Punkte  folgt;  dagegen 
hat  das  zweifache  Hyperboloid  vier  solche  Punkte, 
wie  auch  das  Ellipsoid;  auf  dem  elliptischen  Parabo- 
loid existieren  deren  zwei,  das  hyperbolische  gestattet 
keine  solchen. 

13)  Das  hyperbolische  Paraboloid  kann  nicht  durch  einen 
beweglichen  Kreis  erzeugt  werden,  also  auch  nicht 
als  Rotationsfläche. 

14)  Die  harmonischen  Eigenschaften  des  Vierecks  geben 
den  Satz:  Die  Stellungen  der  Kroisschnittc 
bilden  mit  denen  der  Hauptschnitte  durch 
die  Axe,  deren  Richtung  jene  enthalten,  ein 
harmonisches  Büschel  und  da  die  Letztern 
rechtwinklig  zu  einander  sind,  so  halbieren 
sie  die  Winkel  der  erstem. 
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15)  Man  verzeichne  für  ein  Ellipsoid  oder  zweifaches 
Hyperboloid,  welches  zur  ersten  Projectionsebene  pa- 
rallele kreisförmige  Querschnitte  hat,  die  Schnitt- 
punkte mit  einer  Geraden  h  und  den  zu  derselben 
parallelen  Berührungscylinder  ^  —  durch  Benutzung 
von  zweien  der  Kreisschnitte,  als  welche  im  Allge- 
meinen vier  Punkte  und  die  entsprechenden  Tangen- 
«ten  des  Schnittes  der  Fläche  mit  einer  der  projicie- 
renden  Ebenen  von  h  und  dadurch  die  fraglichen 
Schnittpunkte,  zugleich  aber  auch  eine  Erzeugende 
und  die  zugehörigen  Tangentialebenen  für  den  zuge- 
hörigen Berührungscylinder  etc.  liefern. 

16)  Wenn  die  unendlich  fernen  Curven  V  und  J  einander 
in  zwei  Punkten  berühren,  so  ist  das  eine  Paar  der 
Verbindungsgeraden,  sagen  wir  12,  34,  das  Paar  der 
gemeinsamen  Tangenten  und  ihr  Durchschnittspunkt 
A  die  Bichtung  einer  Axe  der  Fläche.  Die  Paare  23, 
14;  31,  24  fallen  in  der  Berührungssehne  zusammen 
und  die  Punkte  By  0  sind  unbestimmt  in  derselben, 
indem  sie  die  in  ihr  gelegene  Sehne  harmonisch  thei- 
len;  d.  h.  (§  95.;  12.)  die  Fläche  hat  nur  eine  be- 
stimmte Axe,  die  beiden  andern  Axen  sind  unbestimmt 
in  der  zu  dieser  normalen  Durchmesserebene  und  recht- 
winklig zu  einander.  Die  Fläche  zweiter  Ordnung 
ist  eine  Rotationsfläche,  die  beiden  Stellungen  der 
Kreisschnitte  fallen  zusammen  in  die  eine  zur  Rota- 
tionsaxe  normale  Stellung. 

17)  Man  zeige,  dass  die  Construction  des  Textes  gültig 
bleibt  —  unter  Berücksichtigung  von  §  95.;  12.  be- 
trachtet —  für  die  Bestimmung  des  gemeinsamen  Sy- 
stems conjugierter  Durchmesser  von  irgend  zwei  con- 
centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung. 

18)  An  welche  Voraussetzungen  ist  die  Realität  aller  drei 
Durchmesser  des  besagten  Systems  zu  knüpfen? 

98.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  elliptischen 
Punkten  können  aus  der  speciellsten  unter  ihnen, 
der  Kugelfläche,  durch  die  Methode  der  centrischen 
CoUineation  oder  der  Reliefs  (§  41.;  4.,  5.)  abgeleitet 
werden.    Die  kreisförmigen  Schnitte   der  Kugel  gehen   in 
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Kegelschnitte  auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung  über.  Wenn 
die  Kugel  mit  der  Gegenebene  ihres  Systems  keinen  Punkt 
gemein  hat;  so  entsteht  aus  ihr  eine  Fläche  zweiter  Ordnung, 
die  im  Endlichen  geschlossen  ist,  da  sie  nur  elliptische  Quer- 
schnitte gestattet,  das  EUipsoid.  Berührt  die  Kugel  die 
Gegenebene  ihres  Systems  in  einem  Punkte,  so  verwandeln 
sich  alle  ihre  kreisförmigen  Schnitte  in  elliptische,  ausge- 
nommen nur  diejenigen,  welche  auf  den  durch  jenen  Be- 
rührungspunkt gehenden  Ebenen  liegen,  die  in  Parabeln  über- 
gehen, deren  Ebenen  sämmtlich  eine  feste  Richtung  enthalten 
—  die  jenen  Berührungspunkt  mit  dem  Centrum  verbindende 
Gerade  giebt  sie  an  —  die  Richtung  aller  Durchmesser  der 
Fläche  (§  16.;  1.);  sie  ist  ein  elliptisches  Paraboloid. 

Schneidet  die  Kugel  die  Gegenebene  des  Systems  in  einem 
Kreise  K^  nach  welchem  ihr  ein  gerader  Kegel  vom  Mittel- 
punkt M  umschrieben  ist,  so  enthält  die  entstehende  Fläche 
zweiter  Ordnung  das  unendlich  ferne  Bild  des  Kreises  if, 
einen  reellen  Kegelschnitt,  und  die  zugehörigen  Tangential- 
ebenen bilden  einen  Kegel,  der  den  Mittelpunkt  M'  der  Fläche 
zu  seinem  Mittelpunkt  hat,  den  Asymptotenkegel  der  Fläche. 
Die  Kreise  auf  der  Kugel  in  allen  den  Ebenen,  welche  den 
Kreis  K  nicht  treffen,  verwandeln  sich  in  Ellipsen,  die  Kreise 
der  Ebenen,  welche  eine  Tangente  von  K  enthalten,  werden 
Parabeln,  deren  Ebenen  also  den  Tangentialebenen  des  Asym- 
ptotenkegels parallel  sind.  Die  Elreise  der  Kvgel  in  den  den 
Kreis  K  schneidenden  Ebenen  werden  Hyperbeln,  für  welche 
die  Schnittpunkte  durch  ihre  Verbindungslinien  mit  dem  Cen- 
trum der  CoUineation  die  Asymptotenrichtungen  liefern;  die 
Fläche  ist  das  zweifache  Hyperboloid. 

Aus  bekannten  Eigenschaften  der  Kugel  lassen  sich  hier- 
nach entsprechende  Eigenschaften  der  Nichtregelflächen  zwei- 
ter Ordnung  ableiten. 

Man  kann  leicht  die  Krei'sschnitte   einer  Fläche 

a 

zweiter  Ordnung  bestimmen,  welche  aus  einer  ge- 
gebenen Kugel  durch  eine  centrische  CoUineation 
abgeleitet  wird.  Denken  wir  die  zweite  Projectionsebene 
normal  zur  Collineationsebene  und  parallel  zur  Verbindungs- 
linie des  Centrums  der  CoUineation  mit  dem  Centrum  der 
Kugel,  so  dass  die  Axen  der  entstehenden  Fläche  zweiter 


_» — I 
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Ordnung  normal  und  respective  parallel  zu  ihr  werden.  Nun 
liegen  die  Kreisschnitte  derselben  auf  Ebenen,  welche  durch 
je  ein  Paar  der  vier  nicht  reellen  Schnittpunkte  des  unend- 
lich fernen  Querschnittes  U  der  Fläche  mit  dem  nicht  rellen 
unendlich  fernen  Kreis  /  gehen;  und  weil  die  der  CoUinea- 
tionsebene  parallelen  Schnitte  der  Kugel  Kreisschnitte  der 
collinearen  Fläche  von  der  gleichen  Stellung  nach  sich  ziehen, 
so  ist  die  eine  jener  Verbindungslinien  der  vier  Punkte  1234, 
durch  welche  reelle  Kreisschnitte  gehen,  in  der  Gegenebene 
B  unendlich  fem.  Die  andere  finden  wir  durch  folgende 
Schlüsse :  Da  frir  alle  Kugeln  der  unendlich  ferne  nicht  reelle 
Kreis  derselbe  ist,  so  liegt  das  gesuchte  Bild  der  andern 
Stellung  der  Kreisebenen  nicht  nur  in  der  Qegenebene  B  der 
gegebenen  CoUineation,  sondern  auch  in  der  Gegenebene  B* 
derjenigen  zweiten  involutorischen  CoUineation  aus  demselben 
Centrum,  für  welche  die  Kugel  in  sich  selbst  transformiert 
wird,  d.  i.  der  Ebene,  welche  die  geradlinigen  Abstände  des 
Centrums  der  CoUineation  von  seiner  Polarebene  in  der  Kugel 
halbiert  (§42.).  Alle  Ebenen  durch  jene  Gerade  BB*  schneiden 
die  Kugel  in  Kreisen,  denen  in  der  collinearen  Figur  Kreise 
entsprechen;  die  durch  sie  mit  dem  Centrum  der  CoUineation 
bestimmte  Ebene  ist  der  zweiten  Schaar  der  Kreisschnitte 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  parallel.  (Vergl.  unten  7.)  Der 
durch  die  Gerade  BB*  nach  *dem  Pol  der  Gegenebene  B  in 
der  Kugel  gehenden  Ebene  entspricht  die  zweite  Diametral- 
kreisschnittebene der  Fläche.  Damit  ist  die  zur  zweiten  Pro- 
jectionsebene  normale  Axe  der  Fläche  bestimmt;  die  beiden 
andern  Axen  derselben  fallen  in  die  Halbierungslinien  der 
Winkel,  welche  die  Diametralkreisschnitte  mit  einander  bilden. 

Die  Fig.  177.  enthält  die  Construction  für  den  Fall 
des  EUipsoids.  Der  Punkt  M  ist  der  Pol  der  Gegenebene 
B  in  der  Kugel,  der  Schnitt  GH  der  Ebene  JlfBB*  wird  so- 
mit zum  Diametralkreisschnitt  G' H'  des  EUipsoids  —  der 
andere  Diametralschnitt  G*'  H^  ergiebt  sich  aus  dem  zur 
CoUineationsebene  parallelen  Schnitt  der  Kugel  durch  M  oder 
mittelst  des  Satzes  in  5)  unten. 

Die  Schnitte  durch  BB*  nach  iT^,  K^  liefern  die  Paare, 
von  Kreisschnitten  J^K^,  /,*'ir,*'  und  /j'-äT/,  V'^2*'-    ^'^^ 
Kreispunkte  sind  die  K'y  die  den  Berührungspunkten  der  von 
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BB*  auBgehenden  und   der  zur  Collineatiocsebene  parallelen 
Taagentialebenen  der  Kugel  entsprechen.  (Vergl.  Fig.  176.) 

1)  Der  Mittelpunkt  der  Fl&che  ist  der  entsprechende  Punkt 
zum  Pol  der  Gegenebene  B  in  Bezug  auf  die  Kngel 
—  denn  der  harmonischen  Theilnng  mit  dem  Flucht- 
punkte entspricht  die  Halbierung. 

2)  Man  bilde  durch  Collineation  aus  einer  Kugel  ein 
elliptisches  Faraboloid  von  einem  auf  ihr  gelegenen 
gegebenen  KreisBcbnitt  und  gegebener  Richtung  seiner 


Durchmesser.  Dieser  Kreieschnitt  giebt  selbst  die 
CollineatioDsebene  und  die  Gegonebene  B  als  eine  der 
zu  ihm  parallelen  Tangentialebenen  der  Kugel,  der 
Berührungspunkt  der  Kugel  mit  B  und  jene  Richtung 
liefern  einen  Strahl  ans  dem  Centrum.  Kann  der  ge- 
gebene Kreisschnitt  ausserhalb  der  Kugel  willkürlich 
gewählt  werden? 
3)  Man  leite  (Ür  ein  zweifaches  ÜTperboloid,  welches 
die  ColUnearfigur  einer  Kugel  ist,  die  beiden  Schaaren 
der  KreisBchnittebenen  ab  und  stelle  es  durch  die- 
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selbeD  dar.  Man  bestimme  auch  die  Kreispnnlcte  A" 
deeselben  ala  die  eDtsprecfaenden  za  den  BerlihrangB- 
puDkten  der  Kngel  mit  den  zur  CoUineatioDBebene 
parallelen  nnd  mit  den  durch  die  Gerade  RB*  gehen- 
'  den  Tangentialebenen  (Fig.  176.) 


U^^ 


4)  Zwei  beliebige  parallele  oder  nicht  parallele 
KreiBSchnitte  derselben  Fläche  zweiter  Ord- 
nung liegen  stets  auf  einer  Kugelfläche. 

5)  Wenn  die  Ebenen  B  and  H*  zu  einander  parallel  sind, 
d.  h.  wenn  die  Gerade  vom  CollineationBcentmm  nach 
dem  Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Collineationsebene 
normal  ist,  so  fallen  beide  Schaaren  der  Kreisschnitte 
in  die   eine   zur  Collineationsebene   parallele  Schaar 


366  Zweiter  Theü. 

zusammen;  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  Ro- 
tationsfläche mit  zur  Coiüneationsebene  normaler  Äxe; 
die  Austrittspunkte  der  Letztern  sind  die  einzigen 
Kreispunkte  der  Fläche.  Man  erörtere  die  Bedingungen, 
unter  denen  sie  zwei  reelle  Brennpunkte  in  der  Ro- 
tationsaxe  oder  einen  Kreis  von  Brennpunkten  in  der 
zu  ihr  normalen  Durchmesserebene  besitzen  wird. 
(Vergl.  §  97. ;  5.) 

6)  Der  Satz:  Die  Durchschnittskreise  von  drei  Kugeln 
in  Paaren  liegen  in  drei  Ebenen  eines  Büschels,  dessen 
Scheitelkante  zur  Centralebene  normal  ist,  giebt  durch 
centrischeCoUineation:  Wenn  drei  Flächen  zwei- 
ter Ordnung  einen  —  nicht  reellen  —  ebenen 
Schnitt  gemein  haben,  so  liegen  die  drei 
ebenen  Schnittcurven,  die  sie  überdiess  paar- 
weisb  es  timmen,indenEbenen  ein  es  Büschels. 
Was  kann  über  die  Lage  seiner  Scheitelkante  hinzu- 
gefügt werden?  Wie  gestaltet  sich  der  Satz,  wenn 
die  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  ähnlich  und  ähn- 
lich gelegen  sind,  d.  h.  wenn  der  gemeinsame  Kegel- 
schnitt unendlich  fern  liegt.  Wir  führen  an,  dass 
diese  Sätze  auch  für  den  reellen  gemeinsamen  Schnitt 
Geltung  behalten. 

7)  Die  Construction  des  Textes  wird  ohne  Vermittelung 
nicht  reeller  Elemente  durch  den  evidenten  Satz  be- 
wiesen: Wenn  man  zwei  Collinearfiguren  des- 
selben Originals  aus  demselben  Centrum  mit 
verschiedenen  Collineationsebenen  und  Ge- 
gen eben  enB^B*  macht,  so  entsprechen  seinen 
Schnitten  mit  Ebenen,  welche  die  Durch- 
schnittslinie der  Gegenebenen  B,  B'*'  enthal- 
ten, Curven,  die  zu  ihren  Originalen  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  sind  —  als  Schnitte  dessel- 
ben Kegels  mit  parallelen  Ebenen. 

8)  Wie  ergiebt  sich  aus  den  Erörterungen  des  Textes 
die  directe  Construction  der  Axen  ÄB'y  CV 
der  CoUinearfigur  eines  Kreises  in  Fig.  177. 
mittelst  der  durch  (Sj,  (S,  nach  M  gehenden  Sehnen 
AB,  CD'i  (Vergl.  auch  Fig.  176.) 
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9)  Man  kann  die  Regelflächen  zweiten  Grades  durch 
centrische  CoUineation  aus  dem  einfachen  Rotations- 
hyperboloid oder  auch  aus  dem  hyperbolischen  Parä- 
boloid  ableiten. 

10)  Das  EUipsoid  kann  aus  der  Kugel  gebildet  werden 
durch  zweimaligen  Uebergang  zu  einer  affinen  Figur 
(vergl.  §  96.;  ferner  §  34.;  18.,  19.)  Aber  man  er- 
hält so  weder  das  elliptische  Paraboloid  noch  das 
zweifache  Hyperboloid. 

11)  Die  Kugelfläche  entsteht  als  Ort  der  Durchschnitts- 
punkte der  entsprechenden  Elemente  eines  Strahlen- 
bündels und  eines  durch  die  Normalebenen  seiner 
Strahlen  ans  einem  Punkte  gebildeten  Ebenenbündels. 
Somit  erzeugen  ein  Strahlenbündel  und  ein  Ebenen- 
bündel, welche  zu  einander  projectivisch  (reciprok) 
sind,  eine  Nichtregelfläche  zweiten  Grades.  (Vergl. 
§94.;  2.) 

12)  Man  zeige,  dass  jede  Fläche  zweiten  Grades  durch 
den  Schnitt  von  zwei  reciproken  Bündeln  erzeugt 
werden  kann  —  und  dass  die  dem  gemeinschaftlichen 
Strahl  entsprechenden  Ebenen  beider  Bündel  die  Tan- 
gentialebenen derselben  in  ihren  Scheitelpunkten  sind. 

99.  Die  bisherigen  Entwickelungen  enthalten  die  con- 
structiven  Elemente  der  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades, 
ihre  Beziehungen  zu  Punkten,  Ebenen  und  Geraden  betreffend. 
Die  Erörterung  ihrer  Beziehungen  zu  Raumcurven  und  ihren 
developpabeln  Flächen,  als  mit  welchen  sie  Punkte,  Tangen- 
ten und  Tangentialebenen  gemein  haben  können,  ist  ohne 
Schwierigkeit  anzuschliessen. 

Besondere  Untersuchung  fordern  aber  die  Probleme  von 
den  gemeinsamen  Punkten  oder  der  Durchdringungs- 
curve  und  von  den  gemeinsamen  Tangentialebenen  oder  der 
gemeinschaftlich  umschriebenen  Developpabeln 
zweier  Flächen  zweiten  Grades.  Sie  mag  mit  der  Dis- 
cussion  specieller  Fälle  beginnen. 

Die  gemeinsame  Curve  von  Die  gemeinsam  umschrie- 
zwei  Flächen  zweiten  Grades,  bene  Developpable  von  zwei 
die  im  Allgemeinen  von  der  Flächen  zweiten  Grades,  die 
Ordnung   m  =  4   ist  —  weil     im  Allgemeinen  von  derClasse 
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jede  Ebene  sie  in  den  vier 
Punkten  trifft^  die  die  beiden 
ihr  angehörigen  Curven  zwei- 
ten Grades  auf  den  gegebenen 
Flächen  gemein  haben  —  zer- 
fälltinzweiKegelsehnitte; 
sobald  sie  zwei  Doppelpunkte 
besitzt;  d.h.  sobald  die  Flächen 
sich  in  zwei  Punkten  berüh- 
ren. 

Denn  eine  Ebene,   welche 
durch  die  Verbindungslinie  der 


n 


j  =4  ist,  —  weil  jeder  Punkt 
mit  ihr  die  vier  Ebenen  ge- 
mein hat,  welche  die  beiden 
von  ihm  ausgehenden  Tangen- 
tenkegel der  Flächen  mit  ein- 
ander gleichzeitig  berühren  — 
zerfällt  in  zwei  Kegelflä- 
chen, sobald  sie  zwei  Dop- 
pelebenen besitzt,  d.  h.  sobald 
die  Flächen  sich  in  zwei  Ebe- 
nen berühren. 

Denn  ein  Punkt,  welcher  in 
der    Schnittlinie    der    beiden 


Fig.  17a 


beiden  Doppelpunkte  nach 
einem  weitem  gemeinsamen 
Punkte  der  beiden  Flächen 
geht,  enthielte  fünf  und  somit 
unendlich  viele  Punkte  dersel- 
ben. Solche  zwei  Flächen  ha- 
ben somit  entweder  keine  wei- 
tem gemeinsamen  Punkte  oder 
sie  schneiden  sich  in  zwei  Ke- 
gelschnitten, für  welche  die 
Verbindungslinie  jener  Dop- 
pelpunkte der  Schnitt  ihrer 
Ebenen  ist.  (§81.) 

Durch  zwei    solche  Kegel- 


Doppelebenen  auf  einer  wei- 
tem gemeinsamen  Tangential- 
ebene der  beiden  Flächen  liegt, 
läge  in  fünf  und  somit  in  un- 
endlich vielen  Ebenen  dersel- 
ben. Solche  zwei  Flächen  ha- 
ben somit  entweder  keine  wei- 
tem gemeinsamen  Tangential- 
ebenen oder  sie  haben  zwei 
gemeinsame  Tangentenkegel 
zweiten  Grades,  deren  Spitzen 
in  der  Schnittlinie  der  Dop- 
pelebenen liegen. 
Solche  zwei  Kcgelflächen  K, 
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K*  schneiden  sich  im  Allge- 
meinen stets  in  zwei  Curven 
zweiten  Grades.  (Fig.  178.) 

Denken    wir    zur    Verbin- 
dungslinie s*  ihrer  Spitzen  mit 
den  Ebenen  G^  H  an  die  Flächen 
die  gemeinsame  Polare  s    in 
beiden  Flächen,  so  bestimme 
ein  Punkt  in  dieser  Geraden 
mit  beiden  Kegeln  die  Tan- 
gentialebenen   A,  B;    A*,  B* 
respective;  dann  liegen  die  Ge- 
raden AA*,  BB*5  AB*;  A*B 
in  zwei  Ebenen  M,  M*  aus  s, 
welche  die  Ebenen  der  besag- 
ten Regelschnitte  sind  —  weil 
Kegelschnitt  MK  und  Kegel- 
schnitt MK"^  z.  B.  vier  Tan- 
genten MAA*;   MBB"^;   MG; 
MH  und  die  Berührungspunkte 
in  den  beiden  Letztern  gemein 
haben. 
Von   einer  Discussion  der  Ausnahmefälle  sehen  wir  ab ; 
nur  sei  erwähnt;  dass  insbesondere  die  beiden  Flächen;  wenn 
die  beiden   Beiiihrungspunkte   derselben  der    nämlichen   Er- 
zeugenden angehören,  diese  mit  allen  ihren  Punkten  gemein 
haben  müssen,  —  weil  jede  vier  Punkte  von  ihr  enthält  — 
und  der  Rest  der  Durchdringung  ist  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung, also  (§  100.)  identisch  mit  der  in  §  81.  f.  mehrfach  be- 
handelten Curve. 

Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  in 
drei  Punkten  berühren;  so  schneidet  die  durch  dieselben 
bestimmte  Ebene  sie  in  Kegelschnitten,  welche  diese  drei 
Punkte  und  ihre  Tangenten  gemein  haben,  also  identisch  sein 
müssen;  d.  h.  die  Flächen  berühren  sich  längs  dieser 
Curve  Ä'  oder  sind  einander  nach  derselben  umschrie- 
ben und  haben  füi*  dieselbe  den  nämlichen  Tangentenkegel 
vom  Mittelpunkt  M. 


schnitte  E,  IC*  gehen  im  All- 
gemeinen stets  zwei  Kegel- 
flächen zweiten  Grades.  (Fig. 
178.) 

Denken  wir  nämlich  zur 
Schnittlinie  s  ihrer  Ebenen  mit 
den  Punkten  G,  H  in  den  Flä- 
chen die  gemeinsame  Polare  «* 
in  beiden  Flächen,  so  schneide 
eine  Ebene  durch  diese  Ge- 
rade die  beiden  Kegelschnitte 
in  Punkten  A^  B\  -4*,  B*  re- 
spective; dann  bestimmen  die 
Geraden  AA*,  BB'^^Aff',  A*B 
zwei  Punkte  ilf,il!f*  in  5*,  welche 
die  Scheitel  jener  Kegel  sind 
—  da  Kegel  MK  und  Kegel 
MK*  z.  B.  vier  Kanten  MAA*, 
MBB*,  MG,  MH  imd  die  Tan- 
gentialebenen in  den  beiden 
Letztern  gemein  haben. 


FiedloT,  Darstellende  Qeometriev 
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Jede  dieser  Flächen  ist  durch  die  andere,  Bpeciell  den 
Kegel  Mf  K^  die  bezeichnete  ebene  Cnrve  K  und  einen  Punkt 
auf  ihr  ausserhalb  derselben  bestimmt.  (Vergl.  §  92.;  15.; 
§  95.;  4.) 

Jede  Ebene,  welche  beide  Flächen  schneidet,  thut  diess 
in  Kegelschnitten,  K^y  K^j  welche  sich  in  der  Geraden  $  dop- 
pelt berühren,  die  sie  mit  der  Ebene  des  Berührungskegel- 
Bchnitts  K  gemein  hat.  (§  95. ;  5.,  vergl,  §  29. ;  4.) 

Berührt  die  Ebene  die  eine  Fläche,  —  dieselbe  sei  eine 
Nichtregelfläche,  —  und  schneidet  die  andere,  so  kann  der 
Berührungspunkt  als  ein  unendlich  kleiner  Kegelschnitt  an- 
gesehen werden,  der  mit  dem  Schnitt  in  der  andern  Fläche 
in  der  Geraden  s  eine  doppelte  Berührung  hat;  —  wie  diess 
im  Falle  einer  Regelfläche  mit  den  beiden  Erzeugenden  des 
Berührungspunktes  unzweifelhaft  stattfindet. 

1)  Wenn  man  in  einem  EUipsoid  mit  der  mittleren  Halb- 
axe  als  Radius  eine  concentrische  Kugel  beschreibt, 
so  berührt  diese  die  Fläche  in  den  Endpunkten  der 
mittlem  Axe  und  schneidet  sie  in  zwei  ebenen  Cur- 
ven,  welche  als  Kugelschnitte  Kreise  sind  —  den 
Diametralkreisschnitten  der  Fläche. 

2)  Kann  diess  ftir  die  übrigen  Flächen  zweiten  Grades, 
welche  Kreisschnitte  zulassen,  angewendet  werden? 
Insbesondere  wie  für^Kegelflächen  mit  gegebenen 
Hauptebenen? 

3)  Wenn  die  Axen  eines  Ellipsoids  den  Projectionsaxen 
parallel  sind,  so  wird  dasselbe  von  einem  geraden 
Kreiscylinder  um  ihre  zu  OZ  parallele  Axe  und  mit 
einem  der  kleinem  unter  den  zu  XOF  parallelen  Axen 
gleichen  Durchmesser  in  den  Endpunkten  dieser  Letz- 
teren berührt  und  daher  in  zwei  ebenen  Curven  ge- 
schnitten, deren  erste  Projectionen  mit  dem  Grund- 
kreis des  Cylinders  zusammenfallen,  indess  die  zweiten 
als  gerade  Linien  durch  das  Centrum  erscheinen.  Man 
hat  so  die  beiden  Stellungen  von  Hilfsebe- 
nen bestimmt,  welche  zweite  projicierende 
Ebenen  und  für  die  die  ersten  Projectionen 
der  Schnittcurven  Kreise  sind;  ihre  Spuren  sind 
s/  und  s^.    Die  Mittelpunkte  derselben  finden  sich 
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in  den  zu  den  Stellungen  dieser  Ebene  conjugierten 
Durchmessern  d^,  also  in  der  ersten  Projection  insbe- 
sondere in  dem  Durchmesser,  "w elcher  zu  OX  pa- 
rallel ist. 

Das  System  dieser  Hilfsebenen  dient  bequem  bei 
der  Construction  des  ebenen  Schnittes  der  Fläche;  etc. 
Die   Figur  179.    zeigt    die   Darstellung    des   ebenen 

Mg.  179. 


Schnittes  S.  Die  Benutzung  der  Affinität  in  der  zwei- 
ten Projection  wird  der  Erklärung  nicht  bedürfen. 
Von  den  beiden  Systemen  von  Hilfsebenen  sind  die- 
jenigen benutzt,  welche  auch  in  der  zweiten  Projec- 
tion scharfe  Schnitte  liefern,  die  Punkte  1,  2,  •  •  •  6 
sind  so  ermittelt.  Die  Berührungspunkte  der  Schnitt- 
curve  mit  den  Umrissen  als  Schnitte  der  Ebene  S  mit 
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den  beiden  Haaptschnitten  ABCD  und   CDEF  sind 
direct  bestimmt. 

Man  entwickele  die  Construction  der  Tangenten 
der  Schnittcurve  in  den  so  bestimmten  Punkten. 

4)  Wie  ist  das  Verfahren  für  die  Hyperboloide  zu  mo- 
dificieren?  Lässt  sich  dasselbe  auf  die  Bestimmung 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  zwei  conjugierte 
Diametralschnitte  im  Allgemeinen  erweitem? 

5)  Wenn  durch  einen  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades 
F  gelegenen  Kegelschnitt  K  eine  zweite  Fläche  zwei- 

Flg.  181. 


ten  Grades  P*  gelegt  wird,  so  schneidet  sie  die  erste 
in  noch  einem  zweiten  Kegelschnitt  K*  und  beide 
Flächen  berühren  einander  in  den  Punkten  (?,  Hy 
welche  die  Schnittlinie  s  der  Ebenen  von  Ky  K^  mit 
denselben  und  den  Flächen  gemein  hat.  Jede  solche 
Fläche  P*  ist  durch  Ky  K*  und  einen  ihrer  Punkte 
ausserhalb  dieser  Curven  bestimmt. 
6)  Zwei  Flächen  zweiten  Grades,  die  eine  ebene 
Curve  gemein  haben,  oder  dem  nämlichen 
Kegel  eingeschrieben  sind,  können  im  All- 
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gemeinen  als  collineare  Figuren  in  centri- 
scher  Lage  betrachtet  werden.  Die  Ebene  der 
gemeinsamen  Curve  ist  die  Collineationsebene  ^  die 
Spitze  des  gemeinsamen  Tangentenkegels  das  CoUi- 
neationscentrum. 

7)  Sind  S  und  S*  die  Pole  der  Geraden  s  in  Bezug  auf 
die  beiden  Kegelschnitte  IC  und  £*  des  Textes  ^  so 
ist  die  Reihe  SS*Jl!!M^  also  auch  das  Ebenenbüschel 
s  '  SS*M3i*  harmonisch.  Wenn  geht  durch  beide  Ke- 
gelschnitte ein  Cy linder?  Wenn  ist  s  für  den  einen 
von  ihnen  ein  Durchmesser? 

8)  Zwei  Rotationsflächen  zweiten  Grades ;  welche  einen 
gemeinsamen  Brennpunkt  haben,  schneiden  sich  in 
ebenen  Curven;  jeder  Rotationskegel  aus  dem  Brenn- 
punkt einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades  schneidet 
sie  in  ebenen  Curven  und  umgekehrt. 

9)  Wenn  ein  Kegel  zweiten  Grades  eine  Fläche  zweiten 
Grades  in  einer  ebenen  Curve  schneidet ,  so  ist  der 
Rest  der  Durchdringung  eine  zweite  ebene  Curve  und 
in  den  gemeinsamen  Punkten  von  beiden  Curven  findet 
zwischen  dem  Kegel  und  der  Fläche  zweiten  Grades 
Berührung  statt;  durch  beide  Curven  geht  noch  ein 
zweiter  Kegel  zweiten  Grades.  Was  ergiebt  sich 
daraus  für  den  Schlagschatten,  den  der  Rand 
einer  eben  abgeschnittenen  Hohlkugel,  die 
von  Lichtstrahlen  aus  einem  Punkte  oder  von 
parallelen  Lichtstrahlen  beleuchtet  wird,  in 
ihr  Inneres  wirft? 

Was  insbesondere  für  die  hohle  Halbkugel?  Man 
erkläre  die  Construction  in  Fig.  180.  In  welcher  Be- 
ziehung steht  die  Selbstschattengrenze  zu  dem  hier 
construierten  Schlagschatten? 

10)  Wenn  aus  einem  Punkt  einer  Fläche  zweiten  Grades 
ein  Kegel  zweiten  Grades  beschrieben  wird,  so  ist 
die  Schnittcurve  desselben  mit  der  Diametralebene, 
welche  dem  nach  seiner  Spitze  gehenden  Durchmesser 
conjugiert  ist,  dem  betreffenden  Diametralschnitt  ähn- 
lich. 

11)  Die  Centralprojection  eines  Kugelkreises  IC 
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au8  einem  Funkte  (7  der  Kugeloberfläche  auf 
die  Diametralebene^  welche  zum  Radius  des 
Punktes  normal  ist,  ist  ein  KreiS;  welcher 
(Fig.  181.)  das  Bild  M'  der  Spitze  M  desjenigen 
Kegels  zum  Centrum  hat,  der  nach  dem  ge- 
gebenen Kreis  die  Kugel  berührt. 

Zieht  man  nämlich  MC*  parallel  AB'  bis  es  CA 
schneidet^  so  ist 

J^Af  :  C*M=JiBfiAM=M'C:MC 
d.  h.  Ä  M  =.  const' 

Oder  auch  es  ist  für  D  als  den  Schnittpunkt  von  AB 

mit  der  Tangente  des  Kreises  in  C,  weil  B  der  Pol 

von  MM'C  ist, 

{ABBM*)  =  —  1 

und  somit  M'  die  Mitte  von  Äff. 

Man  erkläre  hieraus  die  stereographische  Pro- 
jection  der  Erdoberfläche  und  verzeichne  die 
Bilder  der  Breiten-  und  Längenkreise  von  10  zu  10**, 
so  wie  die  der  Wende-  und  Polarkreise  der  gegen- 
überliegenden Halbkugel  a)  für  einen  Punkt  des  Aequa- 
tors,  b)  für  einen  Pol,  c)  für  einen  andern  Punkt  der 
Oberfläche  von  gegebener  Breite  und  Länge. 

12)  Der  Winkel  zweier  Kugeltangenten  in  demselben  Punkte 
ist  dem  Winkel  ihrer  stereographischen  Projectionen 
gleich. 

13)  In  der  Centralprojection  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
aus  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  auf  eine 
beliebige  Ebene  als  Bildebene  projicieren  sich  alle 
ebenen  Schnitte  derselben  als  Kegelschnitte,  die  einen 
festen  Kegelschnitt  —  den  Umriss  der  Fläche  —  dop- 
pelt berühren  und  zwar  je  nach  einer  Sehne,  deren 
Pol  in  Bezug  auf  sie  die  Projection  des  Scheitels  des- 
jenigen Kegels  ist,  der  der  Fläche  nach  dem  betref- 
fenden ebenen  Querschnitt  umschrieben  wird. 

14)  Wenn  zwei  Flächen  zweiten  Grades  einander 
nach  einem  Kegelschnitt  umschrieben  sind, 
so  bestimmen  die  Tangentialebenen  der  einen 
in  jedem  ihrer  Kreispunkte,  welche  die  an- 
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dere  schneiden,  in  dieser  Kegelschnitte;  die 
je  den  betreffenden  Kreispunkt  zum  Brenn- 
punkt haben. 

15)  Eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades  wird  von  den 
Berührungsebenen  einer  ihr  eingeschriebenen  Kugel 
nach  Kegelschnittlinien  geschnitten,  die  den  Berührungs- 
punkt mit  jener  zum  Brennpunkt  haben.  (Vergl.  §70. ; 
4.)  Kimn  man  beide  Brennpunkte  eines  solchen  Schnittes 
in  der  Weise  der  angezogenen  Stelle  bestimmen? 

16)  Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  derselben  dritten 
nach  ebeneü  Curven  umschrieben  sind,  so  schneiden 
sie  sich  nach  zwei  ebenen  Curven,  deren  Ebenen  mit 
denen  der  Berührungscurven  ein  Büschel  bilden,  — 
denn  jede  durch  einen  Punkt  der  Durchdringung  und 
die  Schnittlinie  der  Ebenen  der  Berührungscurven  ge- 
legte Ebene  schneidet  beide  Flächen  in  identischen 
Kegelschnitten.  (Vergl.  oben  6.) 

17)  Man  weise  in  den  betrachteten  SpecialföUen  der  Durch- 
dringung von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  nach,  dass 
vier  Kegel  zweiten  Grades  durch  die  Curve  hindurch- 
gehen. (Vergl.  §  86.) 

18)  Wenn  zerfallt  die  Raumcurve  dritter  Ordnung,  in 
welcher  zwei  einfache  Hyperboloide  sich  schneiden, 
die  eine  Erzeugende  gemein  haben,  in  drei  gerade 
Linien?  (Vergl.  §  93.;  9.) 

19)  Welchen  Bedingungen  muss  die  Darstellung  von  zwei 
einfachen  Hyperboloiden  mit  einer  gemeinsamen  Er- 
zeugenden in  Centralprojection  und  in  Parallelprojec- 
tion  respective  genügen,  damit  die  Durchdringung 
eine  cubische  Ellipse  oder  Hyperbel  werde? 

20)  Man  verzeichne  zu  einem  gegebenen  einfachen  Hyper- 
boloid ein  zweites,  welches  eine  Erzeugende  mit  ihm 
gemein  hat  und  eine  cubische  Parabel  mit  ihm  her- 
vorbringt. 

100.  Wenn  die  Durchdringungscurve  von  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Raumcurve  vierter 
Ordnung  ist — wir  setzen  voraus,  dass  sie  keinen  Doppel- 
punkt besitze,  also  dass  keine  Berührung  der  Fläche  statt- 
findet und  dass  auch  nicht  die  eine  der  beiden  Flächen  eine 
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Kegelfläche  zweiten  Grades  ist,  deren  Doppelpunkt  in  der 
andern  liegt  (vergl.  §  85.)  —  so  besitzt  sie  für  sich  wie 
für  ihre  developpable  Fläche  Symmetrie-Eigen- 
schaften, die  wir  auf  folgendem  Wege  erkennen. 

Wir  wissen,  dass  durch  centrische  CoUineation  aus  der 
Kugel  alle  Nichtregelflächen  zweiten  Grades  und  aus  dem 
einfachen  Rotationshyperboloid  das  allgemeine  einfache  Hyper- 
boloid und  das  hyperbolische  Paraboloid  abgeleitet  werden 
können  und  dass  bei  diesem  Uebergang  alle  projecti vischen 
Eigenschaften  ungestört  bleiben.  Wenn  wir  also  die  leicht 
erkennbaren  Symmetrien  entwickeln,  welche  die  Durchdringung 
einer  allgemeinen  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  einer  concen- 
trischen  Kugel  besitzt,  so  gelangen  wir  durch  den  Uebergang 
zur  centrisch  coUinearen  Figur  dieses  Systems  zu  der  Er- 
kenntniss  der  allgemeinen  Symmetrie-Eigenschaften  der  Durch- 
dringung von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  von  denen 
wenigstens  die  eine  eine  Nichtregelfläche  ist.  Betrachten  wir 
dagegen  die  Durchdringung  einer  allgemeinen  Fläche  zweiter 
Ordnung  mit  einem  concentrischen  einfachen  Rotationshyper- 
boloid, dessen  Rotationsaxe  mit  einer  Axc  der  erstem  Fläche 
zusammen  fällt,  so  erkennen  wir  daraus  die  Symmetriegesetze 
der  Durchdringung  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  von 
denen  wenigstens  die  eine  eine  Regelfläche  ist. 

Die  Untersuchung  der  beiden  einfachen  —  offenbar  durch 
das  Vorhandensein  eines  beiden  Flächen  gemeinsamen  Qua- 
drupels harmonischer  Pole  in  den  Richtungen  der  drei  Axen 
und  dem  Mittelpunkt  characterisierten  —  Fälle  erfordert  aber 
wesentlich  die  gleichen  Mittel  und  giebt  die  gleichen  Resul- 
tate. Sei  die  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  so  gestellt, 
dass  ihre  Axen  den  Projectionsaxen  parallel  und  speciell  die 
Rotationsaxe  parallel  OZ  ist,  so  schneidet  eine  zur  Ebene 
AT  07  parallele  Hilfsebeno  die  eine  Fläche  in  einem  Kegel- 
schnitt mit  zu  O-T,  OY  respective  parallelen  Axen  und  die 
andere  Fläche  in  einem  concentrischen  Kreis.  Die  Schnitt- 
punkte beider  liegen  in  Paaren  auf  Parallen  zu  0^  und  ÖF; 
die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  einen  wie  der  andern 
Fläche  schneiden  sich  in  Paaren  in  den  respective  zu  YOZy 
XOZ  parallelen  gemeinsamen  Hauptebenen.  Fügt  man  aber 
sodann  zu  dieser  Hilfsebene  eine  zweite  zw.  XOY  parallele, 
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welche  vom  gemeinsamen  Mittelpunkt  M  der  Flächen  ebenso 
weit  aber  nach  der  entgegengesetzten  Seite  absteht;  wie  die 
vorige;  so  schneidet  dieselbe  die  allgemeine  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  einem  dem  vorher  gebildeten  gleichen  Kegelschnitt 
und  die  andere  in  einem  dem  vorigen  gleichen  EreisO;  welche 
beide  ihre  ersten  Projectionen  mit  den  vorigen  zusammen- 
fallend haben ;  für  ihre  Tangentialebenen  gelten  die  nämlichen 
Bemerkungen  wie  vorher.  Zwei  solche  Hilfsebenen  liefern 
somit  acht  Punkte  1;  2;  ...  8  (Tafel  XI.)  der  Durchdringungs- 
curvC;  welche  die  Ecken  eines  rechtwinkligen  mit  seinen  Kan- 
ten den  Projectionsaxen  parallelen  Parallel epipeds  bilden;  also 
viermal  in  Paaren  je  auf  Geraden  parallel  den  Projectionsaxen 
und  respective  durch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  M  der 
Flächen  liegen.  Von  diesen  vier  Punkten  aus  wird 
somit  die  Durchdringung'scurve  durch  Kegel  zwei- 
ten Grades  projiciert. 

Die  Tangentialebenen  der  einen  wie  der  andern  Fläche 
in  diesen  acht  Punkten  bilden  je  ein  Octaeder  ABCDEF^ 
A^  ^1 C^  D^  E^  Fl ,  welches  seine  Ecken  paarweis  in  den  Axen 
und  seine  Kanten  zu  je  vier  in  den  gemeinsamen  Hauptebenen 
hat.  Die  Durchschnittslinien  entsprechender  Paare  ihrer 
Flächen;  welche  die  Tangenten  der  Durchdringungscurve  in 
den  gewonnenen  Punkten  sind;  schneiden  sich  also  paarweis 
entweder  in  einer  der  Hauptebenen  oder  sie  sind  parallel; 
d.  h.  schneiden  sich  in  der  unendlich  fernen  Ebene.  Und 
zwar  ist  die  zu  -TOF  parallele  Hauptebene  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte der  Tangentenpai^re  in  Punkten,  welche  auf  Geraden 
aus  der  Richtung  von  OZ  liegen;  die  zu  YOZ  parallele  von 
solchen;  deren  Berührungspunkte  auf  Geraden  in  der  Kich- 
tung  von  O-T;  die  zu  ZOX  parallele  von  solchen;  deren  Be- 
rührungspunkte auf  Geraden  von  der  Richtung  der  OY  und 
die  unendlich  ferne  Ebene  von  solchen;  deren  Berührungs- 
punkte auf  Geraden  aus  M  gelegen  sind.  Die  develop- 
pable  Fläche  der  Durchdringungscurve  hat  also  in 
den  Hauptebenen  und  der  unendlich  fernen  Ebene 
vier  ebene  Doppelcurven,  In  der  Fig.  der  Tafel  XI.  sind 
die  Schnittpunkte  der  Tangenten  der  Durchdringungscurve  in 
den  Punkten  1;  •••  8  eingetragen  und  bezeichnet  durch  T,2; 
^34?  ^56?  ^n  (diese  liegen  in  der  "Ehene  ABEF  und  entspre- 
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eben  dem  doppelt  projicierenden  Kegel  aus  dem  Scheitel  F); 
^ib>  ^2«^  ^37?  ^48  0^  ^^^  Ebene  CDEF,  dem  Kegel  aus  X 
entsprechend);  r,^,  T^^,  Jgg,  TgT  (i»  ABCD  für  den  Kegel 
aus  2);  Tj,,  Tj^,  ^35,  ^46  (unendlich  fem,  dem  Kegel  aus  M 
entsprechend).  Die  Curve  hat  vier  reelle  Punkte  I,  ••  IV  mit 
der  Ebene  AB  CD  und  vier  reelle  Punkte  I*,  ••  IV*  mit  der 
Ebene  ABEF  gemein,  indess  die  Punkte  derselben  in  den 
Ebenen  der  beiden  andern  Doppelcurvcn  nicht  reell  sind; 
jene  sind  die  Punkte  der  acht  reellen  stationären  Ebenen  der 
Curve.  (Vergl.  §  86.5  6.  und  Tafel  III.)  Die  Doppelcurvcn 
gehen  von  da  nach  Jgg-,  J^,,  Jjj,  T^^  respective  in  AB  CD  und 
nach  ^56,  r^s,  T^y  r,2  in  ABEF. 

Oder  die  Scheitel  der  doppelt  umschriebenen 
Kegel  der  Durchdringungscurve  sind  die  Punkte 
des  gemeinsamen  Quadrupels  harmonischer  Pole  in 
beiden  Flächen;  die  Ebenen  der  doppelt  einge- 
schriebenen Curven  der  Developpabeln  derselben 
sind  die  Ebenen  desselben  Quadrupels  und  zwar 
gehört  zu  jedem  Scheitel  die  Gegenfläche  des  Qua- 
drupels als  Ebene  der  bezüglichen  Doppelcurve  und 
umgekehrt. 

Man  erhält  ganz  die  analogen  Resultate  für  zwei  allge- 
meine Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  concentrisch  sind, 
indem  man  Hilfsebenen  benutzt,  welche  zu  einer  der  Ebenen 
des  ihnen  gemeinsamen  Systems  conjugierter  Durchmesser 
(vergl.  §  97.;  17.,  18.)  parallel  und  symmetrisch  sind. 

Gehen  wir  sodann  von  dem  betrachteten  System  zu  einem 
centrisch  coUinearen  System  über,  so  haben  wir  in  demselben 
zwei  allgemeine  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  dem  gemein- 
samen Quadrupel  harmonischer  Pole  i!f, ,  Z, ,  l^t;  ^1  —  ^^^ 
-¥, ,  7, ,  Z,  als  die  Bilder  der  Richtungen  der  Axen  des  Ori- 
ginalsystems —  und  ihre  Durchdringung,  mit  den  Scheiteln 
der  doppeltprojicierenden  Kegel  in  M^,  -X\,  F, ,  Zj  und  den 
entsprechenden  Ebenen  der  Doppelcurvcn  der  Developpabeln 
Zj  F,  Z, ,  F,  Z,  M^ ,  Zj  il/,  X, ,  Äf,  X,  Yy .  Im  Einzelnen  treten  an 
Stelle  der  zu  JTOF  parallelen  und  zum  Centrum  M  symme- 
trischen Hilfsebenen  Ebenenpaare  des  Büschels  aus  X^^  F^, 
welche  zu  den  Ebenen  X^  F,  Zj  und  Xy  Fj  M^  harmonisch  con- 
jugiert  sind;    die  zweimal  vier  Schnittpunkte   in   denselben 
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liegen  in  Paaren  je  viennal  auf  einerlei  Erzeugenden  der 
Kegel  von  den  Scheiteln  Z^  und  31,  und  die  zugehörigen 
Tangenten  der  Durchdringungscurve  schneiden  sich  in  ent- 
sprechenden Paaren  je  viermal  in  Punkten  der  flbenen  X^  7^  üf, 
und  X^Y^Z^]  etc. 

Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung  ist  also  identisch  mit  der  Durch- 
dringungscurve von  zwei  Kegeln  zweiter  Ordnung; 
es  lassen  sich  im  Allgemeinen  vier  solche  Kegel 
durch  diese  Durchdringungscurve  legen.  (Vergl.§86.) 

1)  Nach  den  Entwickelungen  des  Textes  und  mit  Bezug 
auf  §§  83  f.  hat  die  Durchdringungscurve  von  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  die  Cha- 
ractere  m  =  4,  y  =  8,  r  =  8  (§  83.;  11.)  und  muss  also 
nach  den  Anmerk.  der  §§  83.  u.  84.  auch  deshalb  iden- 
tisch sein  mit  der  dort  studierten  Durchdringungs- 
curve von  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades. 

2)  Wenn  beide  Flächen  sich  in  einem  Punkte  berühren; 
so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchdringungs- 
curve und  ein  Punkt  der  Doppelcurve  ihrer  Develop- 
pabeln.  Die  Charactere  der  Durchdringung  sind  die 
in  §83.;  *11.  unter  a)  gegebenen.  Die  Fläche  zwei- 
ter Ordnung,  welche  je  ein  Punkt  des  Raumes  mit 
dieser  Curve  bestinmit,  ist  eine  Regelfläche  —  die 
beiden  erzeugenden  und  einen  dritten  doppelt  um- 
schriebenen Kegel  zweiten  Grades  (vergl.  §§  81.,  85.) 
eingeschlossen.  Die  gemeinsame  Berührungsebene  aller 
dieser  Flächen  im  Doppelpunkt  schneidet  dieselben 
in  Paaren  erzeugender  Geraden,  welche  eine  Involution 
bilden,  deren  Doppelstrahlen  die  Tangenten  der  Curve 
im  Doppelpunkt  sind. 

3)  Eine  Fläche  zweiten  Grades  und  ein  Kegel  zweiten 
Grades,  dessen  Spitze  in  jener  liegt  und  der  von  der 
entsprechenden  Tangentialebene  der  Fläche  zugleich 
berührt  wird,  schneiden  einander  in  einer  Raumcurve 
vierter  Ordnung,  die  einen  Rückkehrpunkt  in  jenem 
Punkte  hat.  Ihre  Charactere  sind  die  unter  c)  am 
vorher  angeführten  Orte  gegebenen.  (Vergl.  §  85.) 

4)  Die  Raumcurve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt 
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bestimmt  mit  jedem  Punkte  des  Raumes  eine  Regel- 
fläche zweiten  Grades.  Die  ihnen  allen  gemeinsame 
Berührungsebene  im  Rückkehrpunkt  ^*  (vergl.  Fig. 
165.)  schneidet  diese  Flächen  in  Paaren  von  geraden 
Erzeugenden,  die  mit  den  Berührungserzeugenden  der 
Kegel  M*MSy  und  M*Sy*  harmonische  Gruppen  bil- 
den —  oder  diese  sind  die  Doppelstrahlen  der  Invo- 
lution von  jenen.  Die  stationäre  Ebene  schneidet  sie 
in  einem  Büschel  von  Kegelschnitten,  die  sich  im  ent- 
sprechenden Punkte  vierpunktig  osculiren. 

5)  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung  bestimmt  mit  jedem  Punkte 
P  des  Raumes  eine  Fläche  zweiter  Ordnung, 
welche  sie  ganz  enthält,  —  denn  alle  die  Kegel- 
schnitte der  besagten  Fläche  mit  den  Ebenen  des 
Bündels  aus  P  sind  linear  bestimmt,  nämlich  durch 
P  und  die  vier  Punkte  der  Durchdringungscurve  in 
der  betrachteten  Ebene.  Durch  eine  solche  Curve 
gehen  also  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung, 
deren  Gesammtheit  als  ein  Flächenbüschel  zweiter 
Ordnung  bezeichnet  wird. 

6)  Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  und  eine  sie  zwei- 
mal schneidende  Gerade  bestimmen  mit  jedem  Punkte 
des  Raumes  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche 
beide  ganz  enthält.  Zwei  Flächen  dieses  Büschels 
sind  Kegelflächen,  alle  übrigen  Regelflächen  zweiten 
Grades.  (Vergl.  §  81.)  Wie  modificiert  sich  diess  für 
den  Fall,  dass  die  Gerade  die  Raumcurve  berührt? 

7)  Von  einem  Punkte  P  des  Raumes  aus  gehen  zwei  Ge- 
rade, welche  die  Durchdringungscurve  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  je  zweimal  schneiden  —  nämlich  die 
beiden  Erzeugenden  der  Fläche  zweiter  Ordnung  aus 
P,  welche  von  der  Durchdringungscurve  bestimmt  ist. 
Also  ist  Ä  =  2.  (Vergl.  §  82.,  c;  §  83.;  *11.)  Man 
sieht  aber,  dass  die  Doppelpunkte  des  Bildes  einer 
solchen  Curve  auch  nicht  reell  sein  können,  und  femer, 
dass  nicht  einer  von  ihnen  allen  reell  sein  kann;  sie 
sind   reell,   wenn   die  durch  das  Projectionscentrum 
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nach  der  Cnrve  gehende  Fläche  zweiter  Ordnung  eine 
Regelfläche  ist.  (Vergl.  Fig.  156.  und  Tafel  III.) 

8)  Die  Polarebenen  von  P  in  beiden  Flächen  zweiter 
Ordnung  schneiden  sich  in  einer  Geraden  pj  welche 
mit  P  eine  Ebene  bestimmt^  die  die  Durchdringungs- 
curve  in  viQr  Punkten  so  durchschneidet;  dass  die- 
selben zweimal  in  Paaren  auf  Geraden  aus  P  liegen. 

9)  Die  Polarebenen  eines  Punktes  P  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  eines  Flächenbüschels  zwei- 
ter Ordnung  bilden  ein  Ebenenbüschel;  d.  h. 
sie  schneiden  sich  in  einer  Geraden  p: 

10)  Die  Polarlinien  einer  Geraden -PjPg  '^^  Bezug 
auf  alle  Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ord- 
nung bilden  die  eine  Regelschaar  eines  ein- 
fachen Hyperboloids  —  denn  sie  liegen  in  den 
entsprechenden  Paaren  der  Ebenen  der  zwei  projec- 
tivischen  Ebenenbüschel  von  den  Scheitelkanten  />, 
und  pj  (j^acJi  9«);  ^^^  Polarebenen  von  Pj  und  P^. 

11)  Die  Pole  einer  Ebene  P^P^P^  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  bil- 
den eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  —  denn 
sie  liegen  in  den  Temen  der  entsprechenden  Ebenen 
von  drei  projecti vischen  Ebenenbüscheln  von  den 
Scheitelkanten  p,;  p^;  p^\  oder  sie  bilden  die  Durch- 
dringungscurve  von  zwei  einfachen  Hyperboloiden  mit 
einer  gemeinsamen  Erzeugenden,  z.  B.  p^,  wenn  die 
von  den  Büscheln  ump|;  pjj  P2;P3  erzeugten  gewählt 
sind.  (Vergl.  §  99.) 

12)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels 
harmonischer  Pole  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
drei  bekannt  sind;  so  findet  man  den  vierten  als  den 
gemeinsamen  Pol  ihrer  Ebene  in  beiden  Flächen. 

13)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels 
harmonischer  Pole  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
zwei  bekannt  sind;  so  liegen  die  beiden  andern  in 
der  Polare  ihrer  Verbindungslinie  für  beide  Flächen 
und  sind  das  gemeinsame  Paar  der  Involutionen 
harmonischer  Pole,  welche  die  Flächen  in  dieser  Qe- 
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raden  bestimmen.    Sie  sind  also  entweder  beide  reell 
oder  beide  nicht  reell.    (§  86.) 

14)  Wenn  von  den  Punkten  des  gemeinsamen  Quadrupels 
einer  bekannt  ist,  so  liegen  die  drei  andern  in  der 
gemeinschaftlichen  Polarebene  desselben  in  beiden 
Flächen  und  bilden  das  gemeinsame  Tripel  harmo- 
nischer Pole  (§  32.)  für  die  beiden  Kegelschnitte^ 
welche  diese  mit  den  beiden  Flächen  gemein  hat. 

15)  Man  erläutere  die  Methode  der  Gonstruction  der  Axen 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  §  97.  als  einen  Spe- 
.cialfall  der  vorigen  allgemeinen  Gonstruction.  (Vergl. 
§  95. ;  12.) 

16)  Man  construiert  das  gemeinsame  Quadrupel  har- 
monischerPole  für  zwei  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, indem  man  für  zwei  willkürlich  gewählte  Ebenen 
—  die  eine  kann  als  die  unendlich  ferne  Ebene  ge- 
dacht werden  —  die  cubischen  Raumcurven  ihrer  Pole 
(11)  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  bestimmt; 
da  dieselben  auf  dem  Hyperboloid  liegen,  welches 
nach  (10)  der  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  ent- 
spricht, so  schneiden  sie  einander  und  die  Schnitt- 
punkte derselben  sind  die  Punkte  des  gemeinsamen 
Quadrupels.  Man  beweist  auch  leicht  direct,  dass 
solche  zwei  cubische  Raumcurven  nur  vier  Punkte 
gemein  haben  können.  Die  cubische  Raumcurve, 
welche  der  unendlich  fernen  Ebene  entspricht,  ist 
die  Ortscurve  der  Centra  der  Flächen  des 
Büschels  —  in  welcher  die  Punkte  des  Quadrupels 
als  Centra  der  durch  die  Curve  gehenden  Kegelflächen 
zweiten  Grades  liegen  müssen.  Man  bedarf  zur  Gon- 
struction ausser  den  beiden  gegebenen  noch  eine 
Fläche  des  Büschels,  die  man  durch  drei  unendlich 
ferne  Punkte  und  einen  Punkt  im  endlichen  Räume 
gehen  lässt,  welche  dann  zugleich  als  Bestimmungs- 
punkte der  beiden  Ebenen  dienen  werden. 

17)  Wenn  die  gegebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  sich  auf 
Gurven  in'  einer  Ebene  reducieren  —  durch  Reduction 
der  Längen  der  zu  dieser  Ebene  conjugierten  Durch- 
messer auf  Null  —  so  ergiebt  sich  aus  der  vorigen 
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Construction  diejenige,  wSlche  zur  Bestimmung  des 
gemeinsamen  Tripels  harmonischer  Pole  der  zwei  Ke- 
gelschnitte dient. 

18)  Wie  liegt  das  gemeinsame  Quadrupel  harmonischer 
Pole  in  den  besonderen  Fällen  der  Durchdringung 
mit  Doppelpunkt  unter  2)  und  mit  Rückkehrpunkt 
unter  3)?  (Vergl.  §  85.) 

19)  Ein  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung  wird  von  einer 
Ebene  in  einem  Curvenbüschel  zweiter  Ordnung  ge- 
schnitten, d.  h.  in  einem  Büschel  von  Kegelschnitten, 
welche  durch  dieselben  vier  Punkte  gehen;  im  All- 
gemeinen sind  diese  von  einander  verschieden. 

20)  Enthielt  die  Ebene  eine  Tangente  der  Curve  vierter 
Ordnung,  welche  allen  Fläclien  des  Büschels  gemein- 
sam ist,  so  wird  das  Büschel  von  solchen  Kegel- 
schnitten gebildet,  die  sich  in  einem  Punkte  berühren 
und  in  zwei  andern  Punkten  schneiden. 

21)  Enthält  die  Schnittebene  zwei  Tangenten  der  Curve 
vierter  Ordnung  oder  gehört  sie  als  Tangentenebene 
zu  einem  ihrer  doppeltprojicierenden  Kegel,  so  besteht 
das  Büschel  aus  Kegelschnitten,  die  einander  in  zwei 
festen  Punkten  berühren. 

22)  Ist  die  Schnittebene  eine  Schmiegungsebene  der  Raum- 
curve  vierter  Ordnung,  so  haben  die  Kegelschnitte 
des  in  ihr  liegenden  Büschels  im  entsprechenden  Punkte 
der  Curve  eine  Osculation  und  schneiden  sich  über- 
diess  in  einem  andern  festen  Punkte. 

23)  Die  stationären  Ebenen  der  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung schneiden  das  zugehörige  Flächenbüschel  in 
Kegelschnitten,  die  im  entsprechenden  Punkte  der- 
selben eine  vierpunktige  Osculation  haben. 

24)  Die  gemeinsame  Tangentialebene  der  beiden  Kegel 
zweiten  Grades,  als  deren  Durchdringung  in  §  85. 
die  Curve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  ent- 
stand, schneidet  das  entsprechende  Flächenbüschel 
zweiter  Ordnung  in  einem  Kegelschnittbüschel  aus 
Paaren  gerader  Linien  durch  den  Rückkehrpunkt, 
d.  h*  in  einer  Involution  von  Strahlen  (4),  welche 
die  entsprechenden  Kegelerzeugenden  zu  Doppelstrah- 


384  Zweiter  Theü. 

len   hat.     Alle  Flachen   dieses  Büschels    sind   soipit 
Regelflächen. 

25)  Man  weise  die  vorhergehenden  Arten  der  Eegelschnitt- 
büschel  als  Schnitte  des  Flächenbüschels  zweiter  Ord- 
nung, welches  durch  die  Curve  vierter  Ordnung  mit 
Rückkehrpunkt  bestimmt  ist,  mit  Ebenen  nach,  die 
die  eine  der  Spitzen  oder  beide  Spitzen  der  erzeu- 
genden Kegel  enthalten. 

26)  Man  erläutere  die  stationäre  Berührung  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  auf  Grund  des  Vorigen  in  der  Art, 
dass  man  die  eine  von  ihnen  und  den  stationären 
Punkt  in  derselben  als  gegeben  voraussetzt  und  die 
Bestimmungselemente  der  zweiten  bezeichnet. 

101.  Der  Vorgang  der  Untersuchung  der  letzten  §§  ist 
auch  für  das  Problem  der  Construction  der  gemeinsam 
umschriebenen  Developpabeln  von  zwei  Flächen 
zweiten  Grades  vollkommen  anwendbar.  Wir  ziehen  es 
aber  vor,  die  Methode  —  das  Princip  der  Reciprocität 
(man  vergl.  §  23.  das  Princip  der  Dualität,  zu  welchem  sich 
das  der  Reciprocität  als  ein  Specialfall  von  besonders  an- 
schaulicher Verknüpfung  stellt)  —  darzulegen,  durch  welche 
seine  allgemeine  Lösungauf  die  bereits  gewonnenen 
des  Problems  der  Durchdri^ngungscurve  zurückge- 
führt wird.  In  Bezug  auf  eine  feste  Fläche  zweiter  Ord- 
nung P  —  denken  wir  z.  B.  eine  Kugel  als  solche  —  ent- 
spricht jedem  Punkte  des  Raumes  eine  Polarobene,  jeder 
Ebene  des  Raumes  ein  Pol;  den  Punkten  einer  Ebene  ent- 
sprechen die  Ebenen  durch  einen  Punkt,  etc.  (Vergl.  §  94.) 
Den  auf  einander  folgenden  Punkten  einer  ebenen  Curve  ent- 
sprechen als  Polarebenen  die  auf  einander  folgenden  Tangen- 
tialebenen einer  Kegelfläche,  deren  Spitze  der  Pol  der  Cur- 
venebene  ist,  imd  umgekehrt,  den  Tangentialebenen  eines 
Kegels  die  Curve  ihrer  Pole  in  der  Polarebene  der  Spitze; 
den  Tangenten  der  ebenen  Curve  die  Erzeugenden  der  Kegel- 
fläche und  umgekehrt. 

Der  stetigen  Folge  der  Punkte  einer  Raumcurve  ent- 
spricht die  stetige  Folge  ihrer  Polarebenen,  die  eine  deve- 
loppablc  Fläche  bilden;  der  Folge  der  Tangenten  von  jener 
entspricht   die  der  Erzeugenden   von  dieser,  d.  h.  den  Ver- 
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bindungslinien  der  Nachbarpunkte  die  Schnittlinien  der  Nach- 
barebenen. Der  Reihe  der  Schmiegungsebenen  der  Curve 
entspricht  die  Reihe  der  Punkte  der  Rückkehrkante  der 
developpabeln  Fläche,  d.  i.  den  Verbindungsebenen  von  je 
drei  Nachbarpunkten  die  Schnittpunkte  von  je  drei  Nachbar- 
ebenen. 

Einer  krummen  Fläche  entspricht  eine  andere  krumme 
Fläche;  die  Polarebenen  der  Punkte  der  ersten  sind  die  Tan- 
gentialebenen, die  Pole  der  Tangentialebenen  der  ersten  die 
Punkte  der  zweiten;  einem  ebenen  Schnitt  der  ersten  ent- 
spricht der  Berührungskegel  der  zweiten  aus  dem  Pol  der 
Ebene  und  umgekehrt  dem  Letztern  der  erste  in  der  Polarebene 
der  Spitze.  Speciell  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Classe 
entspricht  wieder  eine  Fläche  zweiter  Classe  und  Ordnung. 

Sind  ein  Punkt  und  eine  Ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  Pol  und  Polarebene,  so  entsprechen  ihnen 
eine  Ebene  und  ein  Punkt,  die  in  Bezug  auf  die  entspre- 
chende Fläche  zweiten  Grades  Polarebene  und  Pol  sind. 

Zweien  Flächen  zweiten  Grades  Pj,  Pj  entsprechen  also 
zwei  andere  Flächen  zweiten  Grades  Pj*,  Pj*,  aber  den  Punk- 
ten der  einen  die  Tangentialebenen  der  andern.  Der  Curve 
der  gemeinsamen  Punkte  der  ersten  Flächen  entspricht  die 
Developpable  der  gemeinsamen  Tangentialebenen  der  Letz- 
teren. Sind  ein  Punkt  und  eine  Ebene  in  Bezug  auf  beide 
erste  Flächen  zugleich  Pol  und  Polarebene,  so  entsprechen 
ihnen  eine  Ebene  und  ein  Punkt,  die  in  Bezug  auf  beide 
letztere  Flächen  zugleich  Polarebene  und  Pol  sind;  also  ent- 
spricht dem  gemeinsamen  Quadrupel  harmonischer  Pole  der 
erstem  das  gemeinsame  Quadrupel  harmonischer  Polarebenen 
der  Letztem  und  umgekehrt. 

Darum  ist  die  Ordnung  m  der  Durchdringungscurve  der 
Flächen  P  gleich  der  Classe  n*  der  gemeinsam  umschriebenen 
Developpabeln  der  Flächen  P*; 

m  =  n*  =  4. 

Von  den  Tangenten  der  Durchdringungscurve  der  Flächen 
P  haben  acht  mit  einer  beliebigen  Geraden  einen  Punkt  ge- 
mein; also  liegen  von  den  Erzeugenden  der  gemeinsam  um- 
schriebenen Developpabeln  der  Flächen  P*  acht  mit  einer 
beliebigen  Geraden  in  je  einer  Ebene 
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r  =s=  r*  =  8. 
Von  den  Schmiegungsebenen  derDurchdringungscurve  der 
P  gehen  zwölf  durch  einen  Punkt,    daher    liegen    von   den 
Punkten  der  Rückkehrkante  der  Developpabeln  der  P*  zwölf 
in  einer  Ebene  n  =  m*  =  12.     . 

Durch  einen  Punkt  gehen  zwei  Gerade,  die  mit  der  ge- 
meinsamen Curve  der  P  je  zwei  Punkte  gemein  haben;  also 
liegen  in  einer  Ebene  zwei  Gerade,  die  mit  der  gemeinsamen 
Developpabeln  der  P*  je  zwei  Ebenen  gemein  haben 

^  =  Ä*  =  38. 
Die  Punkte  der  gemeinsamen         Die    Ebenen    der    gemein- 
Curve  der  P  liegen  in  Paaren     samen  Developpabeln  der  P* 


auf  den  Erzeugenden  von  vier 
Kegeln  zweiten  Grades,  deren 
Spitzen  die  vier  Punkte  des 
gemeinsamen  Quadrupels  har- 
monischer Pole  der  Flächen 
sind. 

Die  zugehörigen  Tangenten 
der  gemeinsamen  Curve  der  P 
schneiden  sich  in  Paaren  in 
den  Punkten  von  vier  Curven 
vierter  Ordnung,  deren  Ebenen 
die  vier,  durch  das  Quadrupel 
bestimmten  Ebenen  sind 

^  s=  4  •  2,         a:  =  4  •  4. 

Den  Durchschnittspunkten 
der  gemeinsamenCur ve  mit  die- 
sen vier  Ebenen  gehören  die  16 
stationären  Ebenen  an,  wo  vier 
auf  einander  folgende  Punkte 
der  Curve  in  einer  Ebene  lie- 
gen. Stationäre  Punkte  hat 
die  Curve  im  Allgemeinen 
nicht 

a=16,        /3  =  0. 

Durch  die  gemeinsame  Curve 
von  zwei  Flächen  zweiten  Gra- 
des gehen  unendlich  viele  an- 


gehen in  Paaren  durch  die  Tan- 
genten von  vier  Curven  zwei- 
ten Grades,  deren  Ebenen  die 
vier  Ebenen  des  gemeinsamen 
Quadrupels  harmonischer  Po- 
larebenen der  Flächen  sind. 

Die  zugehörigen  Erzeugen- 
den der  gemeinsamen  Develop- 
pabeln der  P*  liegen  in  Paaren 
in  den  Ebenen  von  vier  Kegeln 
vierter  Classe,  deren  Spitzen 
die  vier  durch  das  Quadrupel 
bestimmten  Punkte  sind 

a:*  =  4-2,      y*  =  4-4. 

Den  Ebenen  der  gemeinsa- 
men Developpabeln,  die  durch 
diese  Punkte  gehen,  gehören 
die  16  stationären  Punkte  an, 
wo  vier  auf  einander  folgende 
Ebenen  der  Developpabeln 
durch  einen  Punkt  gehen.  Sta- 
tionäre Ebenen  hat  die  Deve- 
loppable  im  Allgemeinen  nicht 
iS*  =  16,        a*  =  0. 

Die  gemeinsame  Develop- 
pable  von  zwei  Flächen  zwei- 
ten Grades  umhüllt  unendlich 
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dere  Flächen  zweiter  Ordnung 
(Flächenbüschei  2.  Gra- 
des),  nämlich  durch  jeden 
Punkt  im  Raum  einC;  weil 
ihre  Schnitte  mit  den  durch 
ihn  gehenden  Ebenen  bestimmt 
sind ;  vier  von  ihnen  sind  Ke- 
gel;  zwei  derselben  bestimmen 
die  Curve  (nach  §  86.). 


viele  andere  Flächen  zweiten 
Grades  (Flächenschaar  2. 
Grades)^  nämlich  für  jede 
Ebene  im  Raum  eine^  weil  ihre 
Beriihrungskegel  mit  den  in 
dieser  liegenden  Punkten  be- 
stimmt sind;  vier  von  ihnen 
sind  Kegelschnitte;  zwei  der- 
selben bestimmen  die  Deve- 
loppable.  (§84.;  11.  §85.;  7.) 
Für  die  Construction  beider  Probleme  ergiebt  sich  spe- 

ciell  das  Folgende: 

Angenommen  das  gemeinsame  Quadrupel  der  Flächen  sei 

bekannt  (§  100.;  16.);  M^y  M^^  M^y  M^  mögen  seine  Punkte  sein, 

M];-'M4  die  gegenüberliegenden  Flächen, 


so  schneidet  ein  Ebenenpaar 
durch  die  Kante  M^ ,  M^  z.  B., 
welches  mit  den  beiden  durch 
sie  gehenden  Flächen  des  Qua- 
drupels M3,  M,  harmonisch 
conjugiert  ist,  die  Flächen  in 
Kegelschnitten,  welche  durch 
ihre  respectiven  Schnittpunkte 
acht  Punkte  der  Durchdrin- 
gungscurve  lief  ern,  die  viermal 
in  Paaren  auf  Geraden  aus  den 
vier  Punkten  des  Quadrupels 
liegen  und  für  welche  die  Tan- 
genten der  Durchdringungs- 
curve  sich  viermal  in  Paaren 
in  den  vier  Eb^en  desselben 
begegnen. 

Die  acht  Tangenten  in  den 
Punkten  einer  Gruppe  (vergL. 
§  86.;  13.,  14.)  bestimmen  in 
jeder  Ebene  als  ihre  Durch- 
stosspunkte  acht  Punkte  eines 
Kegelschnitts  und  mit  jedem 
Punkte  acht  Tangentialebenen 


so  bestimmt  ein  Punktepaar 
in  der  Kante  MiMj  z.  B.,  wel- 
ches mit  den  beiden  in  ihr  lie- 
genden Ecken  des  Quadrupels 
M^y  M^  harmonisch  conjugiert 
ist,  mit  den  Flächen  Berühr- 
ungskegel, welche  durch  ihre 
respectiven  gemeinsamen  Tan- 
gentialebenen acht  Ebenen  der 
De veloppabeln  liefern,  die  vier- 
mal in  Paaren  sich  in  Geraden 
auf  den  vier  Ebenen  des  Qua- 
drupeb  schneiden  und  für  die 
die  Erzeugenden  der  Develop- 
pabeln  viermal  in  Paaren  auf 
Ebenen  aus  den  Punkten  des 
Quadrupels  liegen. 

Die  acht  Erzeugenden  in  den 
Ebenen  einer  Gruppe  bestim- 
men mit  jedem  Punkte  acht 
Tangentialebenen  einer  Kegel- 
fläche zweiten  Grades  und  mit 
jeder  Ebene  acht  Punkte  eines 
Kegelschnitts;  sie  sind  somit 

26« 
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einer  Kegelfläche  zweiten  Gra-     acht    Erzeugende    eines    ein- 
des ;   sie  sind  somit  acht  Er-     fachen  Hyperboloids,  welchem 
zeugende  eines  einfachen  Hy-     die  developpabele  FlJiche  um- 
perboloids;  welchem  die  Curve     schrieben  ist. 
aufgeschrieben  ist.  (§  92. ;  2.) 

In  Bezug  auf  die  constructive  Bedeutung  des  Pro- 
blems von  der  gemeinsamen  Developpabeln  bemerken 
wir  noch,  dass  wenn  eine  der  betrachteten  Flächen 
leuchtend  und  die  andere  das  beleuchtete  Object 
ist,  die  Berührungscurven  der  Developpabeln  mit 
der  letztern  Fläche  die  Grenzlinien  des  Halbschat- 
tens und  des  Vollschattens  auf  derselben  sind,  wäh- 
rend die  Mäntel  der  developrpabeln  Fläche  selbst 
auf  der  der  leuchtenden  Fläche  abgewendeten  Seite 
der  beleuchteten  die  Räume  begrenzen,  welche  man 
als  Halbschatten-  und  Kernschattenräume  bezeich- 
nen kann. 

1)  Man  erläutere  die  Construction  der  gemeinsamen  um- 
schriebenen Developpabeln  von  zwei  Kegelschnitten 
oder  von  zwei  ebenen  Ourven  überhaupt  als  dualistisch 
entsprechend  oder  reciprok  zur  Construction  der  ge- 
meinsamen Curve  von  zwei  Kegelflächen. 

2)  Man  erörtere  die  constructiven  Bedingungen  für  das 
Auftreten  von  Doppelebenen  der  so  entstehenden  De- 
veloppabeln ;  insbesondere  von  stationären  Ebenen  im 
Vergleich  zu  §  85.    (Vergl.  §  104. 5  7.,  8.) 

3)  Man  zeige  aus  der  Construction,  dass  in  den  Ebenen 
der  Doppelkegelschnitte  der  Developpabeln  je  vier 
Erzeugende  derselben  liegen  und  ebenso,  dass  durch 
die  Spitzen  der  doppelt  berührenden  Kegel  zweiten 
Grades  der  Durchdringungscurve  je  vier  Tangenten 
derselben  gehen.  Diess  ist  in  Uebereinstimmung  einer- 
seits mit  r*  =  8,  anderseits  mit  r  =  8. 

4)  Eine  beliebige  Ebene  £  des  Raumes  enthält  zwei  Ge- 
rade, welche  mit  der  gemeinsamen  Developpabeln  von 
zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  je  zwei  Schmiegungs- 
ebenen  gemein  haben  —  nämlich  die  beiden  in  E 
gelegenen  Erzeugenden  derjenigen  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  E  berührt  und  der  Developpabeln  ein- 
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geschrieben  ist.  Man  sieht;  dass  die  Doppeltangenten 
des  ebenen  Schnittes  der  Developpabeln  auch  nicht 
reell  sein  können. 

5)  Wie  bedingt  man,  dass  die  einer  solchen  De- 
veloppabeln eingeschriebene  Fläche  zweiter 
Ordnung  eine  Segelfläche  wird?  Man  lässt  die 
sie  bestimmende  Ebene  durch  die  Schnittlinie  von  zwei 
Ebenen  der  Developpabeln  gehen.  (Vergl.  §  100.;  7.) 

6)  Die  Pole  E  einer  Ebene  E  in  Bezug  auf  zwei  gege- 
bene Flächen  zweiter  Ordnung  liegen  in  einer  Gera- 
den ßy  welche  mit  E  einen  Punkt  bestimmt  ^  durch 
den  an  ihre  gemeinschaftliche  Developpable  vier  Ebenen 
geheU;  die  sich  zweimal  in  Paaren  auf  Geraden  in  E 
durchschneiden. 

7)  Man  entwickele  die  Erzeugung  der  Flächen  zweiten 
GradeS;  welche  der  in  §  98. ;  12.  gegebenen  reciprok 
ist. 

8)  Man  bilde  zu  §  100.;  9 — 16.  die  entsprechenden  Sätze 
und  Constructionen  nach  dem  Princip  der  Reciprocität. 

9)  Man  erläutere  die  Construction  der  gemeinsam  um- 
schriebenen developpabeln  Fläche  für  zwei  Kegel- 
schnitte K^y  K^  in  verschiedenen  Ebenen  H^  und  Mj 
und  die  Bestimmung  der  Ebenen  der  beiden  übrigen 
Kegelschnitte  auf  derselben. 

10)  Man  characterisiere  die  gemeinschaftlich  umschriebene 
Developpable  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  für 
den  Fall;  dass  sich  diese  in  einem  Punkte  berühren 
und  erläutern;  wie  dieselbe  durch  zwei  Kegelschnitte 
in  doppelter  Weise  erzeugt  werden  kann.  (Vergl. 
§  100.;  2.,  §  85.  und  §  81.) 

11)  Wenn  besitzt  die  gemeinsam  umschriebene  Develop- 
pable von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  eine  statio- 
näre Ebene  und  wie  kann  eine  solche  als  Grenzfläche 
des  Halbschattens  und  Kemschattens  erzeugt  werden; 
den  eine  leuchtende  Kegelschnittfläche  mit  einem  an- 
dern Kegelschnitt  bildet?    (Vergl.  §  85.) 

12)  Die  Developpable  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  mit 
Rückkehrpunkt  ist  die  gemeinsam  umschriebene  von 
unendlich  vielen  Flächen  zweiten  GradeS;  die  in  dem 
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der  stationären  Ebene  entsprechenden  Curvenpiinkte 
nach  jener  in  stationärer  Berührung  sind  — *so  wie 
die  Ciirve  selbst  die  gemeinsam  eingeschriebene  von 
unendlich  vielen  Flächen  zweiten  GradeS;  die  im  sta- 
tionären Punkt  in  stationärer  Berührung  sind. 
13)  Wenn  für  eine  developpable  Fläche  vierter  Classe  die 
eine  der  Doppelcurven  ein  gegebener  Kegelschnitt  K^ 
und  die  andere  JS^j  ®^^  Kreis  in  der  unendlich  fernen 

Flg.  182. 


Ebene  ist,  der  die  Richtung  der  Normalen  zur  Ebene 
von  if]  zum  Mittelpunkt  hat,  so  sind  alle  Erzeugen- 
den und  Tangentialebenen  der  Developpabeln  gegen 
jene  Normale  und  gegen  die  Ebene  des  Kegelschnitts 
Ä"i  von  gleicher  Neigung.  Ist  die  letztere  horizontal, 
so  kann  man  die  fragliche  Developpable  als  eine 
solche  von  gleichem  Falle  durch  einen  hori- 
zontalen Kegelschnitt  bezeichnen,  sowie  die  de- 
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veloppablc  Schraubenääche  die  Developpable  von  glei- 
chem Falle  durch  eine  horizontale  Kreis  -  Evolvente 
ist.  Man  zeige^  dass  die  beiden  andern  Kegelschnitte 
auf  der  Developpabeln  in  denjenigen  Ebenen  liegen, 
welche  durch  die  Axen  von  if^  normal  zu  seiner  Ebene 
gehen  und  bestimme  sie. 

14)  Man  bestimme  die  Lage  der  beiden  Kegelschnittebenen 
für  die  Developpable  gleichen  Fallens  durch 
einen  Kegelschnitt  in  schräger  Ebene  —  der 
Mittelpunkt  des  unendlich  fernen  Kreises  ist  die  Rich- 
tung der  Verticalen. 

15)  Man  zeige,  dass  für  den  Doppelkegelschnitt  E^  als 
Hyperbel  die  Developpable  von  gleichem  Fallen  vier 
reelle  Erzeugende  in  der  unendlich  fernen  Ebene  hat. 

16)  Die  Erzeugenden  der  Developpabeln  werden  durch 
die  drei  im  endlichen  Räume  gelegenen  Doppelkegel- 
schnitte derselben  in  gleichem  Verhältniss  getheilt. 

17)  Die  einer  solchen  Developpabeln  -  eingeschriebenen 
Flächen  zweiten  Grades  sind  concentrisch. 

18)  Ist  der  unendlich  ferne  nicht  reelle  Kreis  die 
eine  der  Doppelcurven,  so  sind  alle  die  der  de- 
veloppabeln Fläche  eingeschriebenen  Flächen  zweiter 
Ordnung  concentrisch  und  haben  dieselben  Haupt- 
ebenen; die  Doppelcurven  liegen  in  diesen  und  zwei 
derselben  sind  reelL 

Weil  nach  9)  §  100.  die  Pole  einer  Ebene  in  Be- 
zug auf  alle  der  Developpabeln  eingeschriebenen  Flä- 
chen zweiter  Ordnung  eine  Gerade  bilden,  und  nach 
12)  §  94.  eine  Ebene  und  eine  Gerade  oder  zwei  Ge- 
rade conjugiert  sind  in  Bezug  auf  den  nicht  reellen 
unendlich  fernen  Kreis,  wenn  sie  normal  zu  einander 
sind,  so  liegen  die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf 
die  Flächen  der  Schaar  auf  einer  zur  Ebene  normalen 
Geraden. 

In  Folge  dessen  haben  die  Hauptschnitte  aller 
dieser  Flächen  dieselben  Brennpunkte  (vergl.  §  35.); 
man  nennt  sie  confocale  Flächen  zweiten  Gra- 
des und  bezeichnet  die  Doppelkegelschnitte  als  ihre 
Focalcurven.    Die  Figur  182.   zeigt    die  Focalcur- 
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ven  Fl,  F^  des  EUipsoids  von  den  Axen  AB^  CD, 
EF  —  dicss  ist  auch  ihre  Ordnung  nach  der  Grösse. 
Es  sind  G^^  H^  die  Brennpunkte  des  Hauptschnittes 
ABCDy  G^y  H2  ^^^  ^^^  ABEF  und  G^j  H^  die  von 
CDEF]  die  Focalellipse  P,  in  der  Ebene  ^J5C2>  geht 

durch  C2^2^3^3  ^^^^  ^1;  ^i  ^^^^  ^^^^  Brennpunkte; 
die  Focalhyperbel  P2  in  der  Ebene  ABEF  geht  durch 
G^y  Hy  und  hat  die  Brennpunkte  G^j  H^\  sie  dringt 
in  den  Punktepaaren  A', ,  K^y  den  Kreispunkten ,  aus 
der  Fläche  heraus.  Die  entsprechenden  Diametral- 
kreisschnitte sind  K^*y  K^, 

19)  Durch  jeden  Punkt  im  Räume  gehen  drei  Flächen 
von  der  Schaar  der  Confocalen,  die  zu  einander  recht- 
winklig sind ;  ihre  Tangentialebenen  in  diesem  Punkte 
sind  die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen, 
welche  zugleich  in  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche 
zweiter  Ordnung  oder  die  gegebene  Doppelcurve  der 
Developpabeln  einander  conjugiert  sind. 

20)  Die  Focalcurven  bilden  den  Ort  der  Scheitel  derjenigen 
Rotationskegcl,  welche  den  Flächen  der  Schaar  um- 
schrieben werden  können;  sie  durchschneiden  daher 
did  Flächen]  normal  in  ihren  Nabelpunkten ,  wo  der 
Rotationskegel  sich  in  die  Tangentialebene  reduciert, 
und  jede  geht  durch  die  Brennpunkte  der  andern. 
(Vcrgl.  §  70.;  7.) 

21)  Das  Centrum  der  Collineation  zwischen  einer 
Kugel  und  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegt 
auf  einer  Focalcurve  der  Letzteren,  dernach 
dem  Centrum  der  Kugel  gehende  Collinea- 
tionsstrahl  ist  die  bezügliche  Tangente  von 
jener  (vergl.  §98.);  in  der  Figur  dieser  Collineation 
(Fig.  176,,  177.)  ist  daher  die  eine  der  Focalcurven 
durch  fünf  Punkte  und  ihre  Tangenten  bestimmt. 

22)  Die  Durchdringungscurve  von  zwei  confocalen  Flächen 
zweiten  Grades  ist  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung 
von  der  Eigenschaft,  dass  die  Normalen  der  einen 
Fläche  in  den  auf  einander  folgenden  Punkten  der 
Curve  sich  schneiden,  weil  sie  in  der  bezüglichen 
Tangentialebene  der  andern  Fläche  liegen;  man  nennt 
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sie  die  Krümmungslinien  der  Fläche.    (Vergl. 
§  78.;  5.,  6.) 

23)  Durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
gehen  zwei  Krümmungslinien  und  diese  sind  recht- 
winklig zu  einander. 

24)  Die  orthogonalen  Projectionen  der  Krümmungslinien 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  auf  ihre  Uauptebenen 
sind  Kegelschnitte;  deren  Axen  mit  denen  dieser 
Hauptschnitte  zusammenfallen;  etc. 

25)  Die  Grenzen  des  Halbschattens  und  VoUschattens  an 
einer  Fläche  zweiten  Grades^  welche  durch  eine  andre 
Fläche  zweiten  Grades  beleuchtet  wird;  sind  Raum- 
curven  vierter  Ordnung. 

26)  Man  bilde  die  Reciproken  zu  den  in  §  101.;  19 — 25. 
gegebenen  Sätzen  und  Aufgaben. 

102.  Die  Flächen  zweiten  Grades  erläutern  einfach  und 
vollständig  die  doppelte  Entstehungsweise  einer  krum- 
men Fläche  als  Ort  von  Punkten^  sagen  wir  von  auf- 
geschriebenen Curven,  und  als  Enveloppe  von  Ebe- 
nen, sagen  wir  von  umschriebenen  Developpabeln.  Sie 
ermitteln  zugleich  den  Beweis,  dass  diese  beiden  An- 
schauungsweisen der  krummen  Flächen  als  doppelt  un- 
endliche Reihen  von  Punkten,  und  als  doppelt  unendliche 
Schaaren  von  Ebenen  —  im  Gegensatz  zu  den  Curven  und 
developpabeln  Flächen  als  einfach  unendlichen  Reihen  und 
Schaaren  —  für  alle  Flächen  gültig  sind  und  liefern 
dabei  ein  für  die  darstellende  Geometrie  wichtiges  Theorem 
über  dieselben.  Ist  P  ein  Punkt  der  krummen  Fläche  F  und 
F  die  zugehörige  Tangentialebene  derselben  und  zieht  man 
in  P  durch  P  nach  drei  verschiedenen  unendlich  nahen  Punk- 
ten P,,  Pj?  ^3  die  Geraden  PP^^  PP^,  PPg,  welche  also  Tan- 
genten von  F  in  P  sind,  so  denke  man  durch  P,  P^ ,  Pj  ^i^® 
Fläche  zweiten  Grades  gelegt,  die  somit  F  in  P  berührt  und 
also  auch  P^  enthält.  Legt  man  dann  durch  die  Geraden 
PP, ,  PP2f  PP^  —  etwa  nach  einem  beliebigen  Punkte  des 
Raumes  drei  Ebenen,  so  schneiden  diese  die  Fläche  in  drei 
Curven,  deren  zu  Pj,  P^y  P3  respective  benachbarte  Punkte 
wir  Pj*,  P2*,  P3*  nennen  wollen  und  die  vorerwähnte  Fläche 
zweiter  Ordnung  Fj  kann  auch  durch  diese  drei  Punkte  ge- 
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führt  werden.  Sie  bat  dann  die  Eigenschaft,  dass  alle  ihre 
ebenen  Schnitte  durch  P  die  entsprechenden  Schnitte  der 
Fläche  F  in  diesem  Punkte  P  dreipunktig  berühren  oder  os- 
culieren  —  denn  der  Punkt  P  muss  nach  den  gegebenen  Be- 
dingungen in  ihrer  Schnittcurve  mit  der  Tangentialebene  ein 
dreifacher  Punkt  sein.  Man  sagt;  dass  die  Fläche  zweiten 
Grades  Fj  selbst  die  Fläche  F  in  jP  osculiere  und  sieht  aus 
der  Betrachtung;  dass  in  jedem  Punkte  einer  krummen  Fläche 
unzählig  viele  sie  osculierende  Flächen  zweiten  Grades  be- 
stimmt werden  können. 

Immer  aber  haben  in  Folge  der  Construction  beide  Flächen 
F  und  Fj  nicht  nur  in  P^  sondern  auch  in  allen  dem  Punkte 
P  unendlich  nahen  Punkten  P^^  Pj  •  •  •  einerlei  Tangentialebenen 
und  die  Beziehungen  der  Tangentialebenen  und  Tangenten 
der  Flächen  zweiten  Grades  um  einen  Punkt  herum  stimmen 
sonach  mit  denen  der  Tangentialebenen  und  Tangenten  der 
Fläche  F  in  den  zu  P  unendlich  nahe  benachbarten  Punkten 
vollständig  überein.  Also  haben  die  Infiexions-  oder  Haupt- 
tangenten der  Fläche  F  in  />  je  drei  Punkte  mit  der  besag- 
ten Fläche  F2  gemein;  d.  h.  sie  sind  ihre  Erzeugenden  für 
den  Punkt -P.  Und  so  wie  die  Tangenten  der  Fläche  F2 
in  P  paarweis  conjugiert  sind  (§94.;  13.);  so  dass  die 
Tangentialebenen  aus  den  nächstfolgendenPunkten 
der  einen  an  die  Fläche  durch  die  andere  hindurch 
gehen;  so  sind  es  auch  die  Tangenten  der  krummen 
FlächeF;  diesePaare  bilden  eineinvolution;  welche 
die  Inflexionstangenten  von  F  oder  die  Erzeugen- 
den der  Fläche  zweiten  Grades  Fj  in  P  zu  ihren 
Doppelstrahlen  hat. 

Legen  wir  parallel  der  Tangentialebene  F  in  i>  und  in 
unendlich  kleiner  Entfernung  von  ihr  eine  die  Eläche  F  und 
Fj  schneidende  Ebene  F*;  so  enthält  dieselbe  die  der  Tan- 
gentialebene unendlich  nahen  Punkte  F*  und  da  dieselben  der 
Fläche  F  und  der  osculierenden  Fläche  Fj  gemeinsam  sind; 
so  schneidet  sie  F^  und  zugleich  F  in  einem  Kegelschnitt; 
d.  h.  der  der  Tangentialebene  einer  krummen  Fläche 
unendlich  nahe  und  ihr  parallele  ebene  Schnitt  der- 
selben ist  als  ein  unendlich  kleiner  Kegelschnitt  A~ 
anzusehen.    Ist  dann  M  der  Mittelpunkt  der  Fläche  Fj;  so 
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liegt  der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  im  Durchschnitt 
des  der  Ebene  P  conjugierten  Durchmesserti  MP  mit  der 
Schnittebene;  weil  alle  Parallelschnitto  von  Fj  zu  einander 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind,  so  bilden  die  conjugierten 
Durchmesser  von  K  eine  Involution;  welche  der  Involution 
der  conjugierten  Tangenten  der  Flächen  Fj  und  F  in  P  gleich 
ist  und  deren  Doppelstrahlen  den  ihrigen  parallel  sind.  Der 
Kegelschnitt  K  ist  also  eine  Ellipse,  so  lange  P  ein  ellip- 
tischer Punkt  und  er  ist  eine  Hyperbel,  sobald  P  ein  hy- 
perbolischer Punkt  ist;  dann  geben  seine  Asymptoten  die 
Lage  der  Haupttangenten  in  P.  Er  ist  endlich  eine  Pa- 
rabel, wenn  P  ein  parabolischer  Punkt  der  Fläche  ist  und 
die  Axenrichtung  giebt  dann  die  Haupttangente  in  P. 
Deshalb  hat  man  den  unendlich  kleinen  Kegelschnitt  K  die 
Indicatrix  der  Fläche  F  im  Punkte  P  genannt. 

1)  Ist  der  Punkt  P  ein  parabolischer  Punkt  in  der  Fläche 
F,  so  dass  seine  Infiexionstangenten  zusammen  falldn, 
so  ist  die  osculieronde  Fläche  zweiten  Grades  Fj  noth- 
wendig  ein  Kegel.  Ist  dann  Pi  der  zu  P  nächste 
Punkt  in  der  Inflexionstangente  oder  der  Erzeugen- 
den des  Kegels,  so  berührt  die  Tangentialebene  in  P 
den  Kegel  und  folglich  auch  die  Fläche  F  noch  in 
Pi\  d.  h.  die  Tangentialebene  der  krummen  Fläche 
in  einem  parabolischen  Punkt  berührt  die  Fläche  in 
zwei  auf  einander  folgenden  Punkten  und  wird  daher 
eine  stationäre  Tangentialebene  derselben  ge- 
nannt. 

2)  Ist  P  ein  parabolischer  Punkt  in  der  Fläche  F,  so 
gehen  die  Tangentialebenen  der  Fläche  in  den  zu  P 
nach  allen  Seiten  unendlich  nahen  Punkten  derselben 
durch  die  Haupttangente  in  P  und  bilden  somit  ein 
Büschel. 

3)  Ist  P  ein  Nabelpunkt  (Umbilicus)  in  der  osculierenden 
Fläche  Fj,  so  ist  er  auch  ein  solcher  in  der  Fläche 
F;  unter  den  osculierenden  Flächen  zweiten  Grades 
ist  dann  eine  Kugel. 

4)  Berühren  zwei  krumme  Flächen  F,  F'*'  einander  in 
einem  Punkte  P,  d.  h.  haben  sie  in  diesem  Punkte 
dieselbe   Tangentialebene  P,    so   giebt   es   im   Allge- 
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meinen  in  P  ein  gemeinsames  Paar  conjngierter  Tan- 
genten derselben.  (§  31.;  13.) 

5)  Wenn  von  einem  Punkte  M  im  Raum  an  eine  krumme 
Fläche  F  zwei  Tangenten  unter  unendlich  kleinen 
Winkeln  zu  einander  gelegt  werden,  die  in  P^  P,  die- 
selbe berühren;  so  dass  PP^  ein  Curvenelement  auf 
der  Fläche  F  ist,  so  sind  />/>,,  PM  für  die  in  P  an 
F  osculierende  Fläche  zweiter  Ordnung  Fj  und  also 
für  die  Fläche  F  selbst  ein  Paar  von  conjugierten 
Tangenten  uud  dieselben  bilden  daher  mit  den  In- 
ilexions-  oder  Haupttangenten  der  Fläche  F  in  P  eine 
harmonische  Gruppe. 

6)  Für  eine  der  krummen  Fläche  F  nach  einer 
Curve  C  umschriebene  developpable  Fläche 
D  sind  in  einem  Punkte  P  von  C  die  Tangente 
t  von  Cy  die  Erzeugende  e  von  D  und  die  In- 
flexionstangenten  vonF  in  P  zwei  Paare  eines 
harmonischen  Büschels. 

7)  Wird  der  krummen  Fläche  von  einem  Punkte  M  im 
Räume  aus  ein  Berührungskegel  umschrieben,  so  ist 
in  jedem  Punkte  P  der  Berührungscurve  derselben 
mit  der  Fläche  die  Tangente  der  Letzteren  conjugiert 
harmonisch  zu  der  Erzeugenden  des  Kegels  in  Bezug 
auf  die  Haupttangenten  der  Fläche  oder  sie  bilden 
mit  irgend  zwei  Paaren  von  conjugierten  Durchmes- 
sern der  Indicatrix  der  Fläche  in  P  eine  Involution. 

8)  Der  Kegel  der  Tangenten  vonif  an  eine  Fläche 
F  wird  zugleich  umhüllt  von  den  Tangential- 
ebenen der  Fläche  aus  M,  Die  Classe  des  Be- 
rührungskegels ist  die  Classe  der  Fläche  F. 

ICß.  a)  Wenn  nach  dem  Vorigen  jede  Fläche  ebenso 
durch  aufgeschriebene  Curven  als  Ort  wie  durch  umschrie- 
bene Developpable  als  Enveloppe  erzeugt  werden  kann,  so 
entspringt  aus  dem  Vorhergehenden  naturgemäss  die  Frage 
nach  denjenigen  Curven  auf  einer  Fläche,  deren 
Developpable  dieselbe  Fläche  umhüllen  oder  ihr  zu- 
gleich umschrieben  sind^  denn  solche  hat  die  Theorie  der 
Flächen  zweiten  Grades  in  den  Haupttangenten  oder  Erzeu- 
genden der  Fläche  hervortreten  lassen. 
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Man  sieht;  daßs  die  allgemeine  Antwort  auf  die  Frage 
lauten  muss:  Diese  Curven  sind  diejenigen  Raum- 
curven  auf  der  FlächO;  deren  Schmiegungsebenen 
die  Fläche  berühren.  Und  daraus  lässt  sich  die  Lage 
dieser  Curven  auf  der  Fläche  anschaulich  bestimmen.  Wir 
sahen  in  §  87.;  dass  jeder  durch  eine  Haupttangente  der 
Fläche  geführte  ebene  Schnitt  derselben  diese  Gerade  zur 
Inflexionstangente  im  Berührungspunkt  hat;'d.  i.  dass  er  drei 
unendlich  nahe  Punkte  mit  ihr  gemein  hat.  Denken  wir  also 
auf  der  Fläche  eine  CurvC;  welche  in  jedem  ihrer  Punkte  die 
eine  der  entsprechenden  Haupttangenten  der  Fläche  berührt; 
so  besitzt  dieselbe  für  jede  ihrer  Schmiegungsebenen  die  ge- 
forderte Eigenschaft;  die  Fläche  zu  berühren. 

Qeht  man  also  von  irgend  einem  Anfangspunkt  in  der 
Fläche  aus  um  ein  unendlich  kleines  Element  in  der  Richtung 
der  einen  Haupttangente  fort;  um  am  Ende  desselben  in  die 
Richtung  der  neuen  Haupttangente  einlenkend  ein  neues  un- 
endlich kleines  Element  in  dieser  zu  durchlaufen  etc.;  so 
erhält  man  eine  Curve  der  Haupttangenton  oder  eine 
asymptotische  Curve  der  Fläche  —  in  der  letztern 
Weise  benannt  nach  ihrer  Berührung  mit  der  Asymptote  der 
Indicatrix  der  Fläche  in  jedem  ihr  angehörenden  Punkte. 

Man  sieht;  dass  durch  jeden  Punkt  der  krummen  Fläche 
im  Allgemeinen  zwei  solche  Curven  gehen;  dass  also  zwei 
Schaaren  solcher  Curven  auf  der  Fläche  möglich  sind; 
jede  dieser  Schaaren  erzeugt  diese  Fläche  ebensowohl  als 
Ort;  wie  auch  als  Enveloppe  ihrer  Schmiegungsebenen.  Man 
sieht  aber  auch;  dass  diese  Curven  nur  für  die  hyper- 
bolischen Punkte  der  krummen  Flächen  reell  sind; 
und  dass  sich  ihre  Paare  für  die  parabolischen  Punkte 
derselben  in  je  eine  vereinigen.  Von  den  Flächen  zwei- 
ten Grades  haben  nur  die  Regelflächen  reelle  asymptotische 
Linien  in  ihren  Erzeugenden;  die  Kegelfiächen  zeigen  die 
Vereinigung  derselben  in  eine  einzige  Schaar. 

b)  Im  Gegensatz  dazu  haben  wir  schon  bei  den  develop- 
pabeln  Flächen  (§  72.)  aber  nicht  nur  für  diese;  sondern 
allgemein  gesehen;  dass  die  geodätischen  Linien  zwischen 
beliebigen  Punktepaaren  einer  krummen  Fläche  dadurch  cha- 
racterisiert  sind;  dass  ihre  Schmiegungsebene  in  jedem 
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Punkt  zur  Fläche  normal  ist,  oder" die  zugehörige  Nor- 
male der  Fläche  enthält. 

c)  Endlich  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  des  vorigen  §, 
dass  für  die  Axenrichtungen  der  Indicatrix  und 
nur  für  diese  die  Eigenschaft  stattfindet,  dass  die 
in  unendlich  nahe  benachbarten  Punkten  der  Fläche 
auf  ihr  errichteten  Normalen  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  oder  in  einer  Ebene  liegen. 

J>enn  die  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten  der  In- 
dicatrix  projicieren  sich  auf  der  Ebene  derselben  nach  dem 
Satz  von  den  conjugierten  Tangenten  als  Normalen  der  In- 
dicatrix  in  jenen,  während  die  Normale  im  betrachteten  Punkt 
ihre  Projection  im  Mittelpunkt  der  Indicatrix  selbst  hat;  die 
Letztere  kann  sonach  nur  von  denjenigen  Normalen  benach- 
barter d.  h.  in  der  Indicatrix  gelegener  Punkte  geschnitten 
werden,  deren  Projectionen  durch  den  Mittelpunkt  gehen, 
was  bekanntlich  nur  für  die  den  Scheitelpunkten  des  Kegel- 
schnitts entsprechenden  der  Fall  ist. 

Wenn  man  also  von  einem  Punkte  der  Fläche  aus  in  der 
einen  Äxenrichtung  der  Indicatrix  um  ein  Element  fortgeht, 
um  am  Ende  desselben  in  die  Äxenrichtung  der  neuen  ent- 
sprechenden Indicatrix  einzubiegen  etc.,  so  erhält  man  eine 
Curve  auf  der  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die 
Normalen  der  Fläche  in  ihren  Punkten  eine  developpable 
Fläche  bilden. 

Man  sieht,  dass  es  auf  jeder  Fläche  zwei  stets  reelle 
Schaaren  von  Curven  dieser  Art  giebt,  die  sich  überall  recht- 
winklig durchschneiden  —  die  Krümmungslinien  der 
Fläche.  DieRichtung  ender  bei  denKrümmungslinien 
in  einem  Punkte  der  Fläche  halbieren  die  Winkel, 
welche  die  Richtungen  der  beiden  Curven  der  Haupt- 
tangenten in  demselben  Punkte  mit  einander  bilden. 

d)  Denken  wir  sodann  alle  Normalen  einer  Fläche  in  den 
Punkten  derselben,  die  einem  gegebenen  Punkte  P  unendlich 
nahe  benachbart  sind,  so  lässt  sich  über  ihre  Vertheilung  im 
Räume  Folgendes  erkennen:  Wir  construieren  eine  die  Fläche 
in  P  osculierende  Fläche  zweiten  Qrades,  welche  zugleich 
den  Punkt  P  zum  Scheitel  hat,  so  dass  die  Indicatrix  der 
gegebenen  Fläche  für  P  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  zu 


Ciirven  und  Fl&chen.  399 

dem  zur  betreffenden  Axe  der  osculierenden  Fläche  zweiten 
Grades  normalen  Uauptschnitt^  während  ihre  Axen  die  Ge- 
raden sind;  in  welchen  die  beiden  andern  Hauptebenen  die 
Ebene  der  Indicatrix  schneiden.  Dann  sind  alle  dem  Punkte 
P  unendlich  nahen  Punkte  der  Fläche  in  den  beiden  durch  P 
gehenden  Hauptebenen  derselben  in  P  selbst  projiciert  und 
alle  zugehörigen  Kormalen  der  FUche  werden  die  Gerade 
schneiden^  die  imDurchschnittsimnkt  der  Normalen  des  Haupt- 
schnitts in  den  zu  P  unendlich  nahen  Nachbarpunkten  des- 
selben d.  h.  im  zugehiftrigen  Krümmungsmittelpunkt  K  des- 
selben auf  seine  Eibene  projiciert  erscheint  oder  dort  zu  ihr 
normal  ist. 

Nennen  wir  also  die  beiden  durch  die  Flächennormale  n 
in  P  in  der  Richtung  der  Krümmungslinien  oder  der  Axen 
der  lüdficatrix  der  Fläche  geführten  Schnitte  N^^  TS^  der 
FlädSte  die  Hauptnormalschnitte  derselben  in  P  und  ba- 
sB^ichnen  wir  die  Krümmungsmittelpunkte  dieser  Schnitte  d.  i. 
auch  der^auptschnitte  der  osculierenden  Fläche  zweiter  Ord- 
nung für  den  Punkt  P^  welche  in  der  Normale  n  liegen^  durch 
K^  und.fi^2>  ^^  schneiden  die  Normalen  der  Fläche  in 
den  um  P  herum  unendlich  nahe  gelegenen  Punkten 

der  selbensämmtlich  die  beiden  Geraden^!;  ^2;*^^^^^^ 
in  K^y  K^  respective   normal  zu  den  Ebenen  N],  K^ 

stehen.  Auch  daraus  folgt  wieder^  dass  die  Normale  n  nur 
von  den  Normalen  in  den  Scheitelpunkten  der  Indicatrix  ge- 
schnitten wird. 

Wären  die  Krümmungsmittelpunkte  K^^  K^  der  Haupt- 
normalschnitte in  P  bekannt;  so  ergiebt  sich  aus  dem  gefun- 
denen Satze  die  Construction  dex*  Flächennormale  in  jedem 
Punkte ;  welcher  dem  Punkte  unendlich  nahe  ist.  (Vergl. 
§  105.;  a)  4.) 

1)  Der  Berührungskegel  einer  krummen  Fläche  aus  einem 
Punkte  hat  jede  Erzeugende  zur  Rückkehrerzeugenden^ 
welche  mit  einer  Haupttangente  der  Fläche  in  ihrem 
Berührungspunkte  zusammenfällt  —  nach  §  84.^  a. 

2)  Wie  lautet  der  dualistisch  entsprechende  Satz? 
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€•    Ton  den  windschiefen  Regelfl&chen. 

104.  Einfach  unendliche  Reihen  von  Punkten  waren  die 
RaumcurveU;  einfach  unendliche  Schaaren  von  Ebenen  die 
developpabeln  Flächen ;  einfach  unendliche  Systeme  von  Strah- 
len oder  Geraden  sind  die  Regelflächen  allgemeiner  Art^ 
d.  i.  die  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  entstehen- 
den Flächen.  Die  nicht  entwickelbaren  unter  ihnen  sind  hier 
zuerst  näher  zu  betrachten.  Man  nennt  sie  die  windschie- 
fen Regelflächen.  Die  speciellsten  Formen  derselben^  das 
einfache  Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid;  sind 
als  Flächen  zweiten  Grades  schon  hervorgetreten. 

Zwei  Erzeugungsweisen  liegen  für  diese  Flächen  gleich 
nahe;  man  kann  sie  auffassen  als  Ort  der  Lagen  einer  Ge- 
raden e  (als  Punktreihe),  welche  mit  drei  festen  Curven  C,, 
Cj,  C3,  den  Leitcurven,  stets  je  einen  Punkt  gemein  hat, 
und  ebenso  als  den  Ort  der  Lagen  einer  Geraden  e  (als 
Ebenenbüschel),  welche  mit  drei  festen  entwickelbaren  Flächen 
D],D2;D3,  den  Leit-Developpabeln,  stets  je  eine  Ebene 
gemein  hat. 

Sind  die  drei  Leitcurven  C, ,  Sind  die  drei  Leit-Develop- 
Cj,  ^3  durch  Projection  gege-  pabeln  D, ,  Dj,  D3  durch  Pro- 
ben, so  erhält  man  die  ver-  jection  gegeben,  so  erhält  man 
schiedenen  Erzeugenden  e  der  die  verschiedenen  Erzeugen- 
Fläche,  indem  man  einen  Punkt  den  e  der  Fläche,  indem  man 
M^  die  erste  Curve  durchlau-  eine  Ebene  M]  die  erste  Deve- 
fen  lässt  und  in  jeder  seiner  loppable  D|  umhüllen  lässt  und 
Lagen  die  beiden  Kegelflächen  in  jeder  ihrer  Lagen  die  bei- 
und  ihre  gemeinsamen  Erzeu-  den  ebenen  Curven  und  ihre 
genden  construiert,  die  er  mit  gemeinsamen  Tangenten  con- 
den  beiden  andern  Curven  Cj,  struiert,  die  sie  mit  den  bei- 
C3  bestimmt;  diese  gemein-  den  andern  Developpabeln  Dj 
samen  Erzeugenden  sind  die  und  D3  bestimmt;  diese  ge- 
Erzeugenden  der  Regelfläche  meinsamen  Tangenten  sind  die 
aus  M^ .    Jeder  Punkt  P  einer     Erzeugenden  der  Regelfläche 
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solchen  Erzeugenden  ist  ein  in  M^ .  Jede  Ebene  P  durch 
Punkt  der  Fläche  und  die  Tan-  eine  solche  Erzeugende  ist  eine 
gentialebene  derselben  in  ihm  Tangentialebene  der  Fläche 
ist  im  Allgemeinen  einzig  und  und  der  Berührungspunkt  d er- 
bestimmt; die  Erzeugende  e  selben  ist  im  Allgemeinen  ein 
ist  selbst  die  eine  Haupttan-  zig  und  bestimmt;  die  Erzeu- 
gente der  Fläche  in  P  und  die  gende  e  ist  die  eine^Haupttan- 
andere  Haupttangente  /  kann  gente  der  Fläche  inP  und  die  an- 
gefunden werden;  indem  man  dere  Haupttangente  i  kann  ge- 
sie  als  die  von  P  ausgehende  funden  werden^  indem  man  sie 
Transversale  der  unendlich  als  die  in  P  liegende  Transver- 
nahe  zu  e  benachbarten  Er-  sale  der  unendlich  nahe  zu  e 
zeugenden  e^  und  e^  betrach-  benachbarten  Erzeugenden  e, 
tet;  die  Ebenem/  ist  die  Tan-  und  e^  betrachtet;  der  Punkt 
gentialebene.  et  ist  der  Berührungspunkt. 

Eine  windschiefe  KogelÜäche  hat  also  zu  den  einfachsten 
aufgeschriebenen  Curven  die  Punktreihen  in  ihren  geradlinigen 
Erzeugenden  und  zu  ihren  einfachsten  umschriebenen  Deve- 
loppabeln  die  Ebenenbtischel*  durch  dieselben.  Diess  ist  die 
Quelle  der  zweckmässigsten  Methoden  zu  ihrer  gi-aphischen 
Behandlung. 

Wir  werden  im  Folgenden  die  Erzeugung  aus  drei  Leit- 
curven  vorayigsweis  benutzen  und  auf  die  andere  nur  gele- 
gentlich zurück  kommen.  ^ 

1)  Man  erläutere  beide  Gonstructionsmethoden  für  das 
einfache  Hyperboloid  uijd  hyperbolische  Paraboloid. 

2)  Man  zeige  ^  in  welcher  Weise  die  Punkte  der  Leit- 
curven  und  die  Ebenen  der  Leitdeveloppabeln  eine 
Ausnahme  von  der  Bestimmtheit  der  Tangentialebene, 
respective  des  Berührungspunktes  machen  müssen  und 
lege  dar;  warum  eine  solche  Ausnahme  beim  Hyper- 
boloid wegfällt. 

3)  Die  Leitcurven  sind  vielfache  Curven  der  Fläche  und 
zwar  ist  der  Grad  der  Vielfachheit  einer  jeden  von 
ihnen  —  d.  i.  die  Zahl  der  Erzeugenden,  die  durch 
jeden  ihrer  Punkte  gehen  —  ausgedrückt  durch  das 
Product  der  Ordnungszahlen  der  beiden  andern  Leit- 
curven —  vorausgesetzt  natürlich;  dass  dieselben  alge- 
braische Curven  sind.     Denn  jene  Erzeugenden  sind 
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die  gemeinschaftlichen  Geraden  zweier  concentrischer 
Kegel  von  diesen  Ordnungszahlen. 

Ebenso  sind  die  Leit-Developpabeln  vielfach  um- 
schriebene Developpabeln  der  Fläche  und  der  Grad 
der  Vielfachheit  einer  jeden  von  ihnen  ist  durch  daa 
Product  der  Classenzahlen  der  beiden  andern  ausge- 
drückt. 

4)  Man  erläutere  für  die  durch  zwei  Ebenenbüschel  und 
eine  Kegelfläche  zweiten  Grades  als  Leit-Developpable 
erzeugte  windschiefe  Regelfläche  die  Natur  der  Ebenen- 
büschel als  doppelt  umschriebener  Developpabeln  der 
Fläche. 

5)  Denken  wir  —  um  die  Vorstellung  zu  fixieren  —  die 
zweite  und  dritte  Leitcurve  als  Kegelschnitte,  so  haben 
die  concentrischen  Kegel  über  ihnen  aus  einem  Punkte 
der  ersten  Leitcurve  zu  ihren  vier  gemeinsamen  Er- 
zeugenden entweder  a)  vier  reelle  Gerade  oder  b)  zwei 
reelle  und  zwei  nicht  reelle  oder  c)  vier  nicht  reelle 
Gerade  —  je. nach  der  Lage  des  Scheitels.  Man  kann 
darnach  die  Theile  d«r  ersten  Leitcurve  als  vierfache, 
zweifache  und  als  nicht  mitwirkende  oder  parasitische 
unterscheiden.  Diese  drei  Fälle  gehen  aber  stetig  in 
einander  über  und  es  ist  lohnend,  sich,  den  Ueber- 
gang  näher  zu  vergegenwärtigen.  Es  findet  beim 
Uebergang  a)  zu  b)  und  bei  dem  von  b)  zu  c)  im 
Wesentlichen  das  Gleiche  statt,  der  Schnitt  der  Kegel 
geht  durch  .die  Berührung  hindurch  in  den  Fall  des 
NichtSchneidens  über,  d.  h.  bei  jeder  derartigen  Ueber- 
gangsstelle  treten  zwei  Erzeugende,  die  in  der  nächst- 
vorhergehenden Lage  zwei  verschiedenen  Mänteln  an- 
gehören, in  eine  zusammen,  die  den  Character  einer 
Grenzlinie  oder  Rückkehrerzeugenden  hat.  Li  dem 
Punkte  der  ersten  Leitcurve,  für  welchen  diess  statt-* 
findet,  schneiden  sich  die  auf  einander  folgenden  Er- 
zeugenden, die  Begrenzungen  des  unendlich  schma- 
len Streifens,  längs  welches  die  Kegel  sich  berühren ; 
er  hat  also  einen  ausnahmsweisen  Character  unter 
den  Punkten  der  Regelfläche.  Und  wenn  die  Leit- 
linien   nicht   Inflexionspunkte    oder   Rückke^punkte 
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habeD;  so  entstehen  die  bezeichneten  singulären  Punkte 
der  Kegelääche  nur  in  dieser  Art. 

6)  Das  dem  Vorigen  dualistisch  entsprechende  Raisonne- 
ment  zeigt,  dassauch  die  Leitdeveloppabeln  in  glei- 
cher Weise  sich  in  vielfache  der  verschiedenen  gera- 
den Grade  und  parasitische  Theile  mit  analogen  lieber- 
gangen  zerlegen.  Im  Uebergang  schneidet  die  Ebene 
der  ersten  die  zweite*  und  dritte  Leitfiäche  in  Curven, 
welche  sich  berühren,  so  dass  zwei  ihrer  in  der  vor- 
hergehenden Lage  gemeinsamen  Tangenten  sich  ver- 
einigen, um  in  der  nächstfolgenden  zu  verschwinden. 
In  den  bezeichneten  Ebenen  liegen  also  vereinigte 
benachbarte  Erzeugende,  für  welche  der  Berührungs- 
punkt jener  Curven  als  Schnitt  zu  betrachten  ist. 
(Man  vergl.  §  109.) 

7)  Die  vorigen  Betrachtungen  erläutern  Vorkommnisse 
bei  der  Entstehung  von  Raumcurven  und  develop- 
pabeln  Flächen,  die  früher  nicht  in  diesem  Sinne  her- 
vorgehoben worden  sind.  Wenn  eineRaumcurve  sammt 
ihrer  Developpabeln  als  Schnitt  von  ^wei  Kegelflächen 
d.  i.  als  Ort  ihrer  gemeinsamen  Punkte  und  der  Ver- 
bindungslinien der  benachbarten  unter  ihnen  entsteht, 
und  wenn  eine  developpable  Fläche  und  Raumcurve 
durch  zwei  ebene  Curven  als  Enveloppe  ihrer  ge- 
meinsamen Tangentialebenen  und  der  Schnittlinien 
der  benachbarten  unter  ihnen  gebildet  wird  (§  101.), 
so  ist  diess  ein  Specialfall  der  allgemeinen  Erzeugung 
der  Regelflächen  durch  die  Bedingung,  dass  die  auf 
einander  folgenden  Erzeugenden  sich  schneiden  oder 
in  einer  Ebene  liegen;  die  Erzeugende  des  einen 
Kegels  schneidet  Erzeugende  des  andern  und  die  zu- 
gehörigen Tangentialebenen  liefern  durch  ihren  Schnitt 
die  Erzeugende  der  Fläche  im  ersten  Falle,  die  Tan- 
gente der  einen  Curve  schneidet  Tangenten  der  an- 
dern und  die  zugehörigen  Berührungspunkte  liefern 
durch  ihre  Verbindungslinie  die  Erzeugende  der  Fläche 
im  zweiten  Falle.  Die  Zahl  der  Schnitte,  welche  eine 
Erzeugende  oder  Tangente  dabei  liefert,  geht  im  All- 
gemeinen von  0  auf  2,  auf  4,  etc.  und  umgekehrt 

26* 
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und  in  den  Momenten  des  Uebergangs  findet  ein  Be- 
rühren der    Erzeugenden  des   einen  Kegels  mit  dem 
andern  Kegel^  andernfalls  ein  Schneiden  der  Tangente 
der  einen  Ctirve  mit  der 'andern  Curve   statt.     Die 
Hilfsebene  durch  die  Kegelspitzen  berührt  dann  den 
einen  Kegel,  der  Hilfspunkt  in  der  Schnittlinie   der 
Ebenen   liegt    auf   der    einen  Curve.     Einer    solchen 
Uebergangsstelle  entspricht  es,  dass  drei  auf  einander 
folgende    Erzeugende    der   Developpabeln   oder   vier 
folgende  Punkte  der  Kaumcurve  in  einer  Ebene  He- 
gen, respective,  dass  drei  folgende  Erzeugende  der 
vier  folgenden  Ebenen  der  Developpabeln  durch  einen 
Punkt  gehen,  d.  h.  diese  Uebergänge  liefern  die  sta- 
tionären Ebenen  und  stationären  (Rückkehr-)  Punkte 
der  developpabeln  Flächen  und  der  Raumcurven. 
S)  Man  erläutere  diess  des  Nähern  an  Fig.  Tafel  III.  der 
Durchdringung  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  mit 
gemeinsamer  Hauptebene  und  füge  die  dualistisch  ent- 
sprechende Construction  und  ihre  Erläuterung  hinzu. 
Die  Rüskkehrkante    der  Developpabeln    geht   durch 
jeden  Uebergangspunkt  in  einer  ihrer  Leitcurven. 
105.  Im  Änschluss  an  das  einfache  Hyperboloid,  welches 
aus  drei   geradlinigen  Reihen   als  Leitcurven  oder  aus  drei 
Ebenenbüscheln  als  Leit- Developpabeln  entsteht,  lassen  sich 
drei  Haupt- Typen  der  windschiefen  Regelflächen  bilden, 
nämlich 

a)  Regelflächen  mit  zwei  Leitgeraden  g,^f  g^  und  einer 
Leitcurve  (7,  oder  mit  zwei  Leitbüscheln  Qj,  G^  und  einer 
Leit -Developpabeln  D, . 

Bei  ihrer  Construction  betrachtet  man  die  Punkte  der 
Leitcurve  (7,  oder  die  Ebenen  der  Leit-Developpabeln  D, ,  da 
dieselben  einfach  sind  und  nur  je  eine  Erzeugende  bestimmen. 
Ist  eine  der  Geraden  g  unendlich  fem  d.  h.  durch  eine 
Ebene  vertreten,  deren  Stellung  sie  ist,  so  werden  windschiefe 
Regelflächen  von  diesem  Typus  insbesondere  Conoide  genannt, 
und  wenn  speciell  von  beiden  Geraden  g  die  endliche  normal 
ist  zur  unendlich  fernen  d.  h.  normal  zur  vorbezeichneten 
Richtungsebene,  so  wird  das  Conoid  noch  speoieller  als  ein 
gerades  bezeichnet. 
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Als  wichtige  Beispiele  gerader  Conoide  sind  hervorzuheben: 


1)  die  Fläche  der 
flachgängigen  Schraube 
(Fig.  183.)  und 

2)dieWölbflächedes 
Eingangs  in  den  runden 
Thurm.  (Fig.  184.) 

Bei  jener  sind  die 
Leitcurven  eine  cylin- 
drische  Schraubenlinie  C^ , 
die  Axe  derselben  g2  und 
die  Stellung  der  Normal- 
ebenen  zu  dieser  ^3 ;  durch 
jeden  Punkt  der  Schrau- 
benlinie geht  eine  Erzeu- 
gende der'Fläche,  die  Nor- 
male von  ihm  zur  Axe 
derselben. 

Die  Wölbfläche  hat 
eine  auf  dem  Mantel  eines 
geraden  verticalen  Kreis- 
cylinders  verzeichnete  zu 
einer  Erzeugenden  des- 
selben orthogonal  symme- 
trische Curve  C^ ,  die  Axe 

des  Cy linders  ^2*^^^  ^^^ 
Stellung  der  Normalebe- 
nen derselben  .^3  zu  Leit- 
curvep,  die  Erzeugenden 
e  aus  den  Punkten  von  C^ 
sind  wieder  die  Normalen 
von  denselben   zur  Axe 
g^.    Die  Fläche  wird  ge- 
wöhnlich durch  einen  mit 
dem  ersten  coaxialen  ge-  «L 
raden  Kreiscylinder  nach  *y 
innen  begrenzt. 
r       3)  Ein  schräges  Co- 
noid    einfacher  Art    be- 


Fig.  183. 
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Flg.  185. 


Fig.  186. 


stimmen  ein  zu  einer 
Projectionsebene  ÄOZ 
paralleler  Kreis  C,  — 
oder  statt  dessen  eine 
Kugel,  die  die  Erzeu- 
gende stets  berühren 
muss  —  eine  schräge 
Gerade  g^  und  die  Stel- 
lung ^3  der  andern  Pro- 
j  ectionsebene  XOY, 
(Fig.  185.) 

4)  Eine  Fläche  vom 
nämlichen  Typus,  die 
aber  kein  Conoid  ist, 
entsteht  für  einen  Ke- 
gelschnitt 67]  und  zwei 
zu  seinen  Axen  paral- 
lele die  Normale  seiner 
Ebene  aus  seinem  Mit- 
telpunkt schneidende 
Gerade  g^  und  ^3  als 
Leitlinie.  (Fig.  186.) 
Wir  wollen  sie  in  Erin- 
nerung an  die  Ergeb- 
nisse des  §  103.  unter 
d)  das  Normalenbün- 
del nennen. 

b)  Regelflächen  mit 
einer  Leitgeraden .  g^ 
und  zwei  Leitcurven 
6^1  und  C^  —  oder  mit 
einem  Leitbüschel  und 
zwei  Leit-Developpa- 
beln.  Man  betrachtet 
zur  Construction  die 
Punkte  der  einen  Leit- 
curve  und  erkennt  die- 
selbe als  von  einer  der 
Ordnungszahl  der  an> 
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dem  gleichen  Vielfachheit.  (Vergl.  §  104.;  5.,  6.)     Als  erstes 
wichtiges  Beispiel  von  diesem  Typus  erwähnen  wir 

1)  die  Fläche  der  Fig.  197. 
scharfgäng.  Schraube^ 
für  welche  eine  cylin- 
drische  Schraubenlinie 
C^,  dieAxedesSchrau- 
bencylindefs  ^3  und  ein 
Kreis  C2  in  der  unend- 
lich fernen  Normal- 
ebene  zur  Axe  und  aus 
der  Richtung  dersel- 
ben als  Centrum  oder 
mit  andern  Worten  der 
Fluchtkreis  eines  ge- 
raden Kotationskegels 
—  des  Richtungske- 
gels —  mit  der  Axe 
^3  die  Leitlinien  sind 
(Fig.  187.).  Für  jeden 
Punkt  der  Schrauben- 
linie erhält  man  zwei 
Erzeugende  parallel 
denjenigen  Erzeugen- 
den des  Richtungske- 
gels, welche  in  der  zur 
Schraubenaxe  norma- 
len Ebene  den  Ra- 
dius jenes  Punktes  im 
Grundkreis  zu  ihrer 
Projection  haben;  die 
Figur  giebt  nur  die 
eine. 

2)  DieWölbfläche . 
des  schiefen  Eingangs 
(biais  passö),  bei  der 
(Fig.188.)  zwei  gleiche 
Kreise  (7,,  Cj  in  pa- 
rallelen Ebenen  und  diejenige  Normale  g^  derselben,  wclclie 
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die  üentraldistanz  der  beiden  Kreise  hälftet^  die  Leitlinien 
sind.  Man  betrachtet  die  Punkte  M  des  einen  Kreises  C^ 
und  erhält  als  Schnittlinien  der  Ebene  Mg^  mit 'dem  Kegel 
zweiten  Grades  MC^  je  zwei  Erzeugende^  von  denen  die 
eine  stöts  durch  die  Mitte  der  Centraldistanz  der  Kreise  Cj, 
6^2  geht;  d.h.  es  entsteht  in  Folge  der  symmetrischen  Anord- 
nung der  Leitlinien  neben  der  windschiefen  Regelfläche  eine 
developpable,  nämlich  ein  schiefer  Kreiskegel;  diö  Figur  ent- 
hält sie  nicht. 

3)  Das  Cylindroid,  das  man  so  bildet:  Zwei  Curven  C, , 
Co*  (Fig.  189.)  sind  nicht  parallele  Verticalschnitte  desselben 
Cy linders,  die  Punktepaare  Afi, ,  Jlf jj* ;  Jlfj, ,  M^^ \  ^zm  ^32* 5 ' " 
sind  Punktepaare  derselben,  welche  je  in  der  nämlichen  Er- 
zeugenden des  Cylinders  liegen;  denkt  man  nun  die  eine  die- 
ser Curven  C^  parallel  sich  selbst  um  eine  gewisse  Höhe 
nach  Cj  gehoben  und  die  entsprechenden  Punktepaare  von 
vorher  in  der  neuen  Lage  durch  gerade  Linien  verbunden, 
so  entsteht  aus  diesen  das  Cylindroid.  Die  dritte  Leitlinie 
ist  die  Stellung  g^  einer  zur  Durchschnittslinie  der  Ebenen 
von  C, ,  Cj  und  zu  den  Erzeugenden  des  Cylinders  parallelen 
Ebene. 

c)  ßegelflächen,  welche  drei  Leitcurven  C, ,  C^,  C^  oder 
drei  Leit-Developpable  D, ,  Dj,  D3  haben.  Ihre  Construction 
aus  den  einen  oder  andern  ist  in  §  104.  gegeben. 

Alle  Entwickelungen  sollen  sich  auf  diesen  allgemeinsten 
Typus  beziehen. 

106.  Die  Ordnung  einer  windschiefen  Regel- 
fläche ist  gleich  der  Classe  derselben.  Denn  wenn 
eine  Gerade  die  Fläche  m*®^  Ordnung  in  m  Punkten  schnei- 
det, so  geht  durch  jeden  dieser  Punkte  eine  Erzeugende 
der  Fläche,  die  mit  der  Geraden  eine  Tangentialebene  der- 
selben bestimmt;  in-  der  Geraden  liegen  also  ebenso  viel 
Schnittpunkte  mit  der  Fläche  als  durch  sie  Tangentialebenen 
an  die  Fläche  gehen.  Man  spricht  daher  von  Regel  flächen 
n»«»  Grades.  (VergL  §  94.;  10.) 

Die  Zahl  «,  welche  den  Grad  einer  Regelfläche  ausdruckt, 
läset  sich  aus  den  Ordnungszahlen  ihrer  Leitcurven  bestim- 
men; sie  ist  für  w,,  mj,  m^  als  die  respectiven  Ordnungszah- 


CnrYen  und  Flächen. 


4()9 


Fig.  189. 


lep  von  C, ,  C2,  ^3  —  die  also  als  algebraische  Curven  ge- 
dacht werden  -r-  n  ^=^2m^fn2m^. 

Denn  n  ist  die  Zahl  von  Schnittpunkten,  die  eine  Ge- 
rade g  mit  der  Fläche  bildet  d.  h.  die  Zahl  •  von  Erzeugenden 
der  Fläche,  denen  sie  begegnet;  bildete  man  aber  mit  C^,  C^y  g 
als  Leitlinien  eine  Re- 
gelfläche, so  würde  man 
jene  nämlichen  Schnitt- 
punkte als  die  Schnitt- 
punkte derselben  mit 
der  Curve  Cj  von  der 
Ordnung  w,  erhalten*), 
d.  h.  nach  dem  in  §  80, 
ausgesprochenen   Prin- 


cip 


dass    ihre    Zahl 


gleich  sei  dem  Product 
der  Gradzahl  n^  dieser 
Fläche  in  die  Ordnungs- 
zahl der 'Curve  Cj,  d.h. 


n 


TO,n, 


Nach  der  nämlichen 
Schlussweise    ist   aber 


n 


m, 


n 


if 


n. 


wenn 
die  Gradzahl  einer  Re- 
gelfläche ist,  welche  die 
Curve  C3  und  zwei  Ge- 
rade ^,  /  zu  Leitlinien 
hat;  und  endlich  ist 
n,^s=2m^,  weil  der  Grad 
der  durch  drei  gerade 
Leitlinien  bestimmten 
Regelfläche  gleich  zwei  ist. 
Substitution 


Man  erhält  also  durch  succcssive 


n  =  2 


i7ij  1712  fn.j^ 


Der  Grad  der  Rcgelfläche  ist  kleiner  als  2m^m2m^,  wenn 
die  Leitcurven  gemeinschaftliche  Punkte  besitzen;  denn  jeder 

*)  Ein  einfaches  Beispiel  zur  Erläuterung  dieses  Schlusses  findet  man 
in  §  120.;  6.    *  * 
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Punkt;  der  zweien  derselben  gemeinschaftlicli  ist^  giebt  als 
Spitze  einem  Kegel  ■  über  der  dritten  Leitcurve  Entstehung, 
welcher  nur  uneigentlich  der  Regelfläcbe  angehört.  Sind  also 
Schnittpunkte  der  Leitcurvenpaare  C^,  Cj',  ^2,^3;  0^,  C^  in 
den  Anzahlen  53,  ^j,  ^2  vorhanden,  so  wird  die  Gradzahl  der 
Fläche  um  den  Betrag  von 

5,mi  +  Sjmj  +  531113 

Einheiten  vermindert.  Zugleich  reducieren  sich  die  Zahlen, 
welche  die  Vielfachheit  der  Leitcurven  6',,  Cj,  C3  (§  104.;  3.) 
in  der  Fläche  ausdrücken,  von  ihren  allgemeinen  Wcrthen 
auf  fn2m^  —  Sj,  Wjm,  r—  «2,  OTjOTj  —  s^  respective. 

Solche  Reductionen  durch  das  Auftreten  von  developpa- 
beln  Flächen  können  auch  durch  besondere  Symmetrien  in 
der  gegenseitigen  Lage  der  Leitcurven  hervorgerufen  werden. 

1)  Die  Regelfiächen  vom  Typus  a)  haben  im  Allgemeinen 
den  Qrad  nsa2m|,  wenn  m^  die  Ordnungszahl  ihrer 
Leitcurve  ist;  die  vom  Typus  b)  haben  den  Grad 
fi=3  2m]m2,  wenn  m,,  nij  die  Ordnungszahlen  ihrer 
beiden  Leitcurven  bezeichnen. 

2)  Die  Regelfläche,  welche  ein  Kegelschnitt  IC  und  zwei 
Gerade  g^,  g^  als  Leitlinien  erzeugen,  ist  im  Allge- 
meinen vom  Grade  n  =  4  und  die  beiden  Geraden 
sind  Doppellinien  derselben.  So  im  Falle  des  Nor- 
malenbündels. 

Schneidet  eine  der  Geraden  z.  B.  ^3  den  Kegel- 
.  schnitt  K  einfach,  so  wird  n  =  3  und  nur  die  Gerade 
^3  ist  noch  eine  doppelte  Gerade  der  Fläche. 

Schneidet  aber  jede  der  Geraden  den  Kegelschnitt 
in  einem  Punkte,  so  entsteht  eine  Regelfläche  zweiten 
Grades  und  für  dieselbe  ist  keine  der  Leitlinien  dop- 
pelt. Schneiden  endlich  die  Geraden  einander  und 
jede  den  Kegelschnitt,  so  entsteht  keine  windschiefe 
Regelfläche,  es  ist  n  =  0. 

3)  Man  erörtere  den  Fall,  wo  die  eine  Gerade  ^3  den 
Kegelschnitt  K  zweimal  schneidet. 

4)  Für  zwei  Kegelschnitte  iT,  und  K2  und  eine  Gerade 
^3  ist  der  Grad  der  Regelfläche  w  =  8 ;  die  Kegel- 
schnitte* sind  zweifach,  die  Gerade  ist  vierfach.    Re- 
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ductionen  treten  ein  auf  n  ==  ly  wenn  die  Kegelschnitte 
einen  gemeinsamen  Punkt  haben ;  dann  ist  die  Gerade 
nur  dreifach  in  der  Regelfläche.  Auf  n  =  6,  wenn 
^.|  den  einen  Kegelschnitt  if,  einfach  schneidet;  wobei 
die  Gerade  vierfach,  der  Kegelschnitt  K^  zweifach 
bleibt;  der  Kegelschnitt  K^  aber  einfach  wird;  oder 
wenn  die  Kegelschnitte  Z,  und  K^  zwei  Punkte  mit 
einander  gemein  haben,  indem  zugleich  die  Gerade 
^3  zur  nur  zweifachen  Linie  der  Fläche  wird.  Auf 
;i  =  4;  wenn  ^3  beide  Kegelschnitte  einfach  trifft, 
wodurch  dieselben  einfache  Linien  der  Fläche  werden ; 
oder  wenn  die  Kegelschnitte  einander  zweifach  schnei- 
den und  der  eine  K^  auch  mit  ^3  einen  Punkt  gemein 
hat,  wobei  Ky  einfach  wird,  während  K^  und  g^  Dop- 
pellinien in  der  Fläche  sind.  Auf  n  s=r  3,  wenn  jedes 
Paar  der  Leitlinien  einen  gemeinsamen  Punkt  hat; 
die  Gerade  ist  zweifach,  die  Kegelschnitte  werden 
einfach  in  der  Fläche.  Endlich  auf  n  =  2,  wenn  die 
Kegelschnitte  einander  zweifach  schneiden  und  je  einen 
Punkt  mit  der  Geraden  gemein  haben.  Wenn  tritt 
die  Reduction  auf  n^=b  ein? 

5)  Man  erörtere  den  Fall  von  drei  Kegelschnitten  als 
Leitcurven  und  die  dabei  möglichen  Reductionen; 
wenn  wird  speciell  die  erzeugte  Regelfiäche  vom  zwei- 
ten Grade? 

6)  Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  C^  mit  zwei  Geraden 
^, ,  ^2  erzeugt  im  Allgemeinen  eine  Regelfläche  sechsten 
Grades  mit  den  Geraden  als  dreifachen  Linien.  Schnei- 
det C3  die  Gerade  g^  oder  beide  Geraden  g^  und  g^ 
einfach,  «o  wird  «  =  5,  respective  n  =  4;  schneidet 
C^  die  Gerade  g^  doppelt,  n=^4;  schneidet  sie  g^ 
doppelt  und  g^  einfach ,  n  «=  3  und  wenn  sie  beide 
zweifach  schneidet  n  =^  2.  Im  Falle  n  =  3  ist  die 
Gerade  g^^  eine  doppelte  Gerade  der  Fläche. 

7)  Welche  Regelflächen  verschiedener  Grade  entstehen  aus 
einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  Cg,  einem  Kegel- 
schnitt K2  und  einer  Geraden  g^  als  Leitcurve? 

8)  Wie  kann  man  eine  Regelfläche  dritten  Grades  durch 
Leit-Developpable  erzeugen?   Es  geschieht  auf  Grund 
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von  Betrachtungen,  die  den  im  Text  gegebenen  nach 
dem  Gesetz  der  Dualität  entsprechen. 
9)  Die  Wölbfläche  des  schiefen  Eingangs  (§  105. ;  b)  2.) 
wäre  als  durch  zwei  Kegelschnitte  und  eine  Gerade 
als  Leitlinie  erzeugt  vom  Grade  8;  weil  aber  Kreise 
in  parallelen  Ebenen  die  unendlich  fernen  nicht  reellen 
Kreispunkte  gemein  haben,    so  scheiden  zwei  nicht 
reelle  Ebenen  aus  der  ßegelfläche  aus,  es  wird  n  =  6 
für   alle  Regelflächen  durch    eine  Gerade   und    zwei 
Kreise  in  parallelen  Ebenen.    Durch  die  Gleichheit 
der  Kreise  und  die  symmetrische  Lage  der  Leitge- 
raden zu  ihnen  im  Falle  des  schiefen  Eingangs  wird 
ein  Kegel  zweiten  Grades  aus  der  Mitte  der  Central- 
linie  über  den  Kreisen  als  Theil  der  Fläche  erzeugt; 
die   windschiefe  Regelfläche,    welche    als  Wölbfläche 
dient,  ist  also  nur  vom  vierten  Grade.    Der  0ämliche 
Character  kann   ihr  auch  bei  ungleichen  Kreisen  er- 
halten bleiben. 
107.  Auf  einer  Erzeugenden  der  Regelfläche  liegen  un- 
endlich viele  Punkte,   die  unmittelbar  bestimmt  sind,  jeder 
durch  seine  Projektion,   wenn   die   Erzeugende  selbst  durch 
Projection  bestimmt  ist;  es  gehen  auch  durch  die  Erzeugende 
unendlich  viele  Tangentialebenen,  gegeben  durch  ihre  Spuren. 
Diese  Punkte  und  Ebenen  gehören  paarweis  als  Berührungs- 
punkt und  Tangentialebene  zusammen  und   es  ist   zunächst 
das  Gesetz  dieser  Zusammengehörigkeit  zu  ermitteln.  o 

Wir  denken  dazu  drei  unendlich  nahe  auf  einander  fol- 
gende Erzeugende  der  Fläche  e, ,  c.,,  e^  und  in  der  ersten 
die  Punktreihe  A^^J  A^^,  A^^y  •••,  so  ist  für  jeden  derselben 
e^  die  erste  Inflexionstangente  der  Fläche  und  die  bezügliche 
zweite  Inflexionstangente  kann  direct  bestimmt  werden  als 
die  Gerade  tu,  welche  von  dem  Punkte  Au  ausgeht  als  die 
Transversale  von  e^  und,  £»3,  die  ihm  entspricht.  Die  Ge- 
sammtheit  dieser  Geraden  aus  den  Punkten  von  ^,  bildet  ein 
einfaches  Hyperboloid,  das  in  allen  Punkten  von  e^  mit  der 
gegebenen  Regelfläche  dieselbe  Tangentialebene  hat  und  von 
dem  wir  daher  sagen,  dass  es  sich  der  Regelfläche  längs  e^ 
anschmiegt;  diese  Geraden  bestimmen  in  den  Nachbar-Erzeu- 
genden  e^^  e.^  Punktreihen  A^^,  ^33,  ^23;  ••*;  ^31  >  ^32;  -^33;  '"9 
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welche  zu  der  Reihe  ^,,,  A^^^  A^^,  •••  projectivisch  sind  und 
man  hat  auch 

d.  h.  das  Büschel  der  Berührungsebenen  durch  eine 
Erzeugende  der  Regelfläche  ist  projectivisch  zur 
Reihe  der  Berührungspunkte  derselben  auf  dieser 
Erzeugenden« 

Daraus  folgt  sofort;  d^ss  durch  drei  Berührungsebenen 
durch  eine  Erzeugende  und  die  zugehörigen  Berührungspunkte 
auf  derselben  für  alle  übrigen  Berührungsebenen  durch  sie 
die  Berührungspunkte  und  für  alle  übrigen  Punkte  auf  ihr 
die  Berührungsebenen  linear  bestimmt  sind. 

Sind  also  drei  Leitcurven  C^,  C,^,  C^  gegeben,  mit  denen 
die  Erzeugende*«  die  Punkte  P, ,  P^j  P^  gemein  hat  und  sind 
/,,  /j?  's  die  zugehörigen  Tangenten  derselben,  so  sind  et^^ 
el^,  et.^  die  Tangentialebenen  P, ,  Pj?  P3  der  Regolfläche  in 
/*, ,  P^;  ^3  respective  und  die  Tangentialebene  P,-  in  einem 
beliebigen  Punkte  P,-  derselben  Erzeugenden  bestimmt  sich 
nach  der  Projectivitäts- Relation 

(«.P,P,P3P,)=(PiP2P3A); 

ebenso  der  Berührungspunkt  P,  der  beliebigen  Ebene  P,-  durch 
dieselbe  Erzeugende. 

Sind  ebenso  drei  Leit-Developpable  D, ,  Dj ;  D3  gegeben, 
mit  denen  die  Erzeugende  e  die  Ebenen  P^,  P2,  P3  gemein 
hat  und  sind  /|,  t^^  t^  die  zugehörigen  Erzeugenden  derselben, 
so  sind  etyy  e/j,  el^y  •••  die  Berührungspunkte  P,,  P^,  P3,  ••• 
der  Regelfläche  in  diesen  Ebenen  respective  und  der  Be- 
rührungspunkt Pi  in  einer  beliebigen  Ebene  P,-  durch  dieselbe 
wird  durch  die  Relation 

(e.PjP^PjP-)^  (PjP.P^P.) 

bestimmt  und  umgekehrt. 

Das  Büschel  der  Tangentialebenen  bestimmt  also  z.  B. 
als  Reihe  der  entsprechenden  Axenschnittpunkte  in  OX  eine 
zur  Reihe  der  Berührungspunkte,  also  auch  zur  Reihe  ihrer 
ersten  oder  zweiten  Projectionen  projectivische  Reihe.  In 
Fig.  190.  sind  5,*,  5, 2,  s{^  die  Horizontalspuren  der  bezeich- 
neten Tangentialebenen;  für  die  Reihe  ihrer  Schnitte  mit  der 
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Fig.  i»o. 


Axe  X  und  die  Reihe  der  Grundrisse  der  Berührungspunkte 
ist  ^2  ^^^  perspectivische  Axe^  mit  deren  Hilfe  für  den  Be- 
rührungspunkt P  auf  e  die  Tangentialebene  P  bestimmt  ist, 
welche  die  Spuren  5,,  s,^  hat.  (Vergl.  §  91.;  Fig.  168.) 

Die   Wölbfläche    des  schiefen  Eingangs  (§  105. ;  b)  2.), 
für  welche  die  Leitkreise  C^y  C,^  in   zur  zweiten  Projections- 

ebene  parallelen  Ebe- 
nen und  somit  die  ge- 
rade Leitlinie  ^3  paral- 
lel zur  Axe  0 Fliegen, 
giebt  für  jede  Erzeu- 
gende e  in  den  Punkten 
/>, ,  P2;  -^3  derselben 
auf  den  Leitlinien  die 

Kreise  6', ,  Cj  in  P, ,  P., 
und  ^3  als  mit  ^3  iden- 
tisch, damit  also  die 
Tangentialebenen  ^/, , 

Mittelst  der  Reihe 
derAxenschnittpunkte 
derselben  in  OX  sind 
dann  in  Fig.  191.  für 
den  Punkt  P^  der  Er- 
zeugenden e  die  Tan- 
gentialebene F4  und  für 
die  durch  sie  gehende 
Ebene  P5  der  Berührungspunkt  P^  construiert. 

1)  Wenn  zwei  Regelflächen  eine  Erzeugende  e  gemein- 
sam enthalten  und  in  drei  Punkten  derselben  die  näm- 
lichen Berührungsebenen  haben,  oder  umgekehrt,  so 
haben  sie  in  allen  Punkten  von  e  einerlei  Berührungs- 
ebenen und  für  alle  Ebenen  durch  e  einerlei  Be- 
rührungspunkte. (Vergl.  §  91.;  11.) 

2)  Zu  einer  windschiefen  Regelfläche  lassen  sich  für  jede 
Erzeugende  e  unzählig  viele  längs  derselben  sich  ihr 
anschmiegende  einfache  Hyperboloide  und  hyperbo- 
lische Paraboloide  bestimmen,  nämlich  je  ein  Hyper- 
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boloid  durch  eine  willkürlich  gewählte  Gerade  e 
welche  mit  e  nicht  in  einer  Ebene  liegt.  (§  91.;  12.) 
Drei  Tangentialebenen  P, ,  Pj,  P3  der  Kegelfläche  in 
Punkten  P^,  P^,  P3  von  e  bestimmen  mit  ß*  drei  Punkte 
P,*,  P*y  i>3*  und  die  geraden  Linien />,i>i*,  PyPi*7  P^P^* 
sind  drei  Erzeugende  der  zweiten  die  e  nicht  ent- 
haltenden Regel-Schaar  des  Hyperboloids.  Es  giebt 
also  auch  unzählig  viele  Hyperboloide,  die  einen  be- 
stimmten Punkt  enthalten  oder  eine  bestimmte  Ebene 


Fig.  191. 


berühren  und  einer  Regelfläche  längs  einer  gegebenen 
Erzeugenden  sich  anschmiegen  —  nämlich  so  viele 
als  Qerade  durch  diesen  Punkt  oder  in  dieser  Ebene 
möglich  sind. 

Wie  ist  im  letztern  Falle  der  Berührungspunkt 
auf,    respective   die  Berührungsebene   durch    e*  be- 
stimmt ? 
3)  Ist  e*  eine  unendlich  ferne  Gerade,  d.  h.  die  Stellung 
einer  Ebene,    so    bestimmt   sie    ein    anschmiegendes 
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hyperbolisches  Paraboloid;  für  welches  durch  diese 
Stellung  die  eine  Richtungsebene  bestimmt  ist.  Wie 
bestimmt  sich  die  Axenrichtung  des  Paraboloids? 
4)  Die  Schnittlinien  einer  Schaar  von  Parallelebenen 
durch  die  Punkte  einer  Erzeugenden  mit  den  ent- 
sprechenden Tangentialebenen  der  Rcgelfläche  bilden 
ein  derselben  sich  längs  jener  anschmiegendes  hyper- 
bolisches Paraboloid.  (Vergl.  §91.;  15.)    Wie  erzeugt 

Fig.  im. 


man  auf  analoge  Weise  ein  anschmiegendes  Hyper- 
boloid ? 

Die  Fig.  192.  enthält  dasjenige  längs  einer  Er- 
zeugenden 7)  des  Normalenbündels  über  der  Ellipse 
von  den  Scheiteln  A^  B  und  C  mit  den  geraden  Leit- 
linien g,  h  —  die  erste  normal  zur  zweiten  Projec- 
tionsebene,  die  letztere  in  derselben  parallel  der  Äxe 
X  —  sich  demselben  anschmiegende  Hyperboloid, 
welches  die  Axe  AB  der  Leitellipse  oder  die  Projec- 
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tionsaxe  x  enthält.  Für  die  drei  Punkte  P^y  P.^,  P^ 
der  Erzeugenden  /,  in  den  Leitlinien  liefert  die  Ver- 
bindung mit  den  respectiven  Schnittpunkten  der  Tan- 
gentialebenen der  Fläche  in  ihnen  mit  AB  die  Er- 
zeugenden g^,  g^,  g^  des  Schmiegungs-Hyperboloids ; 
man  hat  dann  die  Erzeugende  /^  desselben  ermittelt^ 
welche  durch  den  Punkt  3  von  ^3  geht  und  damit 
bereits  die  Umrisse  respective  die  erste  und  zweite 
Spur  des  Hyperboloids  —  letztere  natürlich  Paare 
von  Geraden  —  bestimmt.  Mittelst  der  perspec- 
tivischen  Axe  /j  ^^^  projecti vischen  Reihen,  welche 
durch  g^y  g.^,  g^  in  l^y  I2  gegeben  sind,  lassen  sich 
andere  Erzeugende  der  Schaar  g  finden.  Der  Um- 
riss  des  Hyperboloids  in  der  zweiten  Projection  ist 
eingezeichnet;  er  berührt  //'  in  P./. 
f))  Die  Tangentialebene  der  Regelfläche  in  dem  unendlich 
fernen  Punkte  von  e  —  welche  nach  der  Methode  des 
Textes  bestimmt  wird  —  enthält,  weil  sie  eine  asym- 
ptotische Ebene  für  die  anschmiegenden  Regeiflächen 
zweiten  Grades  ist,  die  Mittelpunkte  aller  dieser 
Flächen.  Man  kann  also  unendlich  viele  in  e  sich 
anschmiegende  Hyperboloide  bestimmen,  deren  Mit- 
telpunkte in  einer  festen  Ebene  und  stets  eines,  dessen 
Mittelpunkt  in  einer  festen  Geraden  liegt. 

6)  Für  die  längs  e  der  Regelfläche  sich  anschmiegenden 
hyperbolischen  Paraboloide  ist  die  zu  e  gehörige 
asymptotische  Ebene  der  Regelfiäche  —  d.  i.  die  sie 
in  der  Richtung  von  e  berührende  Ebene  —  die  eine 
ihneti  allen  gemeinsame  Richtungsebene. 

7)  Man  kann  ein  längs  e  sich  anschmiegendes  hyper- 
bolisches Paraboloid  mit  gegebener  Axenrichtung  nur 
construieren,  wenn  diese  Axenrichtung  in  der  Stel- 
lung der  zu  e  gehörigen  asymptotischen  Ebene  ent- 
halten ist. 

8)  Je  zwei  einfache  Hyperboloide,  welche  sich  längs 
derselben  Erzeugenden  e  einer  gegebenen  Regelfiäche 
anschmiegen,  schneiden  sich  ^  in  zwei  Erzeugenden 
der  andern  Regelschaar  (vergl.  §  93.;  10.)  und  diese 
bestinmien  mit  der  Erzeugenden  e  zwei  Schnittpunkte, 
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in  denen  sich  beide  Hyperboloide  und  in  denen  sie 
daher  auch  die  Regelfläche  osculieren.  (§  102.) 
9)  Man  construiere  die  Tangentialebenen  einer  flach- 
gängigen Schraubenfläche  in  drei  Punkten  einer  Er- 
zeugenden ß;  wenn  die  Schraubenaxe  parallel  zu  OZ 
ist;  ebenso  die  Berührungspunkte  für  diejenigen  bei- 
den Tangentialebenen 9  welche  mit  der  Neigung  a^ 
z.  B.  gleich  45®  durch  die  Erzeugende  e  gehen  und 
flir  die  zu  den  Projectionsebenen  respective  normalen. 

10)  Man  führe  das  Analoge  aus  a)  für  die  Wölbfläche  des 
Eingangs  in  den  runden  Thurm,  wenn  die  Axe  des- 
selben der  Axe  OZ  parallel  ist;  b)  für  die  scharf- 
gängige Schraubenfläche  mit  gleicher  Lage;  c)  für 
das  Kugel-Conoid  von  §  105.;  a)  3.;  d)  für  das  Nor- 
malenbündel ibid.  a)  4.;  e)  für  das  Cylindroid  von 
§  105.;  b)  3.,  wenn  g^  als  Stellung  der  zweiten  Pro- 
jectionsebene  gewählt  ist. 

11)  Man  construiere  für  die  Erzeugende  e  einer  durch 
drei  Leitlinien  gegebenen  Regelfläche  ein  anschmie- 
gendes Hyperboloid,  welches  a)  die  Axe  OY  des  Pro- 
jectionssystems  oder  b)  die  projicierende  Tafelnormale 
enthält  —  in  Centralprojection. 

12)  Man  construiere  für  die  Erzeugende  e  einer  durch 
drei  Leitlinien  gegebenen  Regelfläche  z.  B.  die  scharf- 
gängige Schraubenfläche  das  anschmiegende  Parabo- 
loid,  welches  die  Bildebene  oder  respective  eine  der 
Projectionsebenen  zur  Richtungsebene  hat. 

In  Fig.  193.  ist  für  die  Erzeugende  l^  aus  dem 
Punkte  P,  der  Schraubenlinie  zuerst  das  Schmiegungs- 
paraboloid  nach  der  Ebene  XOY,  sodann  auch  das 
nach  der  Ebene  ÄOZ  construiert;  die  Erzeugenden 
des  Ersten  sind  durch  g  und  l,  die  des  Letztem  durch 
g*  und  /*  bezeichnet.  Die  Tangentialebenen  in  P, , 
P.^  und  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Erzeugen- 
den haben  die  Spuren  s^^,  s^^j  «j*,  respective  s.j^,  s^^j 
$2* ;  die  Ebene  s^  ist  gemeinschaftliche  Richtungsebene 
beider  Paraboloide,  zu  ihr  sind  die  /  und  die  /*  pa- 
rallel. Die  Punkte  P, ,  P.^  liefern  für  das  erste  die 
Erzeugenden  gxj  g^y  ^^^  ^*^  zweite  ^,*,  g^.    Für  das 
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erste  Paraboloid  ist  dann  aus  dem  Punkte  B  in  g^ 
die  Erzeugende  l^  construiert  und  damit  Erzeugende 
9^7  '"  9s  ^^^  Schaar  g]  der  horizontale  Umriss  ist 
ersichtlich.    Für   das   zweite  Paraboloid  ist  für  den 


Fig.  19S. 


Punkt  2>  auf  g{^  die  Erzeugende  /j*   bestimmt  und 
damit  Erzeugende  g^*,  •••  ö'?*  der  Schaar  ^*;  der  Um- 
riss in  der  Verticalprojection  erscheint. 
108.  Wenn  wir   durch   eine  Erzeugende  e   einer   wind- 
schiefen Regelfläche  Paare  yon  Ebenen  normal  zu  einander 
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legen  ^  so  bilden  dieselben  ein  involutorisches  Büschel  aus  e 
und  somit  ihre  Berührungspunkte  eine  involutorische  Reihe 
in  e)  in  derselben  ist  der  Centralpunkt  derjenige,  dessen 
Tangentialebene  normal  ist  zur  asymptotischen  Ebene  der 
Erzeugenden,  d.  h.  (§  10.;  9.)  er  ist  derjenige  Punkt  der  Er- 
zeugenden, in  welchem  sie  der  unendlich  nahe  benachbarten 
folgenden  Erzeugenden  der  Fläche  am  nächsten  kommt;  er 
ist  also  der  der  Erzeugenden  e  angehörige  Punkt  der  Stric- 
tionslinie  der  Regelfläche.  (Vergl.  §  91.) 

Für  die  Berührungspunkte  von  zwei  zu  einander  nor- 
malen Ebenen  durch  die  Erzeugende  e  oder  für  die  Paare 
von  Punkten,  wo  je  die  nämliche  Ebene  die  Fläche  berührt 
und  zu  derselben  normal  ist,  ist  das  Product  ihrer  Entfer- 
nungen vom  Centralpunkt  constant  —  die  projectivische  Po- 
tenz der  Erzeugenden  e,  (Vergl.  §§  15»,  20.)  Wenn  die  Erzeu- 
gende e  die  nächstfolgende  Erzeugende  der  Regelfläche  schnei- 
det, so  gehört  der  Schnittpunkt  zur  Strictionslinie  der  Fläche; 
die  Ebene  beider  Erzeugenden  berührt  dann  die  Fläche  in 
allen  Punkten  derselben,  diese  besitzt  ein  ebenes  Element 
oder  ist  längs  dieser  Erzeugenden  developpabel.  Wir  haben 
in  §  104.  (5.,  6.)  die  Herkunft  solcher  singulärer  Erzeugenden 
bereits  betrachtet,  sie  sind  hier  nur  noch  für  specielle  Fälle 
zu  erörtern.  Die  Conoide  mit  geschlossener  Leitcurve  bieten 
in  der  geraden  Leitlinie  im  endlichen  Raum,  welche  ihre 
Doppellinie  ist,  den  Uebergang  von  reellen  zu  parasitischen 
Punkten  dar  —  er  findet  in  den  Punkten  statt,  wo  dieselbe 
von  den  zur  Richtungsebene  parallelen  Ebenen  geschnitten 
wird,  welche  die  Leitcurve  berühren.  Die  durch  sie  gehen- 
den Erzeugenden  schneiden  die  unendlich  nahe  benachbarten 
in  diesen  Punkten.  Dasselbe  Beispiel  zeigt  aber  eine  Spe- 
cialität  dieses  Characters.  Denken  wir  diejenigen  Tangenten 
der  Leitcurve,  welche  der  geraden  Leitlinie  des  endlichen 
Raumes  begegnen,  so  gehen  durch  ihre  Berührungspunkte  an 
der  Curve  Erzeugende,  welche  den  unendlich  nahe  benach- 
barten offenbar  parallel  sind.  Man  muss  bemerken,  dass  in 
diesem  besondern  Falle  die  Richtung  der  benachbarten  Er- 
zeugenden nicht  zur  Strictionslinie  der  Fläche  gehört,  weil 
die  kürzeste  Entfernung  derselben  überall  stattfindet. 

1)  Die  Normalen  einer  windschiefen  Regelfläche  in  den 


Curven  und  Flächen.  421 

Punkten  einer  Erzeugenden  bilden  ein  hyperbolisches 
Paraboloid;  das  zugehörige  Normalenparaboloid  der 
Fläche;  die  Normalebene  der  Erzeugenden  ist  die 
eine;  die  durch  die  Erzeugende  selbst  gehende  Nor- 
malebene ihrer  asymptotischen  Ebene^ist  die  andere 
Richtungsebene  desselben;  es  ist  also  gleichseitig. 
(§  90.;  16.)  Der  Centralpunkt  der  Erzeugenden  ist 
der  Scheitel  jlieses  Paraboloids. 

2)  Man  stelle  das  Normalenparaboloid  für  eine  gegebene 
Erzeugende  einer  scharfgängigen  und  ebenso  für  die 
einer  flachgängigen  Schraubenfläche  dar. 

3)  Wenn  ein  einfaches  Rotationshyperboloid  sich  einer 
gegebenen  windschiefen  Regelfläche  längs  einer  Er- 
zeugenden anschmiegt;  so  liegt  sein  Mittelpunkt  in 
der  im  Centralpunkte  der  Erzeugenden  auf  der  Fläche 
errichteten  Normale. 

4)  Man  soll  für  eine  gegebene  Erzeugende  einer  wind- 
schiefen Regelfläche  ein  anschmiegendes  Rotations- 
hyperboloid so  bestimmen ;  dass  dasselbe  eine  gege- 
bene Ebene  zu  einer  seiner  Axe  parallelen  Tangen- 
tialebene hat. 

5)  Wenn  zwei  Rotationshyperboloide  für  eine  Erzeugende 
e  des  einen  und  eine  Erzeugende  e*  des  andern 
gleiche  projectivische  Potenz  haben ^  so  können  sie 
in  eine  solche  Lage  gebracht  werden  ^  dass  das  eine 
sich  dem  andern  längs  der  Erzeugenden  e  anschmiegt; 
man  hat  die  Erzeugenden  Cy  e*  so  zur  Deckung  zu 
bringen ;  dass  ihre  Centralpunkte  zusammenfallen. 
Was  ergiebt  sich  daraus  für  zwei  beliebige  Regel- 
flächen? 

6)  Man  construiere  Punkte  der  Strictionslinie  für  das 
Normalenbündel.  (§  106.;  a)  4.) 

7)  Die  Strictionslinie  der  flachgängigen  sowohl  als  der 
scharfgängigen  Schraubenfläche  fallt  mit  der  Schrau- 
benaxe  zusammen.    Mit  welchem  Unterschied? 

8)  Die  Strictionslinie  eines  geraden  Conoids  ist  die  ge- 
rade Leitlinie  desselben  im  endlichen  Räume;  die 
orthogonale  Projection  der  Strictionslinie  eines  belie- 
bigen Conoids  auf  seine  Richtungsebene  ist  die  En- 
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veloppe  der  entsprechenden  Projectionen  seiner  Er- 
zeugenden. 
9)  Die  Strictionslinie  einer  Regeifläche  mit  einer  geraden 
Leitlinie  und  einem  Richtungskegel^  der  ein  mit  die- 
ser Leftlinie  als  Axe  beschriebener  Rotationskegel  ist, 
ist  eben  diese  gerade  Leitlinie. 


ff'      F'tBi 


10)  Man  construiere  die  sich  schneidenden  und  die  paral- 
lelen Nachbarerzeugenden  desKugel-Conoids.  Welches 
sind  diese  Erzeugenden  beim  Ejreis-Conoid  Fig.  185.; 
§  105.,  a)? 

Es  sind  hier  die,  welche  in  jenen  Berührungs- 
ebenen der  Kugel  liegen,  die  durch  die  geraden  Leit- 
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linien  gehen.  In  Fig.  194.  ist  das  Kugel -Conpid  in 
erster  und  zweiter  Projection  unter  der  Annahme  ver- 
zeichnet^ dass  die  gerade  Leitlinie  g  im  endlichen 
Räume  zu  ^OZ  parallel  und  die  gerade  Leitlinie  im 
Unendlichen  die  Stellung  von  XOY  ist.  Dann  ist  die 
eine  Gruppe  jener  Geraden  —  welche?  —  gebildet 
von  der  höchsten  und  tiefsten  Erzeugenden  e^j  Cn,  die 
andere  von  den  Erzeugenden  e  und  e*,  welche  von 
den  Berührungspunkten  A  und  B  der  Kugel  mit  durch 
g  gehenden  Ebenen  ausgehen. 

11)  Man  zeige,  dass  ein  Cylindroid  zwei  Erzeugende  hat, 
die  zu  ihren  nächstbenachbarten  parallel  sind. 

12)  Die  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs  hat  zwei 
Erzeugende,  die  ihre  benachbarten  schneiden  und 
zwei  andere  die  zu  ihren  benachbarten  parallel  sind; 
man  construiere  dieselben. 

109.  Die  Punkte  einer  windschiefen  Regelfläche,  in  wel-. 
chen  ausnahmsweise  zwei  benachbarte  Erzeugende  sich  schnei- 
den, erscheinen  natürlich  inbegriflFen  unter  den  Punkten  der- 
selben, in  welchen  überhaupt  zwei  Erzeugende  derselben  zu- 
sammen treffen.  Es  ist  evident,  dass  solche  Punkte  im  All- 
gemeinen auf  jeder  Erzeugenden  existieren.  Legt  man  nämlich 
durch  die  Erzeugende  e  der  Fläche  eine  beliebige  Ebene,  so 
berührt  dieselbe  die  Fläche  in  einem  Punkte  und  schneidet 
sie  ausser  in  der  Erzeugenden  in  einer  Curvö  von  der  Ord- 
nung (n  —  1)  —  wenn  die  Regelfläche  als  eine  algebraische 
vom  n**'"  Grade  gedacht  wird  — ,  welche  mit  e  ausser  dem 
Berührungspunkt  der  Ebene  —  darin  liegt  die  Bestimmung 
der  zweiten  Haupttangente  der  Fläche  in  einem  gegebenen 
Punkt  derselben  (vergl.  unten  5  f.)  —  noch  (n  —  2)  andere 
Schnittpunkte  bestimmt,  in  deren  jedem  offenbar  die  Erzeu- 
gende e  einer  andern  Erzeugenden  der  Regelfläche  begegnen 
muss,  d.  h.  eine  Regelfläche  n*<^"  Grades  enthält  im  Allge- 
meinen eine  Doppelcurve,  die  mit  jeder  Erzeugenden  (n — 2) 
Punkte  gemein  hat.  Die  Fläche  hat  in  den  Punkten  dieser 
Curve  im  Allgemeinen  zwei  von  einander  verschiedene  Tan- 
gentialebenen; die  besondem  Punkte  der  Fläche  aber,  in 
denen  zwei  benachbarte  Erzeugende  sich  treffen,  haben  in 
der  Doppelcurve  die  auszeichnende  Eigenschaft,  dass  ihnen 


424  Zweiter  Theil. 

nur  je  eine  Tangentialebene  entspricht;  dass  sich  also  die 
Doppelcurve  in  ihnen  wie  die  Rückkehrkante  einer  develop- 
pabeln  Fläche  verhält. 

Wählt  man  anderseits  in  der  Erzeugenden  e  einen  Punkt 
und  legt  durch  ihn  nach  allen  Erzeugenden  der  Regelfläche 
Ebenen^  so  berühren  dieselben  die  Fläche  und  umhüllen  einen 
Kegel  von  der  (n  —  1)**"  Classe,  welcher  mit  der  Geraden  e 
ausser  der  Berührungsebene  der  Fläche  im  gewählten  Punkt 
noch  (n  —  2)  andere  Ebenen  gemein  hat;  d.  h.  es  giebt  zu 
jeder  Regelfläche  n^®"  Grades  im  Allgemeinen  eine  Develop- 
pable,  die  als  doppelt  umschriebene  Developpable  der 
Fläche  zu  bezeichnen  ist  und  welche  mit  jeder  Erzeugenden 
(n  —  2)  Ebenen  gemein  hat.  Die  Fläche  hat  mit  den  Ebenen 
dieser  Developpabeln  im  Allgemeinen  je  zwei  verschiedene 
Berührungspunkte;  nur  die  besondem  Ebenen  der  Fläche, 
welche  zwei  benachbarte  Erzeugende  derselben  enthalten, 
liefern  nur  je  einen  Berührungspunkt. 

Endlich  enthält  eine  durch  drei  Leitcurven  C, ,  C^,  C^ 
erzeugte  Regelfläche  im  Allgemeinen  eine  Anzahl  von  geraden 
Erzeugenden ;  welche  doppelt  sind,  d.  h.  in  denen  je  zwei 
nicht  auf  einander  folgende  Lagen  der  erzeugenden  Geraden 
sich  decken;  jede  Gerade,  welche  die  eine  Leitcurve  zweimal 
schneidet,  während  sie  zugleich  die  andern  Leitcurven  je 
einfach  trifift,  ist  eine  solche.  Sei  C|  die  Leitcurve,  welche 
zweimal  geschnitten  werden  soll,  so  ist  die  Zahl  solcher  Ge- 
raden die  Zahl  der  Durchschnittspunkte  der  Curve  C^  mit 
derjenigen  Regelfläche,  welche  durch  die  Geraden  erzeugt 
wird,  die  mit  C^  je  zwei  Schnittpunkte  und  mit  C^  je  einen 
Punkt  gemein  haben  und  diese  Zahl  ist  das  m.^  fache  der  Zahl, 
die  den  Grad  einer  Regelfläche  angiebt,  für  welche  Cy  eine 
von  jeder  Erzeugenden  zweifach  geschnittene  und  eine  ge- 
rade Linie  eine  einfache  Leitlinie  ist;  giebt  es  dann  für  die 
Curve  C^  durch  jeden  Punkt  im  Raum  ä,  Gerade,  die  sie 
zweimal  schneiden  (vergl.  §  82.;  c),  so  ist  der  Grad  der 
letztbezeichneten  Fläche  und  die  Zahl  der  aus  C^  entspringen- 
den doppelten  Erzeugenden  respective 

.      ,    m,  (m,  —  1)        ,                   f  in ,  (m,  —  1)    ,    _  ) 
=  ^1  +  -^^^ "  ^^^  =m^m^  l"^^ +  ^1  [  • 
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In  Folge  dessen  besitzt  die  windschiefe  Regelfläche  aus  drei 
Leitcurven  C^yC^,  C^  mit  den  Characterzahlen  m^,  ^i;  mj;  Aj; 
m^y  ^3  doppelte  Erzeugende  in  der  Anzahl 


tn^  9112^3 


\  2  '^m^'^m.'^m,!' 


1)  Weil  in  der  Regelfläche  vom  Grade  2m^m2m.^  aus  den 
Leitcurven  Cj,  Cj,  (73  von  den  respectiven  Ordnungen 
mi,  m.^,  m^  diese  Curven  selbst  einfach  sind  in  den 
Graden  m2m^f  ^z^\f  fn^fn2,  so  begegnet  jede  Erzeu- 
gende in  den  Leitcurven  selbst  bereits 

andern  Erzeugenden  der  Fläche  und  hat  somit  ausser 
diesen^  also  in  der  Doppelcurve  der  Textbetrachtung, 
noch  Schnittpunkte  mit  andern  Erzeugenden  der  Re- 
gelfläche in  der  Anzahl 

2ni^fn2m^  -|-  1  • —  \tn^fH2    i"  ^2^z    1    ^z^u' 

Setzen  wir  mj  =  mj  =  1 ,  so  wird  diese  Zahl  Null, 
d.  h.  Regelflächen,  welche  zwei  gerade  Leitlinien  ent- 
halten, können  ausser  diesen  Leitlinien  selbst,  welche 
vielfach  sind,  keine  eigentliche  Doppelcurve  enthalten; 
diess  gilt  z.  B.  vom  Normalenbündel,  von  der  flach- 
gängigen Schraubenfläche,  von  den  Conoiden.  Die 
windschiefe  Rcgelflächc  sechsten  Grades,  welche  aus 
einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  und  zwei  Geraden 
entsteht,  enthält  keine  Doppelcurve,  aber  sie  hat  vier 
doppelte  Erzeugende. 

2)  Die  windschiefe  Regelfläche  dritten  Grades  (§  106.) 
kann  nur  eine  doppelte  Gerade  enthalten  ^  wie  auch 
daraus  hervorgeht,  dass  in  einer  ebenen  Curvo  dritter 
Ordnung  nur  ein  Doppelpunkt  möglich  ist.    (Vergl. 

§  114.) 

3)  Die  Fläche  des  schiefen  Durchgangs  (§  105.)  hat  paar- 
weis parallele  Erzeugende,  besitzt  also  in  unendlicher 
Feme  eine  Doppelcurve,  die  als  ein  Kegelschnitt  an- 
zusehen ist. 

4)  Man  erläutere  die  Natur  der  Doppelcurve  einer  wind- 
schiefen Regelfläche  an  dem  Beispiel  der  scharfgängigen 
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Schraubenääche ;  dieselbe  ist  ein  System  von  Schrau- 
benlinien von  derselben  Axe  und  Ganghöhe  mit  der 
Schraube  selbst.  (Fig..  187.  erlaubt  sie  zu  verfolgen.) 
5)  Man  verzeichnet  die  zweite  Inäexionstangente  der 
Regelfläche  in  einem  Punkte  der  Erzeugenden  e,  in- 
dem man  den  Schnitt  der  Fläche  mit  ihrer  Tangen- 
tialebene in  diesem  Punkte  construiert^  als  die  be- 
treflfende  Tangente  dieses  Letzteren. 


Fig.  195. 


/-. 


V 


V 


s> 


6)  Giebt  man  für  drei  Punkte  P^,  P^,  P-^  einer  Erzeu- 
genden e  der  windschiefen  Regelfläche  diese  zweiten 
Inflexionstangenten  an^  so  sind  sie  die  Erzeugenden 
der  einen  Schaar  eines  einfachen  Hyperboloids  ^  wel- 
ches die  Fläche  längs  der  Erzeugenden  e  so  berührt, 
dass  es  in  allen  ihren  Punkten  ihre  zweite  Inflexions- 
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tangente  2u  seiner  zweiten  Erzeugenden  hat  (vergl. 
§  102.)  oder  sie  in  allen  osculiert.  Diese  ist  die  Con- 
struction  des  osculierenden  einfachen  Hyperboloids  für 
eine  Erzeugende  e  der  windschiefen  Regelfläche.  In 
Fig.  195.  ist  für  die  Erzeugende  l^  einer  Rcgelfläche 
dritten  Qrades  von  den  Leitlinien  —  Kreis  K  in  der 
Bildebene^  Gerade  g^  öden  S\Q\}  welche  den  Kreis 
trifft,  und  Gerade  g^  oder  S2Q2}  welche  weder  ihn  noch 
g^  schneidet  —  das  oscnlierende  einfache  Hyperboloid 
constniiert.  Man  hat  für  dasselbe  die  Erzeugende  /^ 
und  die  Geraden  g^^  g^  als  Erzeugende  der  andern 
Schaar  und  es  bleibt  sonach  eine  Erzeugende  ^3  der 
Letztern  zu  ermitteln.  Man  hat  dazu  die  Tangential- 
ebene sq  der  Regelfläche  im  Punkte  A  von  /j  con- 
struiert  —  vergl.  §  107.  —  und  den  Kegelschnitt  be- 
stimmt, welchen  sie  ausser  /^  mit  der  Fläche  gemein 
hat;  von  demselben  sind  die  Punkte  5,  (7  im  Kreis 
und  auf  s  und  in  der  Geraden  g^  a  priori  bekannt 
und  zwei  weitere  D  und  E  sind  als  Schnittpunkte  der 
Ebene  mit  dem  Paar  von  Erzeugenden  aus  F  in  g^ 
erhalten;  dadurch  ergiebt  sich  die  Tangente  dieses 
Kegelschnitts  in  Ay  die  zweite  Haupttangente  dieses 
Punktes,  und  die  dritte  Erzeugende  ^3  der  Schaar  g 
des  Hyperboloids.  Ermittelt  man  dann  eine  zweite 
Erzeugende  seiner  Schaar  l^  z.  B.  die  durch  ^  in  ^^ 
gehende  l^  y  so  sind  Spur,  Fluchtlinie  und  Umriss  des 
osculierenden  Hyperboloids  bestimmt;  in  der  Fig.  195. 
ist  die  Umrissellipse  angedeutet,  die  perspectivische 
Axe  ^2  ^6r  von  g^^  g^y  g^  in  /j,  /j  bestimmten  pro- 
jectivischen  Reihen  giebt  zu  Z^,  /j  die  Berührungs- 
punkte im  Umriss.  Die  fünf  Punkte  5,  •  •  •  5^  be- 
stimmen die  elliptische  Spur;  etc. 

Dieselbe  Regelfläche  ist  in  Fig.  196.,  p.  442.  noch- 
mals vollständiger  dargestellt,  und  die  Erzeugende  /, 
oder  SQ'  ist  dort  ebenso  bezeichnet. 
7)  Wenn  zwei  windschiefe  Regelflächen  sich  längs  einer 
Erzeugenden  berühren  (§  107.),  so  schneiden  sie  sich 
im  Allgemeinen  in  einer  Curve,  welche  die  Berührungs- 
erzeugende in  den  zwei  Funkten  schneidet,  in  wel- 


428  Zweiter  Theil. 

chen  diese  Flächen  einander  oseulieren.  Die  zweiten 
Haupttangenten  in  diesen  Punkten  sind  die  bezüg- 
lichen Tangenten  der  Schnittcurve.  (Vergl.  §93.;  10.) 

8)  Wenn  wird  das  osculierende  Hyperboloid  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid?  Insbesondere  in  welchen  der 
FäUe  des  §  105.? 

9)  Jede  windschiefe  Regelfläche  enthält  eine  Schaar  auf- 
geschriebener Raumcurven,  für  welche  sie  zugleich 
entsprechend  der  doppelten  Erzeugung  des  §  104.  die 
Enveloppe  ihrer  developpabeln  Flächen  ist.  (Vergl. 
§  103.,  a.)  Man  nennt  sie  die  Curven  der  Haupt- 
tangenten. Sie  gehen  durch  die  Schnittpunkte  be- 
nachbarter Erzeugenden  und  berühren  dieselben  in 
ihnen. 

10)  Da  die  Haupttangenten  der  windschiefen  Regelfläche 
in  den  Punkten  derselben  Erzeugenden  e  ein  Hyper- 
boloid bilden;  welches  die  unendlich  nahe  Erzeugende 
e^  enthält  und  die  Stücke  derselben  zwischen  e  und 
e^  Elemente  der  Curven  der  Haupttangenten  sind,  so 
erhält  man  den  Satz:  Die  Curven  der  Haupttangen- 
ten einer  windschiefen  Regelfläche  bestimmen  auf  den 
Erzeugenden  derselben  projectivische  Reihen.  Es  ist 
der  allgemeine  Satz  zu  dem  speciellen  für  das  ein- 
fache Hyperboloid.  Durch  drei  Curven  der  Haupt- 
tangenten auf  einer  windschiefen  Regelfläche  sind  alle 
übrigen  linear  bestimmt,  wenn  je  ein  Punkt  derselben 
bekannt  ist. 

11)  Ist  unter  den  Leitlinien  einer  windschiefen  Regelfläche 
eine  unendlich  ferne  Gerade,  so  bilden  die  Curven 
der  Haupttangenten  in  den  Erzeugenden  derselben 
ähnliche  Punktreihen.  Diess  ist  der  allgemeine  Satz 
zu  dem  speciellen  für  das  hyperbolische  Paraboloid. 
Zwei  jener  Curven  bestimmen  linear  alle  übrigen  aus 
je  einem  Punkte. 

12)  Wie  bestimmt  man  mit  Hilfe  der  Haupttangente  in 
einem  Punkte  der  windschiefen  Regelfläche  die  Rich- 
tungen der  Krümmungslinien?  (Vergl.  §  103.;  c.) 

110.  Der  Querschnitt   der   Regelfläche   n^«"  Grades   mit 
einer  beliebigen  Ebene  ist  eine  Curve  von  der  Ordnung  n. 


Curven  und  Flächen.  429 

deren  Punkte  als  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  den  Er- 
zeugenden der  Fläche  und  deren  Tangenten  als  ihre  Schnitt- 
linien mit  den  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Fläche  be- 
stimmt sind.  Sie  enthält  eine  gewisse  Anzahl  von  Doppel- 
punkten;  indess  Rückkehrpunkte  in  ihr  nur  ausnahmsweise 
auftreten ;  nämlich  wenn  die  Ebene  einen  jener  singulären 
Punkte  der  Fläche  enthält;  in  welchen  zwei  benachbarte  Er- 
zeugende derselben  zusammen  treffen. 

Dies.e  Construction  und  diese  Characteristik  gelten  ins- 
besondere von  den  Spuren  der  Regelflächen  in  den  Projec- 
tionsebeneu;  respective  der  Bildebene,  oder  in  der  Halbierungs- 
ebene Hjp'. 

Der  Berührungskegel  der  Fläche  aus  einem  beliebigen 
also  insbesondere  nicht  auf  ihr  gelegenen  Punkte  ist  ein  Ke- 
gel n***"  Classe,  der  die  Verbindungsebenen  des  Punktes  mit 
den  Erzeugenden  der  Regelfläche  zu  seinen  Tangentialebenen 
und  die  nach  den  entsprechenden  Berührungspunktßn  gehen- 
den Strahlen  zu  seinen  Erzeugenden  hat.  Derselbe  besitzt 
eine  gewisse  Anzahl  von  Doppeltangentialebenen ,  aber  nur 
in  speciellen  Fällen  Rückkehrtangentialebenen,  nämlich  dann, 
wenn  der  gewählte  Punkt  in  einer  der  singulären  Ebenen 
liegt,  in  denen  zwei  benachbarte  Erzeugende  der  Fläche  lie- 
gen. In  solcher  Weise  bestimmen  sich  die  Umrisse  der  Re- 
gelfläche in  den  Projectionen;  sie  sind  umhüllt  von  den  ent- 
sprechenden Projectionen  der  Erzeugenden  und  man  erhält 
die  zugehörigen  Berührungspunkte,  indem  man  sie  als  ent- 
sprechende Projectionen  der  Berührungspunkte  der  projicie- 
renden  Ebenen  durch  die  respectiven  Erzeugenden  bestimmt. 
So  erhält  man  auch  die  Schlagschattengrenze  einer  solchen 
Fläche  auf  einer  Ebene  speciell  Projectionsebene  für  Licht 
aus  einem  endlich  oder  unendlich  entfernten  Punkte;  dann 
ist  die  Curve  der  Berührungspunkte  der  vom  Leuchtpunkt 
an  die  Fläche  gehenden  Tangentialebenen  die  Trennungslinie 
des  beleuchteten  und  unbeleuchteten  Theils  der  Fläche  oder 
die  Schattengrenze.  Man  wird  nach  §  102. ;  5.  ihre  Tangente 
in  einem  ihrer  Punkte  bestimmen  können,  wenn  man  für  die- 
sen Punkt  die  beiden  Liflexionstangenten  der  Fläche  kennt 
und  hat  also  dafür  die  zweite  dieser  Inflexionstangenten  zu 
bestimmen  nach  §  109.;  5. 
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1)  Man  verzeichne  die  Spur  eines  Gylindroids  (§  105.)  in 
der  Projectionsebene  XOY  und  zeige;  dass  alle  die 
Schnitte  desselben  mit  Ebenen ;  welche  durch  die 
Schnittlinie  der  Ebenen  der  beiden  Leitcurven  gehen, 
mit  den  entsprechenden  Schnitten  des  Originalcylin- 
ders  congruent  sind;  also  beispielsweise  Kegelschnitte 
für  den  Cy linder  zweiten  Grades. 

2)  Man  construiere  einen  ebenen  Schnitt  der  Fläche  des 
schiefen  Durchgangs  normal  zur  geraden  Leitlinie 
desselben. 

3)  Man  zeige  ^  dass  der  Schnitt  der  Fläche  der  scharf- 
gängigen Schraube  mit  einer  zu  ihrer  Axe  normalen 
Ebene  eine  Archimedische  Spirale  ist.  Wie  construiert 
man  dieselbe  mit  Hilfe  der  Evolvente  des  Grundkreises? 
(Vergl.  §  111.) 

"^4)  Die  Schnitte  derselben  Regelfläche  mit  verschiedenen 
Ebenen  sind  im  Allgemeinen  Curven  von  solcher  Be- 
schaffenheit; dass  jedem  Punkte  und  jeder  Tangente 
der  einen  ein  Punkt  und  eine  Tangente  der  andern 
entsprechen;  sie  sind  also  nach  §  62.  Anmerkung*) 
von  demselben  Geschlecht;  d.  h.  es  ist  für  sie 

(ft-l)(^-2)  (v_l)(v-2) 

eine  constante  Zahl;  kennt  man  dieselbe  für  einen 
dieser  Querschnitte;  so  hat  man  damit  für  alle  andern 
eine  Relation  ihrer  characteristischen  Zahlen  und  es 
genügt;  zwei  derselben  zu  wissen;  um  sie  alle  zu  be- 
stimmen; also  z.  B.  X  =  0;  was  nach  dem  Obigen  im 
Allgemeinen  stattfindet  und  die  Ordnungszahl. 
*5)  Die  Ordnung  der  Doppelcurve  einer  Regelfläche  ist 
der  Classe  ihrer  doppelt  umschriebenen  Developpa- 
beln  gleich. 

Denn  ist  jene  x^  und  diese  x^}  so  ist  der  der 
Fläche  aus  einem  beliebigen  Punkte  umschriebene 
Kegel  von  der  Classe  n  und  hat  keine  Rückkehr- 
tangentialebenen; aber  x^  Doppeltangentialebenen;  so 
dass  seine  Ordnungszahl 

=  «(«  —  1)  —  2x^ 
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ist ;  diese  ist  aber  zugleich  die  Classenzahl  eines  durch 
den  gewählten  Punkt  geführten  ebenen  Querschnitts 
der  Fläche  und  dieser  ist  von  der  n*®"  Ordnung  und 
enthält  x^  Doppelpunkte  aber  keine  Rückkehrpunkte^ 
d.  h.  seine  Classe  ist  ausgedrückt  durch 

n(n  —  l)  —  2ir, ; 

es  ist  also  auch  x^  =  ^2* 

6)  Man  construiere  die  Grenze  des  Selbstschattens  für 
paralleles  Licht  an  den  beiden  windschiefen  Schrau- 
benflächen. 

7)  Die  Durchschnittspunkte  benachbarter  Erzeugenden 
der  Regelfläche  liegen  für  jederlei  Beleuchtung  auf 
der  Grenze  des  Selbstschattens  und  die  zugehörige 
Erzeugende  berührt  diese  Letztere  daselbst  -*  sie 
verhalten  sich  analog  den  Spitzen  der  Kegelflächen 
und  den  Punkten  der  Rückkehrkante  der  Develop- 
pabeln.  Ihre  Bilder  liegen  für  jede  Projection  im 
entsprechenden  Umriss  der  Fläche. 

8)  Man  construiere  die  Grenze  des  Selbstschattens  an 
der  Wölbfläche  des  schiefen  Eingangs  und  an  der 
des  Eingangs  in  den  runden  Thurm  und  erläutere  für 
die  erste ;  dass  die  Erzeugenden  derselben^  welche 
ihren  unendlich  nahe  benachbarten  parallel  sind  (§108.; 
12.);  Asymptoten  der  Schattengrenze  sein  müssen. 

9)  Wenn  man  das  osculierende  Hyperboloid  der  Fläche 
für  die  Erzeugende  e  kennt  (d.  h.  drei  seiner  Erzeu- 
genden) ^  so  ist  die  Tangente  der  Schattengrenze  in 
dem  auf  e  gelegenen  Punkte  nach  §  102.;  5.  con- 
struierbar;  sie  ist  harmonisch  conjugiert  zum  Licht- 
strahl in  Bezug  auf  den  Umrisskegelschnitt  des  Hy- 
perboloids. 

10)  Die  Construction  der  Asymptote  der  Schattengrenze; 
also  ihrer  Tangente  in  einem  Punkte^  dessen  Tangen- 
tialebene den  Leuchtpunkt  enthält;  soll  daraus  abge- 
leitet werden.  Von  der  harmonischen  Theilung  aus 
kommt  man  zu  den  Sätzen:  Für  den  Berührungs- 
kegel eines  Conoids  liegen  der  Scheitel  und  eine 
Asymptote  der  Berührungscurve  gleich  entfernt  von 


432  Zweiter  Theü. 

der  Erzeugenden  der  asymptotischen  Ebene  der  Fläche, 
die  durch  den  Scheitel  geht«  Für  den  Berührungs- 
cy  linder  einer  windschiefen  Regelfläche  liegt  die  Asym- 
ptote der  Berührungscurve  in  der  die  Richtung  des 
Oy  linders  enthaltenden  asymptotischen  Ebene  der  Fläche 
gleich  entfernt  von  der  Erzeugenden  der  Fläche  und 
der  zweiten  ihr  angehörigen  Erzeugenden  des  oscu- 
lierenden  Hyperboloids. 

11)  Man  construiere  die  Umrisscurve  der  Fläche  der  scharf- 
gängigen Schraube  in  einer  zu  ihrer  Axe  parallelen 
Ebene.  Sie  hat  zwei  Schaaren  äquidistanter  zur  Axe 
symmetrischer  Parallelen  zu  ihren  Asymptoten.  (Vergl. 

§111.) 

12)  Die  Zahl  und  Lage  der  Asymptoten  eines  ebenen 
Schnittes  der  Regelfläche  bestimmt  sich  durch  die 
Beziehung  der  Schnittebene  zum  unendlich  fernen 
ebenen  Schnitt  der  Fläche.  Man  erörtere  diess  für 
die  FäUe  a)  1,  2,  3;  b)  1,  3  in  §  105,  Die  Beispiele 
geben  unendliche  Aeste  der  Schnittcurve  von  zweierlei 
Ursprung:  Solche  aus  zur  Schnittebene  parallelen  Er- 
zeugenden und  solche  aus  unendlich  fernen  Erzeugen- 
den. Für  den  entsprechenden  allgemeinen  Satz  betreifs 
der  Berührungskegel  ist  das  Folgende  zu  beachten. 

111.  Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
zu  den  auf  einander  folgenden  Erzeugenden  einer  Regelfläche 
Parallelen  zieht,  so  bilden  dieselben  einen  Kegel,  der  als 
Richtungskegel  der  Fläche  bezeichnet  werden  kann. 
Diese  Bezeichnung  gilt  jedoch  hier  in  eingeschränkterem 
Sinne  als  bei  den  developpabeln  Flächen  (§  75.).  Die  Tan- 
gentialebene des  Richtungskegels  längs  einer  seiner  Erzeu- 
genden ist  parallel  nur  zu  der  im  unendlich  fernen  Punkt 
berührenden  Ebene  der  windschiefen  Regelfläche  oder  der 
asymptotischen  Ebene  für  die  parallele  Erzeugende  dieser 
Letzteren. 

Der  Richtungskegel  ist  am  unmittelbarsten  hervorgetreten 
bei  der  Fläche  der  scharfgängigen  Schraube,  wo  er  ein  ge- 
rader Kreiskegel  mit  der  Schraubenaxe  als  Axe  ist;  er  er- 
setzt immer,  wie  in  diesem  Falle,  eine  unendlich  ferne  also 
ebene  Leitcurve. 
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Für  jeden  ebenen  .Schnitt  der  Fläche  bestimmt  er  die 
unendlichen  Aeste  und  die  Asymptoten;  denn  er  liefert  zu- 
nächst in  den  Richtungen  der  zur  Schnittebene  parallelen 
Erzeugenden  die  Richtungen  der  Asymptoten  ^  sodann  mit 
den  zugehörigen  Tangentialebenen  die  Stellungen  der  ent- 
sprechenden asymptotischen  Ebenen  der  Fläche  ^  also  diese 
selbst;  die  Durchschnittslinlen  der  Letztern  mit  der  Schnitt- 
ebene sind  aber  die  Asymptoten  der  Schnittcurve. 

Nach  dem  unendlich  fernen  ebenen  Schnitt  der  Regel- 
fläche  ist  derselben  eine  developpable  Fläche  umschrieben^ 
deren  Tangentialebenen  also  die  asymptotischen  Ebenen  der 
Regelfläche  sind;  man  kann  dieselbe  die  asymptotische 
Developpable  der  Regelfläche  nennen.  Ihre  Erzeu- 
genden sind  denen  des  Richtungskegels  und  der  Fläche  pa- 
rallel. Sie  berührt  die  Regelfläche  offenbar  längs  derjenigen 
singulären  Erzeugenden,  welche  von  ihren  benachbarten  ge- 
schnitten werden.  Ihre  Tangentialebenen  durch  einen  Punkt 
gehören  zu  den  Erzeugenden  der  Regelfläche,  welchen  die 
unendlichen  Aeste  der  Berührungscurve  des  ihr  aus  jenem 
Punkt  umschriebenen  Kegels  angehören  und  bestimmen  ihre 
Asymptoten.  (Vergl.  §  110.;  10.) 

1)  In  centralprojectivischer  Darstellung  ist  die  Flucht- 
linie der  Regelfläche  zugleich  die  ihres  Richtungs- 
kegels und  ihrer  asymptotischen  Developpabeln. 

2)  Zwei  windschiefe  Regelflächen  berühren  sich  längs 
einer  gemeinsamen  Erzeugenden,  wenn  sie  in  zwei 
Punkten  derselben  die  nämlichen  Tangentialebenen 
haben  und  ihre  Richtungskegel  aus  demselben  Cen- 
trum sich  in  der  gleichgerichteten.  Erzeugenden  be- 
rühren. 

3)  Wenn  hat  eine  ebene  Schnittcurve  der  windschiefen 
Regelfläche  einen  parabolischen  Ast  und  wenn  hat  die 
Berührungscurve  derselben  mit  einem  umschriebenen 
Kegel  einen  solchen?* 

4)  Man  erläutere  Verhalten  und  Einfluss  der  asympto- 
tischen Developpabeln,  wenn  der  unendlich  ferne  ebene 
Schnitt  der  Fläche  eine  Doppelcurve  derselben  ist  — 

.  z.  B.  im  Falle  der  Fläche  des  schiefen  Durchgangs. 
(Vergl.  Fig.  188.,  §  105. ;  b)  2.) 

Fiedler,  Dantellende  Geometrie.  28 
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5)  Für  das  einfache  Hyperboloid  fällt  der  Richtungskegel 
aus  dem  Mittelpunkt  mit  der  asymptotischen  Deve- 
loppabeln  zusammen.  Immer  ist  der  Richtungskegel 
der  Regelfläche  auch  der  ihrer  asymptotischen  Deve- 
loppabeln. 

6)  Der  Richtungskegel  der  Wölbfläche  des  schiefen  Durch- 
gangs schneidet  die  Normalebenen  zu  der  geraden  Leit- 
linie derselben  in  Kreisen. 

7)  Die  asymptotische  Developpable  der  Fläche  der  scharf- 
gängigen  Schraube  ist  eine  developpable  Schrauben- 
fläche. Und  allgemein:  Wenn  der  Richtungskegel  der 
Regelfläche  ein  Rotationskegel  ist;  so  ist  die  Rück- 
kehrkante ihrer  asymptotischen  Developpabeln  eine 
Schraubenlinie  auf  einem  Cylinder  ^  dessen  Erzeugende 

'   zur  Axe  des  Richtungskegels  parallel  ist. 

8)  Man  construiere  durch  eine  gegebene  Curve  C  eine 
windschiefe  Regelfläche  mit  einem  gegebenen  Kegel  K 
als  ihrer  asymptotischen  Fläche  —  indem  man  die 
Schnittpunkte  der  Tangentialebenen  von  K  mit  der 
Curve  C  betrachtet.  Wie  kann  für  eine  Leitfläche  P 
dasselbe  geleistet  werden? 

9)  In  welcher  Beziehung  steht  die  asymptotische  Deve- 
loppable zu  der  developpabeln  Fläche,  welche  einer  Re- 
gelfläche nach  ihrer  Strictionslinie  umschrieben  wird? 

10)  Wenn  eine  gerade  Linie  sich  so  bewegt,  dass  sie  um 
eine  beliebige  Gerade  des  Raumes  als  Axe  sich  gleich- 
förmig dreht,  während  alle  ihre  Punkte  gleichzeitig  pa- 
rallel jener  Axe  gleichförmig  vorrücken,  so  entsteht  als 
Ort  der  Geraden  eine  windschiefe  Regelfläche,  welche 
man  eine  Schraubenregclfläche  nennen  mag;  eine 
Fläche,  auf  der  durch  jeden  ihrer  Punkte  eine  Gerade 
und  eine  Schraubenlinie  geht.  Alle  diese  Schrauben- 
linien haben  die  feste  Gerade  zur  Axe  und  einerlei 
Ganghöhe;  alle  die  Gnaden  sind  den  Erzeugenden 
eines  geraden  Kreiskegels  um  jene  Axe  parallel.  Die 
asymptotische  Developpable  der  Fläche  ist  die  Tan- 
gentenfläche der  Schraubenlinie,  welche  der  der  Axe 
nächstgelegene  Punkt  der  erzeugenden  Geraden  be- 
schreibt.   Diese  Linie  ist  die  Strictionslinie  der  Fläche, 
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Es  ist  für  diese  Regelfläche  die  Erörterung  der 
bisher  behandelten  Hauptaufgaben  durchzuführen. 

112.  Eine  gerade  Linie  g  hat  mit  einer  windschiefen 
Regelfläche  vom  w*®"  Grade  n  Punkte  P  und  n  Tangential- 
ebenen T  gemein.  Man  construiert  jene,  indem  man  den 
Schnitt  der  Fläche  mit  einer  die  Gerade  enthaltenden  Ebene 
zeichnet  (§  110)  als  diejenigen  Punkte  P,  welche  die  Gerade  g 
mit  dieser  Curve  gemein  hat;^  in  Parallelprojection  wird  man 
eine  projicierende  Ebene  von  g  zu  dieaem  Zwecke  benutzen. 

Man  construiert  dagegen  die  der  Fläche  mit  g  gemein- 
samen Tangentialebenen  T,  indem,  man  für  einen  beliebigen 
Punkt  der  Geraden  g  den  Berührungskegel  der  Fläche  be- 
stimmt, als  diejenigen  Ebenen,  welche  der  Geraden  g  imd  dieser 
Kegelfläche  gemeinsam  sind;  man  kann  stets  den  der  Geraden 
parallelen  Berührungscylinder  der  Fläche  dafür  benutzen. 

Die  Punkte  P  führen  aber  auch  zur  Bestimmung  der 
Ebenen  T,  weil  diese  offenbar  die  durch  g  mit  den  respectiven 
Erzeugenden  der  Regelfläche  für  die  P  bestimmten  Ebenen 
sein  müssen ;  und  umgekehrt  lassen  die  Ebenen  T  die  Punkte  P 
finden,  als  die  durch  g  mit  den  in  den  respectiven  T  liegen- 
den Erzeugenden  der  Regelfläche  bestimmten  Punkte.    (§  93.) 

Ist  die  Gerade  g  unendlich  fern  oder  die  Stellung  einer 
Ebene,  so  sind  die  ihr  angehörigen  Punkte  der  Regelfläche  die 
Richtungen  derjenigen  Erzeugenden  derselben,  welche  dieser 
Ebene  parallel  sind;  diese  Erzeugenden  bestimmen  mit  ^die- 
jenigen Tangentialebenen^  der  Fläche,  derfen  Bestimmung  die 
Aufgabe  femer  verlangt. 

1)  Man  constiniiere  zur  ersten  Projection  eines  Punktes 
der  Regelfläche  die  zweite  Projection  desselben  — 
z.  B.  für  die  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs  oder 
für  das  Normalenbündel. 

2)  Wie  vereinfacht  sich  die  Bestimmung  der  andern  Pro- 
jection eines  Punktes  der  windschiefen  Regelfläche  zu 
einer  gegebenen,  wenn  die  Fläche  eine  Leitlinie  be- 
sitzt, die  mit  der  entsprechenden  projicierenden  Ge- 
raden in  einer  Ebene  liegt? 

Man  discutiere  die  Fälle  der  Schraubonflächen  und 
der  Wölbfläche  des  Eingangs  in  den  runden  Thurm 
bei  zu  oz  paralleler  Axe  für  gegebene  erste  Projection 

28* 
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und    den  Fall    des    schiefen  Durchgangs    mit   zu  oy 
paralleler  Axe  fiir  die  zweite  Projection. 

3)  Man  bestimme  die  zur  ersten  respective  zweiten  Pro- 
jectionsebene  parallelen  Tangentialebenen  einer  wind- 
schiefen Regelfläche. 

4)  Man  soll  für  Beleuchtung  durch  parallele  Strahlen  die 
hellsten  Punkte  einer  windschiefen  Kegelfläche  finden 
d.  h.  diC;  wo  der  Lichtstrahl  in  die  Normale  der  Fläche 
fällt.  Man  bestimmt  mit  Hilfe  des  Richtungskegels 
die  zur  Normalebene  des  Lichtstrahls  parallelen  Er- 
zeugenden und  erhält  auf  ihnen  die  fraglichen  Punkte 
als  Berührungspunkte  der  Fläche  mit  den  durch  sie 
gehenden  zum  Lichtstrahl  normalen  Ebenen. 

113.  Die  Verbindung  einer  windschiefen  Regelfläche  mit 
jeder  der  bisher  behandelten  Flächenarten ^  also  mit  einer 
developpabeln  Fläche,  mit  einer  krummen  Fläche  zweiten 
Grades  oder  mit  einer  andern  windschiefen  Regelfläche,  giebt 
Anlass  zu  einer  grossen  Reihe  von  Problemen ,  von  denen  nur 
einige  hervorgehoben  werden  sollen. 

Eine  Kegel-  oder  Cylinderfläche  hat  mit  der  Regelfläche 
eine  Curve  gemein,  tmd  unter  ihren  Erzeugenden  sind  im 
Allgemeinen  Tangenten  der  Regelfläche,  sowie  unter  ihren 
Tangentialebenen  Tangentialebenen  derselben«  Legt  man  durch 
die  Spitze  des  Kegels  oder  parallel  den  Erzei;^enden  des 
Cylinders  eine  Ebene  nach  einer  Erzeugenden  e  der  Regel- 
fläche, so  enthält  diese  eine  Gruppe  e^^  e^ .  .  .  von  Erzeugen- 
den des  Kegels  oder  Cylinders  und  einen  aus  der  Erzeugen- 
den e  und  einer  Curve  (n — l)^*""  Ordnung  (7»_i  zusammenge- 
setzten Schnitt  der  Regelfläche;  die  Punkte,  welche  die  Gruppe 
der  ei  mit  der  Verbindung  der  e  und  Cn^x  gemein  hat,  gehören 
zur  Durchdringungscurve;  die  zugehörigen  Tangenten  der- 
selben sind  die  Schnittlinien  der  bezüglichen  Tangentialebenen 
des  Kegels  und  der  windschiefen  Regelfläche.  Man  erkennt, 
dass  die  Ordnungszahl  der  Durchdringungscurve  das  Product 
der  Gradzahlen  des  Kegels  und  der  Regelfläche  ist. 

Für  die  constructive  Durchführung  erscheint  es  zumeist 
bequemer,  immer  nur  die  Schnittpunkte  der  Erzengenden  e 
mit  den  Linien  der  Gruppe  der  Ci  zu  beachten,  da  man  auch 
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80  alle  Punkte  der  Durchdringung  bekommt^  wenn  man  alle 
Erzeugenden  nach  einander  benutzt. 

Construiert  man  ,fUr  dieselben  Ebenen  je  den  Berührungs- 
punkt P  mit  der  Regelfläche^  so  erhält  man  gleichzeitig  den 
aus  der  Spitze  des  gegebenen  Kegels  der  Fl&che  umschrie- 
benen Berührungskegel  und  seine  Berührungscurve  mit  der 
Fläche;  dieselbe  enthält  die  Doppelpunkte  der  vorher  erörter- 
ten Durchdringungscurve.  Die  gemeinsamen  Erzeugenden 
beider  Kegel  sind  die  Tangenten  der  Fläche  unter  den  Er- 
zeugenden des  gegebenen.  Ebenso  sind  die  gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen  unserer  beiden  Kegel  die  Tangentialebenen 
der  Fläche  unter  denen  des  gegebenen  Kegels. 

Eine  developpable  Fläche  D  mit  Rückkehrkante  C  hat 
mit  der  windschiefen  Regelfläche  B  eine  Ourve  gemein ,  in 
welcher  einzelne -Punkte  der  Rückkehrkante  gelegen  sind  und 
sie  hat  unter  ihren  Erzeugenden  Tangenten  und  unter  ihren 
Schmiegungsebenen  Tangentenebenen  der  Regelfläche.  Man 
wird  die  gemeinsame  Curve  construieren^  indem  man  die 
Schnittpunkte  der  aufeinanderfolgenden  Erzeugenden  der  deve- 
loppabeln  Fläche  mit  der  Regelfläche  bestimmt, 

Wenn  man  dagegen  der  windschiefen  Regelfläche  eine 
Developpable  D*  umschreibt;  welche  mit  der  gegebenen  D 
den  nämlichen  Richtungskegel  hat^  so  müssten  die  gemein- 
samen Ebenen  dieser  beiden  Developpabeln  die  die  Regelfläche 
berührenden  Ebenen  von  D  sein.  Und  die  Construction  von 
D*  ist  nach  dem  Vorigen  ausführbar ^  da  jede  Tangente  der 
Fluchtlinie  von  D  einige  Tangentialebenen  der  windschiefen 
Regelfläche  von  der  durch  sie  bestimmten  Stellung  liefert  und 
die  auf  einander  folgenden  Tangenten  die  nächstfolgenden 
Gruppen  dieser  Ebenen  und  die  zugehörigen  Erzeugenden  der 
Developpabeln  D*  ergeben.  Man  kann  auch  die  Gruppen  der 
Schmiegungsebenen  dieser  Developpabeln  construieren,  welche 
eine  bestimmte  Erzeugende  der  Fläche  enthalten ;  da  ihre 
Stellungen  die  Tangenten  der  Fluchtlinie  der  gegebenen  De- 
veloppabeln aus  dem  Fluchtpunkt  der  Erzeugenden  sind. 

Mit  einer  andern  krummen  Fläche  F  endlich  hat  eine 
windschiefe  Regelfläche  B  eine  aufgeschriebene  Curve  C  und 
eine  umschriebene  Developpable  D  gemein.  Man  wird  jene 
construieren  als  den  Ort  der  Punkte ;  in  welchen  die  Erzeu- 
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gcnden  der  Regclfläche  die  andere  krumine  Fläche  schneiden 
und  ihre  Tangenten  erhalten  als  die  Schnittlinien  der  Tangential- 
ebenen beider  Flächen  in  diesen  Punkten.  Man  bestimmt  die 
Developpable  D  anderseits  als  die  Enveloppe  der  Ebenen  y  die 
durch  Erzeugende  der  Regelfläche  berührend  an  die  andere 
Fläche  gehen  und  ihre  Erzeugenden  als  die  geraden  Verbin- 
dungslinien der  Punkte^  in  welchen  die  betrachtete  Ebene  die 
beiden  Flächen  berührt: 

1)  Eine  Raumcurve  C  ist  durch  ihre  erste  und  zweite 
Projection  gegeben ;  man  soll  ihre  Durchschnittspunkte 
mit  einer  durch  drei  Leitlinien  bestimmten  Regelfiächc 
construieren  —  mit  Hilfe  des  ersten  projicierenden 
Cylinders  derselben  und  seines  Schnittes  in  der  Fläche. 

2)  Man  lege  an  die  Wölbfläche  des  schiefen  Durchgangs, 
an  eine  scharfgängige  Schraubenfläche  oder  allgemeine 
Schraubenregelfläche  durch  einen  gegebenen  Punkt  die- 
jenigen Tangenten  und  Tangentialebenen,  welche  unter 
45®  zur  ersten  Projectionsebene  geneigt  sind. 

3)  Man  construiere  in  Centralprojection  die  Durchdrin- 
gungs-Curve  eines  Cylinders  mit  einem  Conoid ,  dessen 
endlich  entfernte  Leitgerade  der  Bildebene  parallel  ist 

4)  Alle  auf  eine  windschiefe  Regelfläche  fallenden  §chlag- 
sqhatten  werden  begrenzt  durch  die  Durchschnitts- 
linien derselben  mit  Cylindern  respective  Kegeln, 
welche  den  Leuchtpunkt  zur  Spitze  haben  und  der 
schattenwerfenden  Fläche  umschrieben  sind.  Man  er- 
hält somit  die  Punkte  des  Schlagschattens  in  einer 
beliebigen  Erzeugenden  e  der  Fläche,  indem  man 
die  Erzeugenden  des  Schattencylinders  oder  Kegels 
in  der  durch  die  Erzeugende  e  und  den  Leuchtpunkt 
bestimmten  Ebene  mit  jener  zum  Durchschnitt  bringt; 
man  bestimmt  auch  die  Tangente  der  Schlagschatten- 
curve  als  Schnittlinie  der  Tangentialebene  des  Cylin- 
ders mit  der  der  windschiefen  Regelfläche. 

Man  construiere  die  Grenzlinie  des  Schlagschattens, 
der  auf  die  Fläche  der  scharfgängigen  Schraube  von 
einer  zu  ihrer  Axe  normalen  regulär  sechsseitigen  oder 
kreisförmigen  Scheibe  geworfen  wird  —  für  paralleles 
Licht  und  für  Licht  aus  endlich  entferntem  Punkte. 
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5)  Wenn  man  für  Beleuchtung  durch  parallele  Licht- 
strahlen die  Helligkeit  eines  beleuchteten  Punktes  einer 
Fläche  nur  vom  sinus  des  Einfaltswinkels,  d.  i.  von 
der  Neigung  der  Tangentialebene  der  Fläche  in  ihm 
gegen  den  einfallenden  Lichtstrahl  abhängig  nämlich 
ihm  proportional  sein  lässt,  so  sind  Punkte  gleicher 
Helligkeit  auf  einer  Fläche  Punkte  derselben,  für  die 
die  Tangentialebenen  der  Fläche  einerlei  Neigung  gegen 
den  Lichtstrahl  haben.  Die  Gesammtheit  solcher  Punkte 
bildet  somit  eine  Curve  auf  der  Fläche  (eine  Isophote 
derselben),  nach  welcher  ihr  eine  Developpable  um- 
schrieben wird,  die  einen  Rotationskegel  von  gege>- 
benem  Winkel  an  der  Spitze  und  mit  einem  Licht- 
strahl als  Axe  zu  Ihrem  Richtungskegel  hat.  (§  125.  f.) 

6)  Man  constniiere  in  Gentralprojection  auf  den  Erzeu- 
genden einer  windschiefen  Regelfläche  die  Punkte,  in 
welchen  die  Helligkeit  der  Fläche  0,5  der  Helligkeit 
des  einfallenden  Lichtes  beträgt  —  indem  man  durch 
jede  derselben  die  Ebenen  legt,  welche  mit  dem  Licht- 
strahl den  entsprechenden  Winkel  (arc  sin  =  0,5)  bilden 
und  ihre  Berührungspunkte  ermittelt.    (§  59. ;  8.) 

7)  Die  Fläche  der  flachgängigen  Schraube  wird  von  einem 
Rotationscjlindcr  durch  ihre  Axe,  der  einen  ihrer 
Halbmesser  zum  Durchmesser  hat,  in  einer  Schrau- 
benlinie geschnitten,  deren  Ganghöhe  die  Hälfte  der 
ihren  ist. 

8)  Die  Durchdringungen  von  Regelflächen  mit  derselben 
Richtungsebenc  werden  mittelst  Hilfsebenen  von  der 
Stellung  dieser  Letztern  construiert.  Aus  der  Existenz 
einer  gemeinsamen  Leitlinie  von  zwei  Regdflächen 
lassen  sich  für  die  Gonstruction  ihrer  Durchdringung 
stets  ähnliche  Vereinfachungen  ableiten. 

9)  Eine  allgemeine  Schraubenregelflächc  und  die  Fläche 
einer  flachgängigen  Schraube  von  derselben  Axe  durch- 
dringen einander  in  einer  Schraubenlinie.  Die  Durch- 
dringung eines  Conoids  mit  horizontaler  Richtungs- 
ebene mit  einer  Schraubenregelflächc  von  verticaler 
Axe  kann  daher  durch  die  Fläche  der  flachgängigen 
Schraube  als  Hilfsfläche  vermittelt  werden. 
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10)  Welche    Vereinfachungen   entspringen    für   die   Con- 
straction  der  gemeinschaftlichen  umschriebenen  Deve- 
loppabeln  für  eine  windschiefe  Regelfläche  und  eine 
Flächesweiten  Grades,  wenn  die  Letztere  eine  KugeL 
ist?  Man  interpretiere  die  Construction  derselben  als 
Construction  der  Grenzen  von  Halbschatten  und  Eem- 
schatten,  wenn  die  Kugel  als  leuchtendr^  Fläche  be- 
trachtet wird. 
114.  Die  Regelflftche  dritten  Grades  ist  nächst  dem  Hyper- 
boloid und  hyperbolischen  Paraboloid  die  einfachste  unter  den 
algebraischen  Regelflfichen.  Einige  der  vorigen  Entwickelungen 
mögen  auf  sie  als  ein  wichtiges  Beispiel  angewendet  werden. 
Wir  fanden  in  §  106.  verschiedene  Erzeugnngsweisen  einer 
solchen  Fläche;  nämlich: 

a)  durch  einen  Kegelschnitt  K^  und  zwei  Gerade  g^^  g^ 
als  Leitlinien,  deren  eine  ^3  den  Kegelschnitt  schneidet; 

.  b)  durch  zwei  Kegelschnitte  JT, ,  K^  und  eine  Gerade  ^3, 
wenn  jedes  Paar  der  Leitlinien  einen  Punkt  gemein  haben; 
c)  durch  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  C^  und  zwei 
Gerade  g^^  g^y  von  denen  die  erste  jene  Gurve  einfach  und 
die  letzte  sie  zweifach  schneidet;  wobei  dann  in  den  Fällen 
a)  und  b)  die  Gerade  ^3,  im  Falle  c)  die  Gerade  ^^  als  dop- 
pelt erscheint  —  als  die  Doppelgerade  der  Fläche,  weil  §  109. 
gezeigt  hat,  dass  dieselbe  als  Doppellinie  nur  eine  Gerade  ent- 
halten kann.  Nach  §  109.  müssen  wir  überdiess  schliessen, 
was  auch  die  Erzeugung  aus  Leit-Developpabeln  direct  erge- 
ben würde,  dass  überdiess  ein  Ebenenbüschel  existiert,  dessen 
Ebenen  die  Fläche  doppelt  berühren,  dessen  Scheitelkante  also 
gleichfalls  in  der  Fläche  liegen  muss.  Die  Identität  der  durch 
die  Methoden  a),  b),  c)  erzeugten  Flächen  wird  leicht  erkannt. 
Jede  Regelfläche  dritten  Grades  enthält  zwei  gerade  Leitlinien, 
d.  h.  zwei  Gerade,  welche  von  allen  ihren  Erzeugenden  ge- 
schnitten werden;  denn  sind  e, ,  «j,  «3,  e^  beliebige  vier  Er- 
zeugende der  Fläche,  so  gehören  die  beiden  gemeinsamen  Trans- 
versalen ^2;  9z  derselben  (§  93.)  zur  Fläche,  weil  sie  vier  Punkte 
mit  ihr  gemein  haben  (§  87.),  und  werden  von  allen  Erzeugen- 
den derselben  geschnitten ;  eine  Ebene  g^ei  schneidet  die  Fläche 
noch  in  einer  dritten  Geraden  e^\  ebenso  für  ^3.  Schneiden 
aber  femer  «»♦,  «,*  die  Gerade  g^  in  verschiedenen  Punkten, 
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60  müssen  sie  nothweDdig  die  Gerade  ^3  in  demselben  Punkte 
schneiden,  d.  h«  von  den  beiden  Leitgeraden  ^2;  ^3  ^^^  immer 
eine  die  Doppelgerade  der  Fläche;  durch  jeden  Punkt  der- 
selben gehen  zwei  Erzeugende.  Dagegen  repräsentiert  die  an- 
dere eine  der  Fläche  doppelt  umscluriebene  Developpable;  sie 
ist  die  Scheitelkante  eines  Ebenenbüschels,  in  dessen  Ebenen 
je  zwei  Erzeugende  der  Fläche  liegen,  d.  h.  welche  sämmt- 
lieh  die  Fläche  doppelt  berühren.  Im  Falle  der  Erzeugung 
aus  dem  Kegelschnitt  K  und  den  Geraden  g^,  g^^  von  denen 
die  Letztere  den  Kegelschnitt  schneidet,  ist  die  Letztere  die 
Reihe  der  Doppelpunkte  in  der  Fläche,  und  die  Erstere  die 
Scheitelkante  des  Büschels  der  Doppeltangentialebenen  -der- 
selben. Die  Figuren  196.,  197.  geben  diese  Construction  der 
Fläche  in  Gentralprojection  nach  der  Voraussetzung,  dass  der 
Leitkegelschnitt  (Kreis)  K  in  der  Bildebene  liegt. 

Lassen  wir  dann  einen  Punkt  Ai  die  Gerade  ^|  durch- 
laufen, so  gehen  von  jeder  Lage  desselben  zwei  Erzeugende 
dy  ei*  aus,  die  Erzeugenden,  welche  der  Kegel  ^,-,  K  mit  der 
Ebene  Aiy  g^  gemein  hat.  Sind  S^y  Q(  und  ^2^  Qi  ^'^  Durch- 
stoss-  und  Fluchtpunkte  von  g^ ,  respective  g^ ,  ist  also  ^,  ein 
Punkt  von  Ky  so  zieht  man  Q^Äi  bis  zum  Durchschnitt  Bi 
mit  der  Parallelen  durch  S^  zu  Q( Q^  und  hat  in  S^Bi  die 
Spur  der  durch  Äi  und  g^  bestimmten  Ebene;  in  Siy  Si*  oder 
Ki,  Ki*  zur  Unterscheidung,  wo  dieselbe  den  Kegelschnitt  K 
trifft,  sind  die  Durchstosspunkte  der  Erzeugenden  e,-,  «,*, 
deren  Bilder  damit  bestimmt  sind  und  deren  Fluchtpunkte  in 
diesen  erhalten  werden,  indem  man  die  Fluchtlinie  der  durch 
sie  gehenden  Ebene  Ai,  g^  verzeichnet. 

Die  Construction  kann  auch  so  gefasst  werden:  Man 
drehe  um  ^2  einen  Strahl,  der  den  Kreis  in  Punkten  S,  S* 
oder  iTi',  JT,*  schneidet,  ziehe  zu  ihm  durch  Q^  die  Parallele 
und  schneide  diese  in  ß',  Q*'  (Q/,  jP,*'). durch  die  Parallelen 
aus  ö,'  zu  den  Geraden  Si  5,  5,5*  oder  S^Kif  S,  if^*  —  so 
sind  SQ^f  S*ö*'  etc.  die  betreffenden  Erzeugenden  der  Fläche 
und  schneiden  sich  in  einem  Punkte  A  der  Doppelgeraden  ^p 

Nach  dieser  Construction  sind  die  Reihen  ^,,  ^2?  ^3;  "S 
^1,  B^,  B^y  •••  perspectivisch  aus  Q{  und  die  Punktepaare 
Kij  Ki*  bilden  eine  Involution  im  Kegelschnitt  K  mit  dem 
Pol  in  ^2  und  ihre  Paare  entsprechen  den  Punkten  der  Keibe 
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Ai  eines  zu  einem  und  umgekehrt;  speciell  dem  Punkte  S,  von 
g{  ein  Punktepaar,  von  welchem  der  eine  mit  S^  selbst  zu- 
sammenfällt. Die  Verbindungslinien  der  so  einander  zuge- 
ordneten Punkte  sind  die  Erzeugenden  unserer  Regelfläche^ 
—  so  dass  dieselbe  durch  den  Kegelschnitt  und  eine  ihn 
schneidende  Gerade  allein  definiert  werden  kann. 


Fig.  196. 


Die  Ebenenpaare  gy <?, ,  g^ e^ ;  g^e^y  gy€^\  •  •  •  bilden  Paare 
eines  involutorischen  Ebenenbüschels;  weil  sie  zu  ihren  Spuren 
in  der  Bildebene  die  Paare  eines  involutorischen  Strahlen- 
büschels haben;  je  ein  Paar  derselben  berührt  die  Fläche  in 
dem  nämlichen  Punkte  der  Doppelgeraden.    Denken  wir  aber 
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die  Polare  ^2  der  Involution  um  S^  im  Kegelschnitt  —  sie  ist 
nur  in  Fig,  197.  verzeichnet,  weil  sie  nur  hier  E  schneidet  — 
und  schneidet  dieselbe  £  in.  K^y  K^j  so  sind  K^y  K^  die  Dop- 
pelpunkte der  Involution  von  Punkten  Kiy  Ä,*  im  Kegel- 
schnitt; die  Geraden  ^2^0  ^^^  ^<i^n  bestimmen  in  der  durch 
^,  und  Q(Q{  gezogenen  Parallelen  Punkte  B^y  Bny  die  mit 


Ö2'  verbunden  in  g(  Punkte  A^y  An.  liefern  von  leicht  erkenn- 
barer Besonderheit  (§104.):  Die  Geraden  A^K^  und  ^„ .AT»  re- 
präsentieren jede  ein  Paar  von  unendlich  nahen  Erzeugenden 
^0^0*7  ^n^n'y  dic  sich  respoctivc  in  ^^^^  ^n  schneiden;  in  den 
Punkten  A^y  An  der  Doppellinie  hat  die  Begelfläche  nur  je 
eine  Tangentialebene  und  dieselbe  berührt  sie  längs  der  ganzen 
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Erzeugenden  —  oder  in  Jq,  An  ist  die  Doppellinie  für  ein 
Element  eine  Bückkehrkante  und  in  e^^  e^  ist  die  windschiefe 
Regelfläche  fiir  ein  Element  developpabeL 

Alle  Erzeugenden  der  Regelfläche  schneiden  die  Doppel- 
gerade in  dem  einen  der  beiden  von  den  Punkten  Jq  ,  An  auf 
ihr  begrenzten  Segmente;  durch  die  Punkte  des  andern  Seg- 
ments gehen  keine  reellen  Erzeugenden^  die  Doppellinie  ist 
daselbst  eine  isolierte  Gerade  der  Fläche. 

Wenn  die  Polare  s^  den  Kegelschnitt  K  nicht  in  reellen 
Punkten  schneidet;  so  existieren  solche  Grenzpunkte  in  der 
Doppelgeraden  nicht;  durch  jeden  Punkt  derselben  gehen 
vielmehr  zwei  reelle  und  verschiedene  Erzeugende. 

Das  vorbetrachtete  involutorische  Ebenenbüschel  schnei- 
det femer  die  Leitgerade  g^  in  einer  involutorischen  Reihe 
von  Punktepaaren  C/,  6\*  —  entsprechend  den  Erzeugenden 
Cij  «,*;.die  von  dem  Punkte  Ai  ausgehen.  Diese  Involution 
entspricht  der  einfachen  Reihe  der  Ai  pröjectivisch  und  man 
kann  also  die  Regelfläche  dritten  Grades  durch  eine  einfache 
und  eine  dazu  projectivische  involutorische  Reihe  von  Punk- 
ten in  sich  kreuzenden  Geraden  definieren  —  als  den  Ort  der 
Verbindungslinien  entsprechender  Punktepaare.  Man  drückt 
ganz  dasselbe  nur  anders  auS;  nämlich  im  Sinne  der  Erzeu- 
gung durch  Leitdeveloppabeln  (§  104.);  indem  man  das  ein- 
fache Ebenenbüschel  aus  g^  durch  die  Ai  und  das  ihm  pro- 
jectivische involutorische  Ebenenbüschel  aus  g^  durch  die  dj 
Ci*  die  Fläche  durch  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen- 
paare erzeugen  lässt. 

Die  Fluchtlinie  F3  der  Fläche ;  die  man  wie  angegeben 
construiert;  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Dop- 
pelpunkt Q^'  im  Fluchtpunkt  der  Doppellinie  g^ ,  der  nach  dem 
Vorigen  ein  Doppelpunkt  mit  reellen  Äesten  (Fig.  196.)  oder 
ein  isolierter  Punkt  (Fig.  197.)  sein  wird,  jenachdem  er  in 
dem  einen  oder  andern  der  durch  die  besondem  Punkte  A^^ 
An  begrenzten  Segmente  der  Doppelgeraden  liegt  —  wie  es 
die  Figuren  veranschaulichen.  Das  Nämliche  gilt  von  allen 
ebenen  Schnitten  der  Fläche.  Wenn  reelle  Grenzpunkte  existie- 
ren; so  entsprechen  den  durch  sie  gehenden  Schnittebenen  Cur- 
ven  dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt;  die  Schnittlinie  mit 
der  Tangentialebene  im  Grenzpunkt  ist  die  Rückkehrtangente. 
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Jede  durch  eine  Erzeugende  e  gelegte  Ebene  berührt  die 
Fläche  und  schneidet  sie  ausser  in  der  Erzeugenden  in  einem 
Kegelschnitt  (vergl.  §  109.;  6.,  Fig.  195.),  welcher  mit  der 
Erzeugenden  den  Berührungspunkt  mit  der  Fläche  und  den 
Punkt  der  Ebene  in  der  Doppelgeraden  g^  gemein  hat;  d.  h. 
alle  Kegelschnitte  auf  der  Regelfläche  dritten  Grades  schnei- 
den die  Doppelgerade  derselben. 

Die  Fluchtlinie  der  betrachteten  Schnittebene  ist  eine 
Secante  der  Fluchtcurve  der  Fläche  aus  dem  Fluchtpunkt 
der  betrachteten  Erzeugenden  und  schneidet  dieselbe  daher 
noch  überdiess  in  zwei  reellen  oder  nicht  reellen  Punkten, 
den  unendlich  fernen  Punkten  des  bezüglichen  Kegelschnitts, 
der  also  im  Falle  der  Realität  eine  Hyperbel,  andernfalls  eine 
Ellipse  ist;  derselbe  wird  zur  Parabel,  wenn  sie  zusammen- 
fallen und  diess  wird  für  jede  Erzeugende  in  zwei  Lagen 
geschehen,  weil  die  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkt die  Classe  vier  hat  (§  62.;  3.)  und  folglich  von  jedem 
ihrer  Punkte  noch  zwei  weitere  Tangenten  an  sie  gehen.  Die 
Schnittcurve  kann  zum  Kreise  werden  für  drei  bestimmte 
Lagen  des  Fluchtpunkts  der  Erzeugenden  e  und  ebenso  be- 
stimmte Stellungen  der  durch  sie  gehenden  Schnittebene. 

Die  Fläche  giebt  zu  zahlreichen  weitem  constructiven 
Erörterungen  den  Aidi&ss,  die  wir  durch  die  vorhergehenden 
Untersuchungen  über  die  windschiefen  Regelflächen  im  All- 
gemeinen nahe  genug  gelegt  haben. 

1)  Aus  einem  Punkte  der  Fläche  geht  an  sie  ein  Be- 
rührungskegel zweiten  Grades,  welcher  ihre  Doppel- 
gerade berührt. 

2)  Wenn  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  die  Doppel- 
gerade zur  Erzeugenden  hat,  die  Regelfläche  dritten 
Grades  schneidet,  so  zählt  diese  Gerade  in  der  Durch- 
dringung doppelt  und  der  Rest  derselben  muss  eine 
Raumcurve  vierter  Ordnung  sein.  Da  das  Hyperbo- 
loid durch  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  entsteht 
(§  ^')y  BO  is^  diese  Raumcurve  vierter  Ordnung  der 
Ort  der  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Ebenen 
von  drei  Büscheln,  von  denen  das  eine  —  die  Dop- 
pelgerade der  Fläche  dritter  Ordnung  ist  seine  Schei- 
telkante —    eine  Involution    von  Ebenenpaaren    ist; 
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diesen  Paaren  entsprechen  die  Ebenen  eines  zweiten 
durch  .die  einfache  Leitgen^de  der  Fläche  einzeln^ 
während  das  dritte  wiederum  zu  diesem  und  also 
auch  zu  dem  Vorigen  projectivisch  ist. 

Die  Geraden  der  beiden  Schaaren  des  Hyperbo- 
loids verhalten  sich  offenbar  wesentlich  verschieden 
zu  dieser  Curve;  die  Geraden  derjenigen  Schaar  näm- 
lich, zu  welcher  die  Doppellinie  der  Regelfläche  drit- 
ten Grades  nicht  gehört,  schneiden  die  Ourve  je  ein- 
mal, weil  sie  mit  der  Regelfläche  nur  drei  Punkte 
. '  gemein  haben  können  und  sie  in  der  Doppellinie  be- 
reits zweimal  schneiden;  die  Geraden  von  der  Schaar 
der  Doppellinie  selbst  schneiden  sie  dreimal  —  die 
Projection  dieser  Curve  au?  einem  ihrer  Punkte  ist 
also  stets  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Dop- 
pelpunkt; sie  ist  also  von  der  in  den  §§  86.,  100.  stu- 
dierten Art  der  Curven  vierter  Ordnung,  in  welchen 
sich  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades  schnei- 
den, w'esentlich  verschieden. 

3)  Vier  feste  Punkte  der  soeben  gebildeten  Raumcurve 
vierter  Ordnung  bestimmen  mit  jeder  sie  dreimal 
schneidenden  Geraden  (vergl.  2.)  ein  Ebcnenbüschel 
von  constantem  d.  i.  von  der  Lage  dieser  Geraden 
nicht  abhängigem  Doppelverhältniss. 

4)  Unter  den  Erzeugenden  des  einfachen  Hyperboloids, 
welches  durch  diese  Curve  vierter  Ordnung  geht,  sind 
vier  Tangenten  derselben;  sie  bilden  mit  der  Curve, 
die  als  Rückkehrkante  in  der  developpabeln  Fläche  im 
Durchschnitt  doppelt  zählt,  die  vollständige  Durch- 
dringung des  Hvperboloids  mit  der  developpabeln  Fläche 
der  Curve,  d.  h.  diese  Durchdringung  ist  von  der  zwölf- 
ten und  somit  die  developpable  Fläche  von  der  sechsten 
Ordnung.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen  sechs 
Schmiegungsebenen  der  Curve.  Dieselbe  hat  also  die 
Charactere  m»s4,  nss6,  r  =  6  und  somit  femer 
a  as  4,  /3s«0;  g=^6,  A=«3;  a:  =  6,  y  =  4;  ganz  so 
wie  die  Curve  in  §  83.;  *11),  a).  Diese  Zahlen  ent- 
sprechen somit  zwei  wesentlich  verschiedenen  Curven. 
(§85.) 
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D.    Ton  den  Rotatlonsflldien. 

115«  Wenn  eineCurveC  ohne  ihre  Gestalt  zu  än- 
dern sich  um  eine  feste  geradlinige  Axe  a  dreht, 
bis  sie  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurück  kommt, 
so  erzeugt  sie  eine  Rotationsfläche,  als  deren  Axe 
wir  jene  Gerade  bezeichnen ;  jeder  Punkt  der  Curve  beschreibt 
in  der  durch  ihn  gehenden  Normalebene  zur  Axe  und  mit 
dem  Mittelpunkt  in  dieser  einen  Kreis,  einen  Parallelkreis 
der  Fläche.  (Fig.  198.,  p.  449.) 

Verfolgt  man  alle  Punkte  der  bewegten  Curve  bei  ihrer 
Bewegung  bis  zum  Eintritt  in  eine  bestimmte  durch  die  Axe 
gelegte  Ebene,  —  wobei  jeder  Punkt  zwei  Lagen  in  dersel- 
ben erhält-,  die  um  180^  verschiedenen  DrehungsgrÖssen  ent- 
sprechen, —  so  erhält  man  dort  als  ihren  Ort  eine  Curve  M, 
die  aus  zwei  zur  Axe  a  orthogonal  symmetrischen  Hälften 
besteht  und  daher  durch  eine  derselben  vollkommen  best^d^it 
wird;  sie  heisst  ein  Meridian  und  die  Ebene  eine  Meridian- 
Ebene  der  Fläche.  Die  Meridiane  derselben  Rotations- 
fläche sind  congruent;  jeder  von  ihnen  erzeugt  die  Fläche 
durch  die  Umdrehung  um  die  Axe  a. 

Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht  ein  Parallelkreis  P 
und  ein  Meridian  M  derselben,  deren  Ebenen  normal  zu 
einander  sind;  man  kann  den  Punkt  als  Schnitt  von  beiden, 
also  durch  ein  Symbol  wie  (M,  P)  bezeichnen,  wenn  man  M 
als  eine  bestimmte^  der  beiden  symmetrischen  Hälften  des 
Meridians  denkt. 

In  zwei  verschiedenen  Meridianen  M, ,  Mj  bestimmen  dann 
die  verschiedenen  Parallelkreise  P,,  P,,  P3,  "•  die  entspre- 
chenden Punktepaare  M|P|,  MjPn  MiP,,  MjP^;  •'•;  MiP», 
M2Pii  und  in  zwei  verschiedenen  Parallelkreisen  P^,  Pj  bcr 
stimmen  die  verschiedenen  Meridiane  Mj,  Mj,  M3,  •••  die 
Paare  entsprechender  Punkte  P^M],  P2M1;  PiMj,  '^^^n  *" 
P|Mi,,P2Ma.  Alle  die  geraden  Verbindungslinien  der  Paare 
der  ersten  Art  sind  einander  parallel,  nämlich  normal  zu  der 
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Ebene  M|2;  welche  sie  und  den  Winkel  der  beiden  Meridian- 
ebenen M^  und  Mj  halbiert;  sie  bilden  also  in  ihrer  Gesammt- 
heit  einen  Cylinder,  der  die  Meridiane  IflCj,  M2  zu  ebenen 
gegen  seinen  Normalschnitt  in  der  Ebene  M|2  gleich  geneigten 
Schnitten  hat.  Denken  wir  die  Meridiane  Mj,  Hj  einander 
unendlich  nahe,  also  zusammenfallend  mit  M  (Fig.  198.) ,  so 
werden  die  Erzeugenden  des  betrachteten  Gylinders  zu  den 
Tangenten  der  Parallelkreise  P^ ,  P2,  •  •  •  F^  in  den  Punkten  des 
nämlichen  Meridians  M  und  der  Cylinder  selbst  kann  als  der 
zugehörigeMeridian-Berührungs-Cylinder  der  Fläche 
bezeichnet  werden.  Seine  Tangentialebene  in  einem  beliebi- 
gen Punkte  Ä  des  Meridians  M  ist  auch  die  Tangentialebene 
der  Rotationsfläche  in  demselben,  da  sie  die  Tangente  des  zu- 
gehörigen Parallelkreises  in  Ä  und  ebenso  die  Tangente  des 
Meridians  H  in  ^  enthält.  Alle  Meridian-Berührungs- 
Cylinder  derselben  Rotationsfläche  sind  congruent 
und  können  als  die  verschiedenen  Lagen  des  näm- 
lichen Gylinders  bei  der  Drehung  um  die  zu  seinen 
Erzeugenden  normale  Axe  a  bezeichnet  werden. 

Dagegen  convergieren  alle  geraden  Verbindungslinien  der 
P^ipre  der  zweiten  Art,  also  PiM^,  ^2^1)  ^\^n  ^2^1  r" 
PjMii,  PjMm  in  demselben  Punkt  M  der  Axe  a  und  bilden 
einen  Rotationskegel,  der  die  Kreise  P|,  P,  zu  zwei  paral- 
lelen zur  Axe  a  normalen  Schnitten  hat.  Denken  wir  die 
Parallelkreise  P^ ,  Pj  einander  unendlich  nahe,  so  werden  die 
Elrzeugenden  dieses  Kegels  zu  den  Tangenten  der  Meridiane 
M|,  Mj,  -•-  M»  in  den  Punkten  des  nämlichen  Parallelkreises 
P,2  und  der  Kegel  selbst  kann  als  der  zugehörige  Parallel- 
kreis-Berührungskegel der  Fläche  bezeichnet  werden; 
seine  Tangentialebene  in  einem  beliebigen  Punkte  B  des  Pa- 
rallelkreises P|2  ^^^  ^\ss^  die  Tangentialebene  der  Rotations- 
fläche in  demselben  Punkte.  Alle  Parallelkreis-Be- 
rührungskegel derselben  Rotationsfläche  sind  Ro- 
tationskegel von  einerlei  Axe  und  können  als  die 
verschiedenen  Lagen  eines  mit  seiner  Axe  in  sich 
selbst  verschobenen  und  dabei  seine  Form  gesetz- 
mässig  ändernden  Rotationskegels  angesehen  wer- 
den —  als  dessen  Umhüllung  die  Rotationsfläche  erscheint. 

Denken  wir  sodann  eine  developpable  Fläche 
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D  ohne  Veränderung  ihrer  Form  um  eine  feste  Axe 
a  gedreht,  bis  sie  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zu- 
rückkehrt, so  entsteht  auch  dadurch  eine  Rotations- 
fläche; jede  Schmiegungsebene  derselben  beschreibt  um  die 
Axe  a  und  mit  demjenigen  ihrer  Punkte  als  Spitze,  der  in  a 
enthalten  ist,  einen  Parallelkreis-Berührungskegel  der 
Fläche.  Verfolgt  man  alle  Ebenen  der  bewegten  Develop- 
pabeln  bis  zum  Normalsein  zu  einer  festen  durch  die  Axe  a 
gelegten  Ebene,  so  erhält  man  als  ihre  Enveloppe  eine  Cy- 
linderfläche;  —  den  dieser  Ebene  entsprechenden  Meridi  an - 


Berührungscylinder.  Man  kommt  von  ihnen  zu  den  Pa- 
rallelkrei^en  und  Meridianen  durch  Schlüsse,  welche  den  vorher 
entwickelten  dualistisch  entsprechen. 

1)  Wenn  ein  Kreis  mit  gleichbleibender  Stellung  seiner 
Ebene  sich  so  bewegt,  dass  sein  Mittelpunkt  eine 
feste  Gerade  durchläuft,  die  zu  dieser  Ebene  normal 
ist,  während  er  beständig  einen  Punkt  mit  einer  festen 
Curve  C  gemein  hat,  so  erzeugt  er  eine  Rotations- 
fläche als  Ort.  Man  erläutere  die  Beispiele  für  C  als 
Gerade,  als  Kegelschnitt  und  als  Schraubenlinie. 

2)  Welche  Eigenschaften  der  erzeugten  Fläche   bleiben 
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bestehen,  wenn  die  feste  Gerade  des  Mittelpunktes 
schräg  zur  Ebene  des  Kreises  oder  wenn  der  Ort  des 
Mittelpunktes  als  eine  feste  Curve  gedacht  wird? 
Wie  entspricht  dem  eine  Erzeugungsweise  der  Flächen 
zweiter  Ordnung,  das  hyperbolische  Paraboloid  ausge- 
nommen? 

3)  Man  erörtere  die  erste  Frage  für  den  Fall,  dass  die 
Stellung  der  beweglichen  Ebene  des  Kreises  sich  stetig 
ändert,  während  aber  zugleich  die  Kreise  je  zweier 
auf  einander  folgender  Ebenen  ihre  Schnittlinie  in 
denselben  Punkten  schneiden,  d.  h.  dieselbe  zu  ihrer 
Collineationsaxe  haben.  An  die  Stelle  des  Ortes  der 
Mittelpunkte  tritt  dann  der  Ort  der  Pole  dieser  Schnitt- 
linie. 

4)  Ebenso,  wenn  an  Stelle  der  Kreise  Kegelschnitte  treten 
unter  Fortdauer  der  vorigen  Beschränkung. 

5)  Lassen  sich  die  letzten  Gebilde  durch  Collineation  auf 
die  ersten  zurückführen? 

6)  Wenn  ein  Rotationskegel  mit  fester  Axe  sich  so  be- 
wegt, dass  er  stets  eine  Tangentialebene  mit  einer 
festen  developpabeln  Fläche  gemein  hat,  so  erzeugt 
er  eine  Rotationsfläche  als  Enveloppe.  Für  die  Frage, 
ob  eine  bestimmte  Rotationsfläche  gleichmässig  durch 
Drehung  einer  aufgeschriebenen^  Curve,  wie  durch 
Drehung  der  developpabeln  Fläche  dieser  Curve  er- 
zeugt werden  kann,  vergl.  §  118. 

116.  Wenn  wir  die  Axe  a  und  die  erzeugende  Curve 
C  einer  Rotationsfläche  in  Projection  gegeben  den- 
ken, so  kann  der  Parallelkreis,  den  ein  Punkt  der  Curve 
C  erzeugt  und  in  Folge  dessen  auch  jeder  beliebige  ^Meri- 
dian der  Fläche  projiciert  werben;  denn  jener  liegt  in  der 
Normalebene  der  Axe  a  vom  gedachten  Punkte  aus  und  hat 
den  Schnittpunkt  derselben  mit  der  Axe  zum  Mittelpunkt; 
dieser  aber  entsteht  durch  den  Schnitt  der  Parallelkreise  mit 
seiner  Ebene  d.  i.  als  Ort  der  Endpunkte  pai*alleler  Radien 
derselben  von  einerlei  Sinn. 

Speciell  erscheinen  in  Parallel projectionen  alle  Parallel- 
kreise derselben  Rotationsfläche  als  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Ellipsen,  deren  Centra  in  der  gleichnamigen  Projection 
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der  Axe  a  liegen;' die  Meridiane  als  zu  einander  affin  für 
die  entsprechende  Projection  der  Axe  als  Axe  der  Affinität 
und  die  Richtung  der  Normale  ihrer  Halbierungsebene  als 
Richtung  der  Affinitätsstrahlen.  (Vergl.  §  54.;  21.) 

In  orthogonaler  Parallelprojection  und  unter  der  fernem 
Voraussetzung,  dass  die  Rotationsaxe.a  zu  einer  Projections- 
axe  z.  B.  zu  OZ  parallel  ist,  erscheinen  in  der  dazu  normalen 
Project ionsebene  alle  Parallelkreise  in  wahrer  Gestalt  und 
Grösse  und  concentrisch,  nämlich  mit  der  gleichnamigen  Pro- 
jection der  Axe  als  Mittelpunkt;  die  Meridiane  erscheinen  als 
ihre  Radien.  In  den  andern  Projectionen  aber  erscheinen  die 
Parallelkreise  als  zur  gleichnamigen  Axenprojection  normale 
Gerade  und  die  Meridiane  in  Affinität  für  eben  diese  Letz- 
tere als  Axe  und  ihre  Normalen  als  entsprechende  Affini- 
tätsstrahlen. Unter  den  Meridianen  ist  dann  je  einer  HLxzy 
VLyz  der  bezüglichen  Projectionsebene  parallel  und  erscheint 
in  ihr  in  wahrer  Gestalt  und  Grösse,  in  der  ersten  Projection 
aber  als  zur  Axe  OX^  OF  respective  parallele  Gerade  aus  a. 
Der  zugehörige  Meridian-Berührungscylinder  ist  zur  entspre- 
chenden Projectionsebene  normal;  ebenso  sind  unter  den  Pa- 
rallelkreis-Berührungskegeln diejenigen,  die  ihre  Spitze  im 
unendlich  fernen  Punkt  der  Axe  a  haben,  normal  zur  ersten 
Projectionsebene.  Die  Verticalprojectionen  von  jenen  und 
die  Horizontalen  von  diesen  sind  die  bezüglichen  Umrisse 
der  Fläche.  (Vergl.  §  122.) 

Man  darf  diese  specielle  Lage  der  Rotationsfläche  gegen 
das  Axensystem  der  orthogonalen  Parallelprojection  stets  vor- 
aussetzen, sobald  man  nur  eine  Rotationsfläche  zu  betrachten 
hat,  —  weil  stets  durch  «wei  Axendrehungen  (§  59.)  die 
eine  der  Projectionsaxen  zur  Axe  a  dieser  Rotationsfläche 
parallel  gemacht  werden  kann. 

1)  Man  erörtere  im  Sinne  des  Textes  die  Darstellung 
einer  Rotationsfläche,  ihrer  Parallelkreise  und  Meri- 
diane in  orthogonaler  Parallelprojection  für  die  Vor- 
aussetzung, dass  die  Rotationsaxe  a  zur  zweiten  Pro- 
jectionsebene parallel  sei,  jedoch  nicht  normal  zur 
ersten. 

2)  Es  ist  die  axonometrische  Darstellung  der  Rotations- 
fläche, etc.  anzugeben. 

29* 
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•  • 

3)  Man  erläutere  die  centralprojectivische  Darstellung  der 

Parallclkreise  und  Meridiane  einer  Rotationsiläehe 
•    a)  bei   schräg  zur  Bildebene  liegender  Axe, 

b)  bei  einer  zur  Bildebene  normalen^ 

c)  bei  einer  zur  Bildebene  parallelen  Axe. 

4)  Man  vollziehe  dieselbe  insbesondere  in  dem  Falle,  wo 
die  erzeugende  Curve  O  der  Fläche  eine  gerade  Linie 
ist,  die  mit  der  Axe  nicht  in  einer  Ebene  liegt. 

5)  Man  verzeichne  den  zur  zweiten  Projectionsebene  pa- 
rallelen und  einen  schrägen  Meridian  für  die  Rota- 
tionsfläche, die  durch  Drehung  einer  Geraden  um  die 
zu  OZ  parallele  Axe  besteht. 

6)  Man  verzeichne  in  orthogonaler  Parallelprojection  bei 
zu  OZ  paralleler  Rotationsaxc  a  schräge  Meridiane 
der  Rotationsfläche,  für  welche  der  zur  zweiten  Pro- 
jectionsebene parallele  Meridian  als  Kreis  oder  über- 
haupt als  ein  Kegelschnitt  gegeben  ist. 

117.  Wenn  für  orthogonale  Parallelprojection 
die  zu  OZ  parallele  Rotationsaxc  a  in  a'  und  a'  und 
die  erzeugende  Curve  C  durch  C  und  C"  projiciert 
ist,  so  ergiebt  sich  die  Bestimmung  der  Projectionen 
aller  Punkte  A{  und  die  Darstellung  ihrer  bezüglichen 
Tangentialebenen  T,  besonders  einfach. 

Ist  zunächst  in  A^'  die  erste  Projection  eines  Punktes 
der  Fläche  gegeben  (Fig.  199.),  so  geht  durch  dieselbe  die 
erste  Projection  P,'  des  zugehörigen  Parallelkreises,  deren 
Schnittpunkte  Cj/,  C,/,  •••  mit  C  durch  ihre  zweiten  Pro- 
jectionen C,i",  0,2",  •••  in  C"  die  zweiten  Projectionen  der 
Parallelkreise  Pj,",  Pj2",  •••  —  als  Parallelen  zur  Axe  OX — , 
welche  in  P/  projiciert  sind  und  auf  denen  die  bezüglichen 
Punkte  -^ii"^  -^12)  '"  liegen  müssen. 

Sucht  man  in  dieser  Weise  die  zweiten  Projectionen  zu 
allen  den  Punkten  A^%  B(^  •  •  •  in  einer  durch  a  gehenden 
Geraden  M/,  so  erhält  man  als  ihren  Ort  die  zweite  Projec- 
tion Ml"  des  bezüglichen  Meridians  der' Fläche. 

Wären  die  Projectionen  eines  Meridians  M,  der  Fläche 
gegeben,  so  bleibt  die  Construction  unverändert  mit  Ersetzung 
von  C  durch  M, .  Schneidet  der  Kreis  P,'  die  erste  Projec- 
tion C  der  erzeugenden  Curve  oder  den  Radius  M/,   soweit 
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er  den  Meridian  Mj  projiciert^  nicht;  so  entspricht  dem  Ay 
kein  Punkt  der  Fläche;  es  giebt  im  Allgemeinen  einen  grössten 
und  einen  kleinsten  Farallelkreis  auf  derselben  —  man  kann 
sie  als  Aequator  und  als  Kehlkreis  der  Fläche  bezeichnen  — 
deren  erste  Projectionen  einen  Kreisring  begrenzen,  in  wel- 
chem die  ersten  Projectionen  aller  Punkte  der  Fläche  liegen; 
'so  dass  man  sagen  darf;  sie  bilden  den  Umriss  der  Fläche 
in  der  ersten  Projection. 

•  Aus  der^  zweiten  Projection  B('  eines  Punktes  der  Fläche 
bestimmt  sich  sofort  die  der  Axe  OX  parallele  zweite  Pro- 
iection  des  zu£;ehöri&:en 

,  Fig.  190. 

Parallelkreises  P^"  und 
also  auch  die  des  Schnitt- 
punktes des  Letztern  mit 
der  erzeugenden  Curve 
O  oder  der  Meridianlinie 
.  M|;  also  auch  die  erste 
Projection  desselben 
und  somit  die  des  Pa- 
rallelkrcises  Pj,  in  wel-  - — 
eher  dann  in  dem  von 
i?i"  auf  die  Axe  0^  ge- 
fällten Lothe  die  beiden 
ersten  Projectionen  .ß,,'; 
By^  sich  finden,  die  dem 
By    entsprechen. 

IstlUrs"  die  zweite 
Projection  des  Ta\x  XOZ 
parallelen  Meridians,  so 

erkennt  man,  dass  für  einen  Punkt  B('  dann  keine  erste 
Projection  und  also  auch  kein  Punkt  der  Rotationsfläche 
existiert,»  wenn  B('  nicht  in  dem  von  den  beiden  Hälften 
des  Meridians  fHxz  mit  den  äusserstcn  Parallelkreisen  einge- 
schlossenen Flächenstücke  und  nicht  in  den  Grenzen  dessel- 
ben liegt.  Jener  Meridian  erscheint  also  als  der  Umriss  der 
Fläche  in  der  zweiten  Projection;  ebenso  der  Meridian  My,"' 
für  die  dritte. 

1)  Man  leito  in  orthogonaler  Parallelprojcction  und  für 
a  als  parallel  zu  ÖZ  aus  den  Projectionen  der  erzeu- 
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genden  Curve  C  den  zur  zweiten  Projectionsebene 
parallelen  Meridian  ab  und  zwar  sowohl  seine  Punkte 
als  seine  Tangenten;  insbesondere,  wenn  die  erzeu- 
gende Curve  eine  Schraubenlinie  ist,  deren  Axe  zur 
Rotationsaxe  parallel  ist. 

Man  erhält  für  einen  Punkt  P  der  erzeugenden 
Curve  mit  der  Tangente  /  die  Spitze  M  des  zuge- 
hörigen Parallelkreisberührungskegels  als  Schnitt  der 
Axe  a  mit  einer  durch  t  gehenden  Ebene,  die  die 
Gerade  PM  zur  Falllinie  hat,  d.  h.  deren  erste  Spur 
die  vom  ersten  Durchstosspunkt  von  t  ausgehende 
Normale  zu  P'  a   ist. 

2)  Man  construiere  die  Umriss  -  Hyperbel  des  einfachen 
Rotationshyperboloids  durch  Punkte  und  Tangenten 
aus  der  geraden  Erzeugenden  g  und  der  zu  OA'  pa- 
rallelen Axe  a,  • 

3)  In  welchen  Fällen  hat  eine  Rotationsfläche  keinen 
Umriss  in  der  ersten  Projection  und  in  welchen  Fällen 
ist  nur  ein  Kehlkreis  vorhanden? 

4)  Die  Zahl  der  Punkte  Au  der  Fläche,  welche  einer 
gegebenen  ersten  Projection  A^'  entsprechen,  hängt 
von  der  Gestalt  des  Meridians  derselben  ab. 

5)  Zu  einer  zweiten  Projection  B^'  giebt  es  im  Allge- 
meinen zwei  Punkte  Pj,  und  B^^  ^^^  Fläche.  In  wel- 
chen Fällen  können  vier  oder  mehrere  solchör  Punkte 
gefunden  werden? 

6)  Man  erläutere  die  Punkte  der  Umrisse  als  Ausnahmen 
von  dieser  Regel. 

118.  Die  Darstellung  der  Tangentialebene  T  in 
einem  Punkte  A  der  Rotationsfläche  wird  durch  die 
Construction  der  Tangente  ip  des  zugehörigen  Parallelkreises 
P  derselben  und  die  der  Tangente  /„,  des  zugehörigen  Meri- 
dians M  —  als  zweier  in  ihr  liegender  und  sich  rechtwinklig 
schneidender  Geraden  —  geleistet  (Fig.  200.).  Für  die  zu 
OZ  parallele  Lage  der  Axe  a  und  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  zur  Ebene  XOZ  parallele  Meridian  Ma^j  oder  der 
zweite  Umri SB  verzeichnet  sei*),  ergiebt  sich  tp  in  der  ersten 

*)  Diese  Voraussetzungen  sollen   im  Folgenden  überall  gelten,   wo 
nicht  andere  ausdrücklich  erwähnt  sind. 
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Projection  als  die  Tangente  von  der  des  Parallelkreises  in  Ä, 
d.  h.  als  Normale  zu  aJ^  in  jf  und  im  als""  Radius  aA']  da- 
gegen erscheint  ip  in  der  zweiten  Projection  als  die  zn  OX 
parallele  Gerade  durch  A"  und  /«"  wird  erhalten,  indem  man 
A''  mit  dem  Punkte  0  von  a'  verbindet,  wo  diese  geschnitten 
wird  von  derjenigen  Tangente  des  Umrissmeridians  Mxz\ 
deren  Berührungspunkt  auf  dem  Parallelkiseis  von  A"  liegt. 

Man  sieht  daraus,  dass  die  erste  Spur  der  Tangential- 
ebene im  Punkte  A  normal  ist  zur  ersten  Projection  des  Ra- 
dius von  A  in  seinem  Parallelkreis. 

Fig.  200; 


^         • 

\       I 

\.    I 


X. 


*^ 


Errichtet  man  auf  der  Tangentialebene  T  im  Berührungs- 
punkt A  eine  Normale  n,  so  ist  dieselbe  die  Normale  der 
Fläche  im  Punkte  A\  von  ihren  Projectionen  fällt  somit 
die  erste  in  den  Radius  A'a,  die  zweite  aber  geht  vom  Punkte 
A"  nach  demjenigen  Punkte  iV"  der  Axe  «",  wo  dieselbe  von 
jener  Normale  des  Meridians  M^ri"  getroflFen  wird,  deren  Fuss- 
punkt  im  Parallelkreis  von  A"  liegt.  Alle  Normalen  einer 
Rotationsfläche  in  Punkten  des  nämlichen  Meridians  liegen 
in  der  Ebene  desselben;  alle  Normalen  derselben  in  Punkten 
des  nämlichen  Parallelkreises  bilden  einen  Rotationskegel  von 
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der  AxG  a,  der  zugleich  der  Normalenkegel  des  zugehörigen 
Berübrungskegels  der  Fläche  über  demselben  Parallelkreis  als 
Basis  ist.  (Vergl.  §  97,;  4.) 

Man  sieht  daraus,  dass  die  Parallelkreise  und  Meridiane 
der  Rotationsfläche  aufgeschriebene  Curven  sind,  von  der  spe- 
ciellen  Eigenschaft^  dass  die  Normalen  in  den  auf  einander 
folgenden  Punkten  derselben  sich  schneiden,  sodass  die  Ge- 
sammtheit  dieser  Normalen  eine  developpable  Fläche  bilden. 
Man  nennt  sie  (vergl.  §  103.;  c.)  die  Krümmungslinien 
der  Rotationsfläche. 

Wir  wissen  von  den  Curven  der  Ilaupttangcnten 
der  Fläche,  —  deren  developpable  Flächen  der  Fläche  zu- 
gleich umschrieben  sind,  die  also  in  sich  die  doppelte  Er- 
zeugungsweise der  Fläche  in  §  115.  liefern  —  dass  die  Rich- 
tungsdiifcrenzen  ihrer  Anfangselemente  in  irgend  einem  Punkte 
von  denen  der  bezJüglichcn  Krümmungslinien  halbiert  werden. 
(Vergl.  §103.;  c.)  Sie  sind  aber  nur  reell  in  den  Regionen  hy- 
perbolischer Punkte,  für  eine  Rotationsfläche  also  nur  da,  wo 
die  Meridianlinie  ihre  Convoxität  der  Axe  zuwendet.  Um 
sie  zu  construicren,  würde  man  ein  im  betrachteten  Punkte 
die  Fläche  osculierendes  einfaches  Hyperboloid  verzeichnen 
müssen,  und  könnte  vereinfachend  (vergl.  §  107.)  seinen  Mit- 
telpunkt im  Durchschnittspunkt  der  Axe  mit  der  Normale 
der  Fläche  im  betrachteten  Punkt  wählen,  d.  h.  dasselbe  als 
Rotationshyperboloid  bestimmen,  das  den  Berührungspunkt 
im  Kehlkrcis  hat;  die  dem  Punkte  in  ihm  entsprechenden 
geraden  Erzeugenden  wären  die  gesuchten  Haupttangenten. 

1)  Man  construiere  die  Tangentialebenen  und  die  Nor- 
malen einer  Rotationsfläche  in  denjenigen  Punkten 
derselben,  die  a)  eine  gegebene  erste,  b)  eine  gege- 
bene zweite  Projection  haben. 

2)  Man  bestimme  die  Tangentialebene  in  einem  gege- 
benen Punkte  der  Rotationsfläche  direct  aus  der  Axe 
a  und  der  erzeugenden  Curve  C  derselben;  speciell 
für  das  durch  eine  Gerade  g  erzeugte  Rotationshyper- 
boloid.    Man  erkläre  die  Construction  in  Fig.  201. 

3)  Man  erörtere  die  Lage  der  Tangentialebenen  der  Fläche 
In  den  Punkten  ihrer  Umrisse  als  Specialfälle  der  all- 
gemeinen. 
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4)  Die.  Evolute  des  Meridians  der  Rotationsfläche  darf 
als  Räckkehrkante  der  developpabeln  Fläche  betrach- 
tet werden,  welche  von  den  Normalen  der  Rotations- 
fläche in  den  auf  einander  folgenden  Punkten  des 
Meridians  gebildet  wird. 

5)  Die  durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  in  seiner 
Ebene  gelegene  Axe  erzeugte  Rotationsfläche  —  der 
Torus  —  ist  zugleich  die  Enveloppe  einer  Kugelfläche 
voii  unveränderiichem  Radius,  deren  Mittelpunkt  einen 
Kreis  beschreibt;  derselbe  werde  näher  bezeichnet. 


6)  Die  Normalen  einer  Rotationsfläche  in  den  Punkten 
desselben  Parallelkreises  bilden  einen  Rotationskegel 
um  ihre  Axe;  die  aus  der  Spitze  desselben  mit  seiner 
Kantenlänge  als  Radius  beschriebene  Kugel  berührt 
die  Fläche  nach  dem  Parallelkreis  und  dieselbe  kann 
somit  als  die  Enveloppe  einer  Kugel  von  stetig  ver- 
änderlichem Radius  betrachtet  werden,  deren  Mittel- 
punkt die  Axe  durchläuft. 

7)  Die  Linien  der  parabolischen  Punkte  der  Rotations- 
flächen sind  Parallellkreise. 
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8)  Die  Paare  der  Haupttangenten  einer  Rotationsfläche 
in  den  Punkten  desselben  Parallelkreises  bilden  ein 
einfaches  Rotationshyperboloid  ^  welches  der  Fläche 
nach  diesem  Parallel  umschrieben  ist. 

9)  Die  Ebene  des  Parallelkreises  ist  zu  den  Tangential- 
ebenen der  Fläche  und  somit  zu  dieser  selbst  in  allen 
Punkten  desselben  gleichgeneigt;  ebenso  die  Ebene 
des  Meridians  und  zwar  diese  speciell  normal. 

Allgemein:  Wenn  eine  Ebene  eine  krunime  Fläche 
überall  unter  gleichem  Winkel  schneidet ^  so  ist  ihre 
Schnittcurve  mit  dieser  eine  Krümmungslinie  dersel- 
ben.   Denn  die  Fläche  der  Normalen  ist  developpabel, 
weil  sie  eine  Fläche  gleichen  Falles  gegen  jene  Ebene 
durch  eine  gegebene  Cnrve  ist.  (Vergl.  §  101.;  13.) 
10)  Die  Meridiane  der  Rotationsflächen  sind  zugleich  geo- 
dätische Linien  derselben.    Wenn  eine  Krümmungs- 
linie   einer  Fläche    zugleich    eine    geodätische   Linie 
derselben  ist,  so  muss  sie  eine  ebene  Curve  sein. 
119.  Es  ist  für  die  darstellend  geometrische  Behandlung 
der  Rotationsflächen  wesentlich,    dass    ihre  allgemeinen 
constructiven  Eigenschaften  aus  der  einfachen  Na- 
tur der   erzeugenden  Bewegung,    der  Rotation   um 
eine  gerade  Axe,  hervorgehen,  — während  die  aus  der 
Natur  der  erzeugenden  Curve  entspringenden  Eigenschaften 
nur  dann   zur  Verwendung    gelangen,    wenn    dieselbe    nach 
ihrem  geometrischen  Gesetz  bekannt  ist,  also  z.  B.  im  Falle 
der  Rotationsflächen  zweiten  Grades. 

Wir  sehen  hier  von  den  Letzteren  ab  und  nehmen  an, 
die  Fläche  sei  durch  die  zu  OZ  parallele  Axe  a  und  durch 
den  zur  zweiten  Projectionsebene  parallelen  Meridian  M^,  ge- 
geben, welcher  gezeichnet  vorliegt. 

In  Folge  dessen  unterlassen  wir  die  Erörterungen  über 
Ordnung  und  Klasse  der  Fläche,  ihre  algebraische  oder  trans- 
cendente  Natur,  etc.  Der  Entwickelungsgang  von  solchen 
empirischen  Elementen  aus  kann  nicht  mehr  der  streng  theo- 
retische sein;  es  ist  am  natürlichsten,  die  combinatorische 
Systematik  der  darstellend  geometrischen  Probleme  hervor- 
treten zu  lassen  und  nach  den  Anforderungen  derselben  den 
Umfang  mehr  theoretischer  Erörterungen  zu  bestimmen. 
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Ausgehend  von  a)  der  Darstellung  der  Fläche,  ihrer 
Punkte  und  Tangentialebenen,  damit  auch  der  auf  ihr  gele- 
genen Curven  und  der  ihr  umschriebenen  Developpabeln  — 
wie  solches  durch  die  vorigen  §§  begründet  ist  —  wird  man 

b)  zur  Erörterung  der  Beziehungen  der  Fläche 
zu  den  geometrischen  Grundgebilden,  der  Ebene,  dem 
Punkt  und  der  Geraden  übergehen,  d.  h.  zur  Construction 
ihrer  ebenen  Schnitte  oder  ihrer  Puriktreihen  in  einer  Ebene, 
ihrer  Tangentenkegel  oder  ihrer  Tangentialebenen  aus  einem 
Punkte  und  derjenigen  Punkte  jind  Ebenen  der  Fläche,  welche 
sie  mit  einer  Geraden  gemein  hat. 

Als  dritte  Gruppe  von  Problemen  wird  sich  anschliessen 

c)  die  Erörterung  der  Beziehungen  der  Rota- 
tionsfläche zu  gegebenen  developpabeln  Flächen 
und  zu  den  Räume urven,  welche  als  Rückkehrkanten  der- 
selben auftreten;  speciell  zu  Kegelflächen  und  zu  ebenen  Cur- 
ven. (§§  127.,  128.) 

Es  werden  folgen  d)  die  Constructionen  über  die 
Beziehungen  einer  Rotationsfläche  zu  einer  andern 
krummen  Fläche,  die  nun  eine  Fläche  zweiten  Grades, 
eine  windschiefe  Regelfläche,  eine  andere  Rotationsfläche,  etc. 
sein  Icann ;  nämlich  die  Construction  der  Reihe  ihrer  gemein- 
schaftlichen Punkte  oder  ihrer  Durchdringungscurve  und  die 
der  Schaar  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  oder 
ihrer  gemeinsamen  umschriebenen  developpabeln  Fläche.  (§§ 
129.,  130.) 

Endlich  müssen  e)  die  Beziehungen  von  drei  krum- 
men Flächen  zu  einander  eine  Erörterung  finden  (§  130.). 

Dabei  ordnen  sich  der  Gruppe  b)  die  Bestimmung  der 
Schattengrenzen  und  Schlagschattenräume  an  Rota- 
tionsflächen für  Licht  aus  einer  punktförmigen  Quelle  und 
die  Bestimmung  der  Umrisse  der  Rotationsflächen  in 
allgemeiner  Lage  gegen  die  Projectionsebenen  ein.  Zur  Gruppe 
c)  stellen  wir  die  Construction  umschriebener  deve- 
loppa  bei  er  Flächen  von  gegebenem  Ri  cht  ungskegel, 
die  für  den  Fall,  dass  die  Letztere  ein  Rotationskcgel  von 
bestimmter  Axenrichtung  ist,  die  Construction  der  Linien 
gleicher  Helligkeit  für  Beleuchtung  durch  Licht  aus 
einer  unendlich  entfernten"  punktförmigen  Quelle 
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liefert;  die  man  als  Beleuchtungs-Constructionen  be- 
zeichnet hat. 

Unter  d)  gehören  endlich  die  Beziehungen  der  gemein- 
schaftlichen aufgeschriebenen  Curve  oder  der  gemeinsamen 
umschriebenen  developpabeln  Fläche  zu  den  Elementarformen: 
Punkt,  Ebene  und  gjeradc  Linie. 

Das  Princip  der  Dualität  scheidet  alle  diese 
Probleme  wesentlich'  in  zwei  Gruppen;  die  Probleme 
der  einen  sind  zu  lösen  mittelst  der  Punkte  auf  den  Flächen 
und  ihrer  einfachsten  Reihep,  oder  der  einfachsten  aufge- 
schriebenen Curven,  nämlich  der  Parallelkreise  und  Meri- 
diane; die  der  andern  mittelst  der  Tangentialebenen  an  die 
Fläche  und  ihrer  einfachsten  Schaaren  oder  der  einfachsten 
umschriebenen  Developpabeln,  nämlich  der  Parallelkrcis- 
Berührungskegel  imd  der  Meridian -Berührungscylinder  — 
denn  nur  im  Falle  des  einfachen  Rotationshyperboloids  giebt 
es  noch  einfachere  aufgeschriebene  Curven  und  umschriebene 
Developpabeln  als  diese,  in  den  geraden  Erzeugenden. 

Es  ist  im  Wesentlichen  dieselbe  Reihe  der  Probleme, 
auf  die  wir  früher  geführt  sind  und  dasselbe  dualistische 
Entsprechen  besteht  zwischen  ihnen. 

120.  Der  Querschnitt  einer  'durch  die  Axe  a  parallel 
OZ  und  den  Meridian  M^s  gegebenen  Rotationsfläche  mit 
einer  Ebene  B,  die  wir  durch  ihre  Spuren  «, ,  s^  bestimmt 
denken,  kann  mit  Hilfe  der  Parallelkrcise  oder  der  Meridiane 
der  Fläche  gleich  bequem  construirt  werden  (Fig.  202).  Denn 
die  Ebene  £  wird  von  der  Ebene  des  Parallelkreises  F.  in 
einer  durch  ihren  zweiten  Durchstosspunkt  und  ihre  Richtung 
parallel  zur  ersten  Spur  der  Ebene  bestimmten  Geraden  pi 
geschnitten,  deren  Durchschnittspunkte  ^i,  Bi  mit  dem  Kreise 
P,  s6nach  der  Durchdringungscurvc  angehören. 

Und  die  Ebene  E  wird  von  der  Ebene  des  Meridians  M/, 
den  wir  in  beiden  symmetrischen  Hälften  gezeichnet  voraus- 
setzen, in  einer  durch  ihren  ersten  Durchstosspunkt  und  ihren 
Schnittpunkt  mit  der  Axe  a  bestimmten  Geraden  m,-  geschnitten, 
deren  Durchschnittspunkto  (7,-,  2>, .  •  •  mit  dem  Meridian  M,-  auf 
derselben  Curve  liegen.  Jene  Punkte  ^,-,  B^  erhält  man  in  der 
ersten  Projection  direct  und  daraus  in  der  zweiten,  die  Punkte 
C(,  A'  •  •  •  aber   bestimmt   man  mit  Hilfe  des   Meridians  HLxz 
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durch  Drehung  der  Geraden  m,-  in  die  Ebene  desselben  in  (m,) 
und  nachherige  Zurückführung  der  gefundenen  Schnittpunkte 
(C,),  (A)  in  die  ursprüngliche  Lage.  Indem  man  den  Parallel- 
kreis Ft  alle  Lagen  durchlaufen  läs&t^  in  denen  er  den  Meri- 
dian M:ir:  schneidct;  erhält  man  unzweifelhaft  alle  Punkte  der 
Durchschnittscurve  in  Paaren;  ebenso  indem  man  den  Meridian 
Mt  um  die  Axe  a  eine  ganze  Umdrehung  machen  lässt.  Mit 
Hilfe  der  Parallelkreise  wird  man  insbesondere  die  Punkte  H 

Fig.  Sf02. 


bestimmen,  in  welchen  die  erste  Projection  der  Schnittcurve 
den  ersten  Umriss  der  Fläche  triflft;  mit  Hilfe  des  Meridians 
M.rs  aber  die  Punkte  F,  in  welchen  ihre  zweite  Projection  dem 
zweiten  Umriss  begegnet. 

Die  Construction  zeigt;  dass  die  Durchschnittslinie 
s  der  Schnittebene  E  mit  der  zu  ihr  normalen  Meri- 
dianebene M,-  eine  Axe  orthogonaler  Symmetrie  für 
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die  Durchschnittscurve  ist,  und  zwar  insbesondere  s'  eine 
Axe  orthogonaler  Symmetrie  für  die  erste  und  5"  eine  Axe 
schräger  Symmetrie,  aämlich  für  Parallelen  zur  Axe  OJC,  für 
die  zweite  Projection  derselben  (Fig.  202).  Diese  Symmetrie 
hat  zur  Folge,  dass  auch  die  Tangenten  in  je  zwei  entsprechen- 
den Punkten  A,-,  J?,  der  Curve  sich  in  der  Axe  s  durchschneiden, 
wie  diess  auch  direct  aus  der  Construction  derselben  hervor- 
geht. Denn  die  Tangente  in  einem  Punkte  Ai  der  Schnittcurve 
ist  die  Durchschnittslinie  der  zugehörigen  Tangentialebene  der 
Rotationsfläche  mit  der  Schnittebene ;  und  da  die  Tangential- 
ebenen der  Rotationsfläche  in  zwei  Punkten  Jiy  ^i  desselben 
Parallelkreises  sich  in  einer  Geraden  der  Meridianebene  M, 
schneiden,  welche  die  -Strecke  JiBi  halbiert,  so  begegnen 
die  entsprechenden  Tangenten  der  Durchschnittscurve  sich  in 
einem  Punkte  von  s;  speciell  also  ihre  ersten  Projectionen  in 
einem  Punkte  von  5  und  die  zweiten  in  der  entsprechenden 
zweiten  Projection  dieses  Punktes  auf  s\ 

In  Folge  dieser  Symmetrie  haben  diejenigen  Punkte  der 
Schnittcurve,  welche  in  der  Symmetrieaxe  s  liegen,  die  be- 
sondere Eigenschaft,  dass  ihre  Tangenten  zur  Symmetrieebene 
normal,  d.  h.  zur  ersten  Projectionsebene  und  somit  zur  ersten 
Spur  der  Schnittebene  parallel  sind;  speciell  in  der  ersten 
Projection  normal  s!  oder  parallel  der  besagten  Spur,  in  der 
zweiten  parallel  OX.  Da  in  Folge  dessen  ihre  Coordinaten  z 
grösser,  respective  kleiner  sind,  als  die  aller  andern  ins- 
besondere ihrer  beiderseitigen  Nachbarpunkte,  so  kann  man 
sie  unter  Annahme  der  JTÖFals  einer  horizontalen  Ebene  als 
die  höchsten  respective  tiefsten  Punkte  der  Schnittcurve 
bezeichnen.  Sie  werden  offenbar  mittelst  des  Symmetrie-Meri- 
dians M«  direct  construiert. 

1)  Wie  ersetzt  man  die  nicht  verzeichnete  Hälfte  des 
Umrissmeridians  in  der  Construction? 

2)  Wenn  dem  grössten  respective  kleinsten  Parallkreis 
der  Fläche  speciell  ein  Parallelkreis-Berührungscylinder 
entspricht,  so  sind  die  ersten  Projectionen  der  Punkte 
H  der  Schnittcurve  in  jenen  Parallelkreisen  speciell 
Berührungspunkte  ihrer  ersten  Projection  mit  dem 
Umriss  der  Fläche  in  dieser. 

3)  Man  erläutere  die  Symmetrie-Eigenschaften  derjenigen 
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ebenen  Schnitte  einer  Rotationsfläche  ^  welche  durch 
eine  «rste  respective  eine  zweite  projicierende  Ebene 
gebildet  werden, 

4)  Wie  gestalten  sich  die  Synametrie- Verhältnisse  der 
Durchschnittscui've  einer  Ebene  mit  einer  Rotations- 
fläche in  Parallelprojection  bei  schräger  Lage  ihrer 
Axe  gegen  die  Projectionsebenen? 

5)  Die  Oentralprojection  der  Schnittcurve  einer  Rotations- 
fläche von  allgemeiner  Lage  der  Axe  mit  einer  Ebene  E 
zeigt  die  Eigenschaften  der  involutorischen  Symmetrie, 
d.  i.  ihre  beiden  Theile  entsprechen  einander  in  einer 

•  involutorischen  CoUineation.  Die  Axe  /  derselben  ist 
die  Projection  der  Schnittlinie  der  Ebene  E  mit  der 
zu  ihr  normalen  Ebene  durch  die  Axe  a  und  das  ent- 
sprechende Centrum  ist  der  Fluchtpunkt  der  Normalen 
zu  dieser  Ebene ;  also  ein  Punkt,  der  zugleich  in  der 
Fluchtlinie  der  Schnittebene  liegt. 

6)  Ist  es  angemessen,  von  diesen  Methoden  für  die  Con- 
struction  der  ebenen  Schnitte  von  Rotationskegeln  und 
Rotationscylindem  Gebrauch  zu  machen? 

7)  Die  ersten  Projectionen  aller  ebenen  Schnitte  des  ein- 
fachen Rotationshyperboloides  berühren  den  Umriss 
desselben  in  der  ersten  Projection.    . 

8)  Der  ebene  Schnitt  der  Rotationsfläche  des  Toms  ist 
eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  in  den  unendlich 
fernen  nicht  reellen  Kreispunkten  ihrer  Ebene  zwei 
Doppelpunkte  hat.  Wenn  eine  Ebene  die  Fläche  in 
zwei  Punkten  berührt,  so  hat  die  Schnittcurve  der- 
selben mit  der  Fläche  vier  Doppelpunkte  und  zerfallt 
in  zwei  Kegelschnitte,  welche  Kreise  sein  müssen. 
Welches  sind  ihre  Durchmesser? 

9)  Man  coristmiere  den  Schnitt  des  einfachen  Rotations- 
hyperboloids von  der  Axe  a  parallel  OZ  und  der 
geraden  Erzeugenden  e  —  parallel  zu  XOZ —  mit  der 
Ebene  E. 

10)  Wie  construiert  man  die  in  die  Symmetrieaxe  s  der 
Curve  fallenden  Scheitel  desselben  falls  sie  eine  Ellipse 
ist  und  wie  sodann  die  beiden  andern  Scheitel? 

11)  Wie  erkennt  man  aus  der  Lage  der  Erzeugenden  e 
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und  der  Schnittebene  E  die  Art  des  Schnittes  auf  dem 
Rotationshyperboloid?  (Vergl.  §  92.) 
12)  Man  construiere  im  Falle  des  hyperbolischen  Schnittes 
direct  die  Asymptoten  und  die  Scheitel  dorSchnittcurve. 
Man  kann  offenbar  für  jeden  Parallelkreis  Pi  der 
Fläche,  als  einem  bestimmten  Punkte  von  e  entspre- 
chend, die  Construction  des  Textes  anwenden;  man 
kann  aber  auch  ebenso  für  jeden  beliebigen  Meridian 
M|-  der  Fläche  die  Punkte  des  Schnittes   C,-,  />,  be- 

Fig.  20S. 


stimmen,  indem  man  bemerkt,  dass  dieselben  in  der 
Geraden  $i  liegen  müssen,  welche  diese  Meridianebene 
mit  der  Schnittebene  E  gemein  hat,  und  dass  man 
ferner  die  Schnittpunkte  von  5,-  mit  dem  durch  die 
Drehung  von  e  erzeugten  Hyperboloid  auf  denselben 
Parallelkreisen  finden  muss,  auf  welchen  die  Schnitt- 
punkte von  e  mit  dem  durch  die  Drehung  von  », 
erzeugten   Kegel    gelegen  sind.     Man   bestimmt   also 


Curven  und  Fl&cben.  465 

(Fig.  203.)  nach  §  64.  die  Letzteren  und  in  Si  selbst 
dann  auf  den  besagten  Parallelkreisen   die  Ersteren, 
Ci  und  Di'     Die  zugehörigen  Tangenten  der  Schnitt- 
curve  bestimmt  man  mittelst  der  Bemerkung;  dass  die 
erste  Spur   der  entsprechenden  Tangentialebene    der 
Rotationsfläche  vom  ersten  Durchstosspunkt  der  durch 
Ci,  respective  Di  gehenden  Erzeugenden  der  Schaar  e 
normal  zu  ad',  respective  a'D/  sein  muss.    Nach  den 
Symmetrieeigenschaften  giebt  die  Benutzung  eines  ein- 
zigen Meridians  zwei  Paare   von  Punkten  und  durch 
Construction  ihrer  Tangenten  ist  die  Schnittcurve  als 
Kegelschnitt  vollkommen,  bestimmt. 
121.   Der  Berührungskegel  einer  Rotationsfläche 
aus    einem    gegebenen   Punkte  L   wird    mit  Hilfe  der 
Parallelkreisberührungskegel    oder    der    Meridianberührungs- 
cylinder  der  Fläche  construiert,  da  jeder  der  erstem  im  All- 
gemeinen  zwei  und  jeder  der  letztern  eine  von  der  Gestalt 
des  Meridians  abhängige  Zahl  von   Tangentialebenen   durch 
einen  Punkt  besitzt,  die  zu  dem  fraglichen  Kegel  gehören  und 
deren  Berührungspunkte  mit  der  Fläche  auf  dem  zugehörigen 
Parallel  oder  Meridian  die  zugehörigen  Erzeugenden  des  Be- 
rührungskegels bestimmen. 

Dem  Parallelkreis  P,-  entspreche  der  Berührungskegel  P»* 
von  der  Spitze  St  und  derselbe  schneide  die  durch^Z  gehende 
zu  XO  Y  parallele  Ebene  in  dem  Kreise  if,-,  so  bestimmen  die 
von  L  an  den  letzteren  gehenden  Tangenten  durch  ihre  Be- 
rührungspunkte die  beiden  Erzeugenden  des  Kegels  P/',  längs 
welcher  derselbe  von  Ebenen  aus  L  berührt  wird  und  ihre 
Schnittpunkte  mit  dem  Parallelkreis  P,-  sind  zwei  Punkte  A,,  B{ 
der  Berührungscurve  des  von  L  ausgehenden  umschriebenen 
Kegels  mit  der  Fläche.  Man  erkennt,  dass  der  über  dem 
Durchmesser  a  L'  beschriebene  Kreis  Ä'in  der  ersten  Projection 
für  alle  Parallelkreisberührungskegel  als  Hilfskreis  dient,  weil 
er  der  Ort  der  Berührungspunkte  aller  der  Tangentenpaare 
ist,  die  von  Z'  an  die  Kreise  I^/  gehen,  in  denen  diese  Kegel 
die  zu  A'OF  parallele  Ebene  durch  L  schneiden. 

Andererseits  entspricht  dem  Meridian  M,-  ein  Berührungs- 
cylinderMi^,  der  durch  die  Zurückführung  mit  seinem  Meridian 
nach  Ma>z  mit  dem  Berührungscy linder  längs  der  Curve  des 
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zweiten  Umrisses  zusammenfällt  und  an  welchen  daher  die 
Tangentialebenen  aus  L  gelegt  werden  ^  indem  man  den  Fuss- 
punkt  der  von  L  auf  M<  gefällten' Normale  auch  in  jene  Ebene 
Mtcr  überführt  und  von  da  die  Tangentialebenen  jenes  Umriss- 
cylinders  bestimmt;  die  Zurückführung  der  Berührungspunkte 
im  Umrissmeridian  giebt  die  Punkte  C,-,  A-,  ...  der  Berührungs- 
curve  des  Kegels  aus  L  auf  dem  Meridian  M,-;  dabei  erscheint 
derselbe  Kreis  K  in  der  ersten  Projection  als  Hilfskreis  als 
der  Ort  der  Fusspunkte  der  Normalen  von  t  auf  die  ersten 
Projectionen  M/  der  fraglichen  Meridiane. 

Nach  der  Methode  der  Parallelkreisberührungskegel  ist 
evident,  dass  die  Berührungscurve  und  mit  ihr  der 
Berührungskegel  orthogonal  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  die  Ebene  La^  die  Meridianebene  nach 
dem  gegebenen  Scheitel;  die  Punkte  jener  Curve  -i,,  J9, 
liegen  in  Paaren  auf  Normalen  zu  dieser  Ebene  und  die  zu- 
gehörigen Tangenten  treffen  je  in  einem  Punkte  derselben 
zusammen. 

Mit  Hilfe  der  Parallelkreis-Berührungskegel  bestimmt  man 
die  Punkte  jBT  der  Berührungscurve,  welche  im  ersten  Umriss 
der  Fläche  liegen;  mit  Hilfe  der  Meridianberührungscylinder 
dagegen  die  Punkte  V  im  zweiten  Umriss  der  Fläche,  eben 
durch  den  zugehörigen  Umrisscylinder,  und  die  Punkte  V  im 
Meridian  Jia  als  die  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  der  Curve, 
d.  i.  als  Punkte,  deren  Tangente  normal  La  oder  parallel  zur 
Ebene  XO  Y  ist. 

In  Fig.  204.  ist  die  Durchführung  für  den  Torus 
vom  Umrissmeridian  VL^z  für  den  Leuchtpunkt'  L  gegeben. 

Mittelst  des  Kreises  über  JJ  a  als  Durchmesser  sind  die 
Punkte  /^i,  ITj,  H^y  H^  im  ersten  Umriss  und  mittelst  des 
Punktes  Z"  und  des  zweiten  Umrisses  die  Punkte  F,,  F,,  Fg,  F^ 
im  zweiten  Umriss  bestimmt  worden,  dazu  die  symmetrisch 
entsprechenden  Fj*, . . . ;  mittelst  (Z)  die  höchsten  und  tiefsten 
Punkte  ü,,  TJ^y  1/3,  TJy  Ferner  hat  man  für  die  zur  Mittel- 
ebene M^M^  symmetrischen  Parallelkreisebenen  P,  P*  die 
Punkte  1,  2,  3,  4,  1*,  2*,  3*,  4*  mittelst  der  entsprechenden 
Berührungskegel  und  für  die  zur  Ebene  La  symmetrischen 
Meridiane  M,  M*  die  Punkte  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12  mittelst 
M  und  {M)  bestimmt. 
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1)  Man  bestimme  diejenigen  Tangentenebenen  einer  Rota- 
tionsfläche;  welche  durch  einen  gegebenen  Funkt  gehen 
und  unter  vorgeschriebenem  Winkel  zur  Axe  derselben 
geneigt  sind;  speciell'die  einer  gegebenen  Geraden 
parallelen  Tangentialebenen  dieser  Art. 

Flg.  204. 

x^  __jac?^ 


2)  Mit  Hilfe  der  Kugel  bestimme  man  die  Stellungen  der- 
jenigen Ebenen,  welche  mit  den  Projectionsebenen 
XOY  und  XOZ  vorgeschriebene  Winkel  machen  — 
indem  man  nach  einander  den  zu  OZ  und  den  zu  OF 
parallelen  Durchmesser  als  ihre  Axe  betrachtet. 

30* 
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3)  Diejenigen  Tangentialebenen  einer  Rotationsfläche  zu 
ermitteln,  welche  einen  gegebenen  Punkt  enthalten 
und  zu  einer  gegebenen ^  zur  Axe  normalen  Geraden 
parallel  sind. 

4)  Welches  sind  die  Symmetrieverhältnisse  der  central- 
projecti vischen  Darstellung  des  Berührungskegels  einer 
Rotationsfläche  mit  schräger  Axe  und  der  Berührungs- 

'    curve  zwischen  beiden?  (Vergl.  §  60.;  4.) 
*    5)  Welche  Vereinfachungen  entspringen  aus  dem  Character 
als  Rotationsfläche   für  die  Construction   des  Berühr- 

Fig.  206. 


ungskegels  von  gegebenem  Scheitel  an  ein  Rotations- 
Ellipsoid,   oder  ein  zweifaches  Rotationshyperboloid? 

6)  Die  Construction  des  Berührungscy linders  parallel  der 
Geraden  /  in  Fig.  205.  ist  zu  erklären  —  warum 
zeigt  die  Berührungscurve  keine  höchsten  und  tiefsten 
Punkte? 

7)  Man  verzeichne  den  Berührungscylinder  a)  einer  Vasen- 
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form;  b)  eines  Torufi^  d.  h.  der  durch  Rotation  eines 
Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  gelegene  und  ihn 
nicht  schneidende  Axe  entstehenden  Fläche  5  bei  ge- 
gebener Richtung  der  Erzeugenden. 

8)  Man  erörtere  die  Uebertragung  der  speciellen  Eigen- 
schaften des  Berührungscylinders  und  seiner  Berühr- 
ungscurve  am  Rotations  -  Ellipsoid  auf  die  centrisch- 
collineare  Transformation  des  Systems. 

9)  Man  interpretiere  die  vorhergehenden  Constructionen 
als  Bestimmungen  der  Schattengrenzen  an  Rotations- 
flächen für  Licht  aus  einer  endlich  öder  unendlich  ent- 
fernten punktförmigen  Quelle  und  füge  die  Schlag- 
schatten auf  die  Projectionsebenen  hinzu. 

10)  Die  CurvC;  in  welcher  der  Berührungskegel  einer 
Fläche  dieselbe  berührt^  ist  eine  Raumcurve  und  die 
Spur  des  Kegels  in  einer  beliebigen  Ebene  ist  als  das. 
Bild  der  Raumcurve  aus  seinem  Scheitel  anzusehen. 

Da  die  besagte  Raumcurve  im  Allgemeinen  keine 
stationären  Punkte  besitzt  ^  so  hat  jene  Spur  Doppel- 
punkte nur  in  den  Punkten  ^  welche  einer  die  Fläche 
zweifach  berührenden  Erzeugenden  des  Kegels  an- 
gehören,  und  sie  kann  Rückkehrpunkte  nur  in  den- 
jenigen Erzeugenden  haben,  welche  zugleich  Tangenten 
der  Raumcurve  sind.  Weil  aber  die  Tangente  der 
Berührungscurve  und  die  nach  ihrem  Berührungspunkt 
gehende  Erzeugende  des  Tangentenkegels  conjugierte 
Tangenten  der  Fläche  sind;  so  können  sie  nur  in 
einer  der  Haupttangenten  der  Fläche  zusammenfallen; 
d.  h.  Rückkehrpunkte  der  Spur  des  Berührungskegels 
entspringen  aus  denjenigen  Punkten  der  Fläche,  für 
welche  eine  Haupttangente  durch  den  Scheitel  des 
Kegel»  geht.  (§  82.)  Diese  Erzeugenden  sind  die  dem 
Scheitel  entsprechenden  Erzeugenden  desjenigen  co- 
axialen  Rotationshyperboloids;  welches  die  Rotations- 
fläche in  allen  Punkten  eines  Parallelkreises  osculiert. 

{§  118.) 

11)  Man  mache  die  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  Be- 
rührungs  -  Kegel  oder  Cylinder  der  Fläche  des  Torus 
in  7.,  b). 
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12)  Der  Berührungscylinder  von  .gegebener  Richtung  für 
eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades  steht  zu  den  gleich- 
gerichteten Berührungscylindem  aller  der  Rotations- 
flächen von  derselben  Axe,  deren  Meridiane  durch 
Parallelverschiebung  des  Meridians  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  seiner  Ebene  erhalten  werden  können,  in 
einer  sehr  einfachen  für  die  Construction  der  Berühr- 
ungscurve  der  Letzteren  benutzbaren  Beziehung.  Da 
die  Berührungscurve  der  Rotationsfläche  zweiten  Grades 
und  mit  ihr  der  Berührungscylinder  bei  einer  Parallel- 
verschiebung derselben  und  unveränderter  Richtung 
des  Cylinders  auch  nur  durch  Parallelverschiebung 
geändert  wird,  so  sind  der  Meridian- Berührungscylin- 
der längs  eines  Halbmeridians  für  die  Fläche  zweiten 
Grades  und  die  Transformierte  congruent  und  die  Punkte 
der  Berührungscurve  für  die  letztere  liegen  also  auf 
denselben  Parallelk]:eisen  und  in  den  nämlichen  Radien 
derselben  wie  die  der  Berührungscurve  für  die  erstere 
und  um  di6  Verschiebungsgrösse  von  ihnen  entfernt. 
Die  Berührungscurven  solcher  Rotationsflächen  mit 
umschriebenen  Cylindem  entstehen  also  aus  Curven 
zweiten  Grades,  indem  man  die  zur  Axe  der  Rota- 
tionsfläche normalen  Radien  derselben  um  die  näm- 
liche Grösse,  nämlich  den  Abstand  des  Mittelpunkts 
des  Meridiankegelschnitts  von  der  Axe,  vergrössert.  • 

13)  Man  wende  diess  auf  die  Fläche  des  Torus  an  und 
erläutere  insbesondere  die  Benutzung  der  Methode  für 
die  Construction  der  Spur  des  Berührungscylinders 
in  einer  Ebene, 

122.  !E^inen  für  die  Darstellung  wichtigen  Spccialfall  bildet 
die  Bestimmung  der  projicierenden  Berührungscy- 
linder und  Kegel  der  Rotationsflächen  bei  allge- 
meiner Lage  ihrer  Axen;  denn  die  Spuren  derselben  in 
den  respectiven  Bildebenen  sind  die  Umrisse  ihrer  Bil- 
der. In  dem  speciellen  Fall  orthogonaler  Parallclpro- 
jection  mit  einer  zur  Rotationsaxe  parallelen  Axe  OZ  erhält 
man  die  Spuren  gewisser  Parallelkreis-  und  Meridian -Be- 
rührungscylinder direct  als  Umrisse;  im  allgemeinen  -Fall 
schräger  Lage  der  Axe  a  in  Parallelprojection  und  für  Cen- 
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tralprojection  dienen  die  Parallelkreisberührungskegel  und 
Meridianberührungscylinder  der  Fläche  zur  Ermittelung  ihrer 
Umrisse  nach  §  121.^  indem  im  Allgemeinen  jeder  der  erstem 
zwei  Punkte  und  jeder  der  letzteren  eine  von  der  Gestalt 
des  M'eridians  abhängige  Zahl  von  Punkten  für  jeden  Um-* 
riss  liefert.  Die  projicierende  LiniC;  welche  durch  die  Spitze 
des  Kegels  respective  Cy linders  geht,  trifft  die  Ebene  seiner 
Basis^  d.  h.  des  entsprechenden  Parallelkreises  oder  Meridians 
in  einem  Punkte  ^  durch  welchen  an  diese  Tangenten  gehen^ 
die  sie  in  den  entsprechenden  Punkten  des  Umrisses  be- 
rühren. 

Der  Umriss  einer  Rotationsfläche  in  Centralprojec- 
tion  für  schrägliegende,  also  durch  Flucht-  und  Durchstoss- 
punkt  Q  S  bestimmte  Axe  a  wird  durch  diese  Mittel  wie  folgt 
bestimmt.  (Vergl.Fig.  140.)  Denken  wir  in  jedem  Parallelkreis 
den  zur  Bildebene  parallelen  Durchmesser^  so  bilden  alle  diese 
einen  Meridian  der  Fläche,  welcher  der  gemeinsamen  Flucht- 
linie q'  aller  Parallelkreise  d.  h.  der  Fluchtlinie  der  Normal- 
ebenen von  üf  parallel  ist;  sei  dieser  Meridian  dargestellt; 
so  ergiebt  sich  für  jeden  Punkt  desselben  das  Bild  des  zu- 
gehörigen Parallelkreisdurchmessers  und  das  der  Spitze  des 
entsprechenden  Parallelkreisberührungskcgels.  Bestimmen  wir 
also  den  Schnittpunkt  der  projicierenden  Linie  der  Letztem 
mit  der  Ebene  des  Parallelkreises  und  seine  Umlegung  in  die 
den  bezeichneten  Durchmesser  enthaltende  Parallelebene  zur 
Bildebene  —  immer  mittelst  des  festen  CoUineationscentrums 
der  Parallelkreisebenen  —  so  liefern  die  von  da  an  die  Um- 
legung  des  Parallelkreises  gehenden  Tangenten  in  ihren  Be- 
rührungspunkten durch  deren  Zurückführung  m  die  Ebene  die 
betreffenden  Punkte  des  Umrisses  und  ihre  ^Tangenten.  Man 
kann  auch  entsprechend  der  Ausführung  in  §  121,  die  Schnitte 
aller  dieser  Parallelkreisberührungskegel  mit  der  durch  das 
Centrum  gehenden  Normalebene  der  Axe  benutzen. 

Für  die  Ausführung  in  Parallelprojection  und  beispiels- 
weise für  den-  ersten  Umriss  denken  wir  die  erste  projicie- 
rende Ebene  der  Axe  a  als  neue  zweite  Projectionsebene  wie 
in  Fig.  139.  (§  69.)  oder  wir  machen  sie  parallel  der  zweiten 
Projectionsebene  wie  in  Fig.  206.  und  verzeichnen  den  in  ihr 
enthaltenen  Meridian  ^M/'  oderM;  ist  dann  iP,"  oder  (P)  mit 
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den  Endpunkten  ,5",  ,C"  oder  (B)^  (C)  ein  Parallelkreiß  mit 
A  als  Scheitel  des  entsprechenden  ParallelkreisberüKrungs- 
kegeis  f  so  ist  D  .  der  Durchschnittspunkt  der  ersten  proji- 
cierenden  Linie  von  A  mit  der  Ebene  des  Parallelkreises  und 
'bei  Drehung  des  Letztern  um  BCD  in  die  neue  zweite  Pro- 
jectionsebene  erhält  man  in  {H)y  (S)  mit  (E)  als  Mitte  der 
entsprechenden  Sehne  die  Berührungspunkte  seiner  von  D 
ausgehenden  Tangenten;    deren    erste  Projectionen    in  A^E', 


Fig.  206. 


/Mi 


Ä  H'  die  ersten  Umrisse  des  Parallelkreisberührungskegels 
bilden,  während  die  H'  selbst  dem  ersten  Umriss  der  Bota- 
tionsfläche  angehören.  Bezeichnet  man  durch  ^K'  oder  (iV) 
die  neue  zweite  Projection  des  Scheitels  des  Normalenkegels, 
sodass  iV";  K  seine  Ofiginalprojectionen  sind,  so  erhellt,  dass 
N'  K"  H"  in  derselben  Parallelen  zur  Axe  OX  und  dass  iV^  = 
jiV'i^'  und  auf  AR'  respective  rechtwinklig  sein  müssen. 
(Vergl.  §  118;;  6.) 
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Die  Umrisslinie  ist  für  die  projicierende  Ebene  der  Axe 
rechtwinklig  symmetrisch  und  erscheint  daher  in  involuto- 
rischer  CoUineation  mit  sich  selbst  für  den  Nornialenflucht- 
punkt  dieser  Ebene  als  Centrum  und  für  das  Bild  der  Axe 
als  Axe  der  CoUineation. 

1)  Man  verzeichne  den  ersten  und  zweiten  Umriss  einer 
gefässförmigen  Botationsfläche  von  schräger  Axe  a. 

2)  Welche  Construction  ergiebt  die  Benutzung  der  Meri- 
dianberührungscylinder  der  Rotationsfläche  für  die 
Bestimmung  ihrer  Umrisse? 

3)  Welche  besonderen  Punkte  der  Umrisse  erhält  man 
direct  durch  die  Methode  der  Parallelkreisberührungs- 
kegel,  welche  erfordern  die  der  Meridianberührungs- 
cy  linder? 

4)  Man  verzeichne  den  centralprojectivischen  Umriss  eines 
Torus  bei  schrägliegender  Axe  desselben. 

5)  Welche  Vereinfachungen  der  Construction  entspringen 

a)  aus    dem   Parallelismus    der  Axe    zur   Bildebene, 

b)  aus  ihrem  Normalsein  zu  derselben? 

6)  Man  discutiere  die  Frage  vom  Umriss  der  Kugel  in 
Centralproj  ection. 

7)  In  welchem  speciellen  Falle  der  Lage  der  Axe  a  wird 
der  Umriss  einer  Rotationsfläche  in  Centralproj ection 
ein  Kreis? 

8)  Man  characterisiere  in  den  parallelprojectivischen  Um- 
rissen des  Torus  die  Rückkehr-  und  die  Doppelpunkte. 
In  der  Fig.  207.  ist  a  als  erste  Proj ection  der  Axe 
a  des  Torus  und  (a)  als  die  Umlegung  der  Axe  mit 
ihrer  ersten  projicierenden  Ebene  in  *die  Ebene  ^OF, 
(M)  als  die  Umlegung  des  entsprechenden  Meridians 
gedacht.  Sind  dann  (P),  (P*)  zwei  Parallelkreisebenen, 
die  symmetrisch  gegen  den  Aequator  liegen,  so  erhält 
man  als  Spitzen  der  betreffenden  Berührungskegel  {S) 
und  (S*)  und  die  symmetrisch  gegen  den  Aequator 
gelegenen  Punkte  der  Axen;  in  (T),  (r*)  sodann  die 
Fusspunkte  der  durch  diese  gelegten  projicierenden 
Strahlen  in  den  bezüglichen  Basisebenen ;  ihre  Polaren 
(/),  (l*)  in  Bezug  auf  diese  Basen  P,  und  P,*  sind 
eingetragen  und  liefern  in  (1)  und  (1*)  auf  (P)  re- 


spective  (P*)  Punkte  der  Umnsslinie  in  der  Hilfspro- 
jection.  Die  beiden  andern  in  denselben  Ebenen  ge- 
legenen Farallelkreise  geben  in  gleicher  Weise  die 
Punkte  (2),  (2*).     Fällt  man  dann  von  diesen  Punk- 


ten die  Normalen  zu  a  und  trägt  man  von  ihren 
Fuespunkten  aus  auf  diese  die  Längen  von  (()  re- 
Bpective  (i*)  ab,  so  erhält  man  die  Punkte  1,  1;  2,2; 
1*,  l*j  2*,  2*  der  Umrisslinie  selbst.     Die  entpere- 
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chenden  Tangenten  erhält  man  als  die  Spuren  der 
betreflfenden  Tangentialebenen,  z.  B.  die  in  1*  als 
nach  dem  Durchschnittspunkt  von  a  mit  (S*)  (T*) 
gehend.  (Fig.  207.) 

Die  Punkte  des  Umrisses  in  der  Axe  a    erhält 
man   durch  die  zu  a   normalen  Tangenten  des  Meri- 
dians (M) ;  dem  Aequator  der  Fläche  entsprechen  die 
Punkte  des  Umrisses,  deren  Tangenten  zu  a   parallel 
sind.    Für  die  Bestimmung  der  Rückkehrpunkte  und 
ihrer  Tangenten,  sowie  für  die  der  Doppelpunkte  ver- 
gleiche man  §  121.;  10.  respective  §  82. 
123.  Ei>ie  Gerade  g  hat  mit  der  Rotationsfläche 
Punkte  respective  Tangentialebenen  gemein.     Jede 
durch  dieselbe  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Curve,   welche  mit   der  Geraden   die  fraglichen  Punkte   be- 
stimmt, die  Schnittcurve  in  einer  derselben  genügt  somit  zur 
Bestimmung  der  Punkte.     Im  Allgemeinen  wird   eine  proji- 
cierende  Ebene  der  Geraden  am  bequemsten  zu  benutzen  sein. 
Schneidet  die  Gerade  die  Axe  a  der  Rotationsfläche,   so  be- 
nutzt man  den  durch  sie  gehenden  Meridian ;  ist  ihre  Richtung 
in  der  Stellung  der  Normalebenen  zur  Axe  a  enthalten,   so 
ist  der  durch  sie  mögliche  Parallelkreis  am  vortheilhaftesten. 
Denkt  man  die.  Gerade  g  um  die  Axe  a  gedreht,  so  erzeugt 
sie  im  Allgemeinen  ein  einfaches  Rotationshyperboloid, 
welches    die   gegebene  Rotationsfläche   in   einer  Anzahl  von 
Parallelkreisen  schneidet,  die  man  natürlich  aus  den  gemein- 
samen Punkten  der  in  derselben  Ebene  gelegenen  Meridiane 
der  Flächen  bestimmt.    Die  Schnittpunkte  von  g  mit  der  ge- 
gebenen Rotationsfläche  sind  die  Punkte,  welche  g  mit  diesen 
Parallelkreisen  gemein  hat. 

Andererseits  bestimmt  jeder  Punkt  auf  der  Geraden  g 
mit  der  Rotationsfläche  eingn  Berührungskegel,  welcher  mit 
g  die  Tangentialebenen  gemein  hat^  die  der  Aufgabe  ent- 
sprechen. Der  zu  g  parallele  Berührungscylinder  kann  zur 
Construction  derselben  dienen.  Schneidet  die  Gerade  g  die 
Axe  a,  so  benutzt  man  den  Parallelkreisberührungskegel,  der 
den  Schnittpunkt  zur  Spitze  hat;  liegt  sie  in  einer  zur  Axe 
a  normalen  Ebene,  so  dient  der  Meridian-Berührungscylinder 
ebenso  zweckmässig,  dessen  Meridian  zu  ihr  normal  ist. 
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Denkt  man  wieder  das  Rotationshyperboloid^  wel- 
ches durch  die  Drehung  von  g  um  die  Axe  a  entsteht^  so 
hat  dasselbe  mit  der  gegebenen  Rotationsfläche  eine  Anzahl 
von  Parallelkr^isberührungskegeln  gemein  und  die  gesuchten 
Ebenen  sind  diejenigen  Tangentialebenen  dieser  Kegei^  welche 
die  Gerade  g  enthalten. 

1 )  Tangentialebenen  einer  Rotationsfläche  von  gegebener 
Stellung;  d.  h.  parallel  einer  gegebenen  Ebene  con- 
struiert  man^  indem  man  bedenkt^  dass  ihr  Neigungs- 
winkel gegen  die  Rotationsaxe  die  Parallelkreisbe- 
rührungskegel  der  Fläche  bestimmt^  zu  denen  dieselben 
gehören  müssen.  Mit  welcher  der  Methoden  des  Tex- 
tes fällt  das  daraus  entspringende  Verfahren  zusam- 
men? 

2)  Die  vorige  Aufgabe  kann  gefasst  werden  als  die  Con- 
struction  der  Normalen  der  Rotationsfläche  von  gege- 
bener Richtung.  Diese  kann  man  aber  direct  bestim- 
men,  da  ihre  Fusspunkte  in  dem  zu  dieser  Richtung 
parallelen  Meridian  der  Fläche  liegen  müssen  und  sie 
selbst  die  Normalen  des  Letsstern  von  der  vorgeschrie- 
benen Richtung  sind. 

3)  Man  construiere  die  Normalen  einer  Rotationsfläche, 
welche  von  einem  gegebenen  Punkte  ausgehen. 

4)  Die  Normalen  einer  Rotationsfläche,  welche  einer  ge- 
gebenen Ebene  parallel  sind,  entsprechen  Tangential- 
ebenen, welche  die  Richtung  der  Normale  dieser  Ebene 
enthalten,  d.  h.  Ebenen  des  Berührungscy linders  der 
Fläche  in  der  Richtung  dieser  Normale.  Man  kann 
sonach  noch  einen  Ort  ihrer  Fusspunkte  z.  B.  als 
gegebenen  Parallelkreis,  Meridian  oder  ebenen  Schnitt 
derselben  voraussetzen.  Für  Parallelkreise  und  Me- 
jridiano  ergeben  sich  directe  Methoden  aus  der  Be- 
merkung, dass  die  Normalen  eines  der  ersteren  einen 
Rotationskegel  mit  der  Axe  a  bilden,  während  die 
eines  der  letzteren  in  seiner  Ebene  liegen. 

5)  Welche  der  vorigen  Aufgaben  lassen  sich  als  Auf- 
gaben über  die  Bestimmung  der  Beleuchtungsverhält- 
nisse der  Rotationsflächen  interpretieren? 

6)  Alle  Berührungscylinder  derselben  Fläche^  deren  Er- 
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zeugende  einer  Ebene  parallel  sind,  haben  eine  Schaar 
gemeinschaftlicher  Tangentialebenen  paraUel  zu  dieser. 
Alle  parallelen  ebenen  Schnitte  derselben  Fläche  sind 
anzusehen  als  durch  die  nämlichen  unendlich  entfern- 
ten Punkte  gehend. 
124.  Die  Construction  der  Fusspunkte  der  Normalen  von 
bestimmter  Richtung  an  eine  Fläche  ist  als  die  der  hellsten 
Punkte  derselben   für  die   Beleuchtung  aus    einer    unendlich 
entfernten    punktförmigen    Quelle    interpretiert    worden;    ein 
weit  allgemeineres  Problem,  das  analoger  Interpretation  fähig* 
ist,  giebt  die  Construction  der  Berührungspunkte  sol- 
cher Tangentialebenen  einer  Fläche,  welche  gegen 
eine  gegebene  Gerade  einen  bestimmten  constanten 
Winkel  machen.     Diese  Tangentialebenen  bilden  in   ihrer 
stetigen  Aufeinanderfolge  eine  der  Fläche  umschriebene 
Developpable  von  bestimmtem  Richtungskegel;  der- 
selbe ist   ein   Rotationskegel  mit  der  gegebenen  Qe- 
raden    als    Axe    und    dem    bezeichneten    constanten 
Winkel  als  halben  Winkel  an  der  Spitze. 

Wenn  die  Fläche  durch  Eicht  aus  einer  unendlich  fernen 
punktföimigen  Quelle  und  nur  durch  das  directe  Licht  der- 
selben beleuchtet  gedacht  wird,  wenn  dasselbe  wie  im  leeren 
Räume  sich  fortpflanzend  von  der  Oberflächcf  als  von  einer 
mathematischen  Fläche  so  aufgenommen  wird,  dass  die  ent- 
stehende Helligkeit  dem  cosinus  oder  sinus  des  Einfallswin- 
kels gegen  die  Normale  oder  gegen  die  Tangentialebene  pro- 
portional ist,  dann  ist  die  bezeichnete  Developpable 
eine  Fläche  gl  eicher  Licht-Intensität  und  die  Curve, 
nach  welcher  sie  die  Fläche  berührt,  bezeichnet  auf 
dieser  den  Ort  von  Punkten  gleicher  durch  jene 
Function  des  Einfallswinkels  gemessener  Hellig- 
keit. 

Von  den  hellsten  Punkten  an,  wo  der  einfallende 
Strahl  mit  der  Normale  zusammenfällt  und  sie  umschliessend 
entsteht  ein  System  von  .Linien  gleicher  abnehmender  Inten- 
sität bis  zu  der  Schattengrenze  hin,  in  welcher  der' Ein- 
fallswinkel gegen  die  Normale  zum  rechten  Winkel  geworden 
ist.  Die  zugehörigen  developpabeln  Flächen  gehen  vom  nor- 
mal einfallenden  Strahl  oder  der  Ebene  aus  durch   alle  In- 
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tcnsi  täten  über  zu  dem  berührenden  Cy  lind  er  von  der  Inten- 
sität Null. 

Und  wenn  ihre  BerührungscurVen  die  Beleuch- 
tungsvcrhältnisse  nur  unter  den  vorbezeiehneten^ 
in  Wirklichkeit  nie  erfüllbaren  Voraussetzungen 
richtig  angeben/  so  zeichnen  sie  jedenfalls  sehr 
deutlich  die  Gestalt  der  Oberfläche,  da  sie  uns  die 
Lage  ihrer  Tangentialebene  überall  vergegenwär- 
tigen. Diese  letztere  für  die  Darstellung  der  Fläche  wich- 
tigste Bedeutung  behalten  sie  auch  auf  der  nicht  beleuch- 
teten Seite  der  Fläche,  jenseits  der  Schattengrenze,  wo 
der  einfallende  Strahl  in  einen  aus  der  Fläche  austretenden 
verwandelt  wird;  diese  Curven  ziehen  sich  hier,  schliesslich 
wieder  zu  den  Punkten  zusammen,  in  welchen  der  austre- 
tende Strahl  mit  der  Flächennormale  identisch  ist. 

Das  System  dieser  Curven  bietet  die  mathematische  Grund- 
lage für  die  Darstellung  der  Beleuchtungsverhältnisse  der 
Flächen.  Wir  denken  die  Linien  der  Licht-Intensitäten  0,  1 ; 
•0,  2;  .-.0,  9;  1,  0  oder  der  Dunkelheiten  0,  9;  0,  8;  •••  0,  1; 
0,  0  construiert,  die  Linien  also,  in  deren  Punkten  der  sinus 
des  Einfallswinkels  gegen  die  Normale  die  bezeichnete  Folge 
von  Werthen  hat;  wir  nehmen  sodann  einen  Tuscheton  von 
solcher  DunkeUieit,  dass  sich  der  einfach  aufgetragene  von 
dem  zweifach  über  einander  getragenen  deutlich  unterscheidet, 
während  andererseits  die  zehnfache  Uebereinandertragung  des- 
selben noch  nicht  das  volle  Schwarz  erzeugt,  in  welchem  die 
constructiven  Resultate  verschwinden  müssten,  die  etwa  er- 
halten bleiben  sollen,  und  tragen  denselben  von  der  Linie 
der  Dunkelheit  0,  1  ab  auf  der  den  hellsten  Punkten  abge- 
wendeten Seite  einmal,  sodann  von  der  der  Dunkelheit  0,  2 
ab  zweimal,  etc.,  endlich  von  der  Linie  der  Schattengrenze 
ab  nach  der  unbeleuchteten  Seite  zum  zehntenmale  auf  und 
haben  damit  die  geometrische  Beleuchtung  der  Oberfläche 
dargestellt,  soweit  es  unter  Bewahrung  der  zehn  Stufen  und 
der  entsprechenden  Linien  gleicher  Intensität  geschehen  kann. 
Wir  können  aber  selbst  die  Linien  gleicher  Neigung  der  Tan- 
gentialebenen gegen  den  einfallenden  Strahl  auf  der  unbe- 
leuchteten Seite  der  Fläche  beibehalten  und  für  die  täuschen- 
dere Schattengebung  benutzen,  wenn  wir  über  das  von  den 
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umgebenden  Flächen  in  den  Schattenrauni  hinein  zerstreute 
und  dort  die  Fläche  erhellende  Licht  die  Voraussetzung  machen, 
dass  die  mittlere  Richtung  desselben  die  des  einfallenden 
Strahls  mit  entgegengesetztem  Sinne  und  dass  seine  Intensität 
ein  bestimmter  Bruch theil  z.  B.  die  Hälfte  von  der  des  ein- 
fallenden Lichtes  sei.  Dann  bezeichnen  die  auf  einan- 
der folgenden  Linien  gleicher  Neigung  der  Tangen- 
tialebene zum  einfallenden  Strahl  im  beschatteten 
Theil  der  Fläche  die  Orte  der  gleichen  Abnahme 
der  Dunkelheit  um  je  eine  halbe  Stufe  und  der  Fuss- 
punkt  eines  austretenden  Normalstrahls  wird  ein 
Punkt  mit  dem  Maximum  des  Reflexlichts  sein,  d.  h. 
ein  Punkt,  dessen  Dunkelheit  nur  der  Stufe  fünf  entspricht. 
Wenn  man  alle  in  einer  parallel -projecti vischen  Darstellung 
erscheinenden  Flächen  für  die  gleiche  Richtung  des  einfallen- 
den Lichtstrahls  so  behandelt,  so  erhält  man  eine  der 
Wahrheit  der  Erscheinung  überraschend  gut  ent- 
sprechende Darstellung  der  Beleuchtungsverhält- 
nisse. 

1)  Die  Helligkeit  einer  Ebene  ist  überall  dieselbe;  man 
bestimme  die  Helligkeiten  der  Projectionsebenen,  eben- 
so die  der  beleuchteten  Flächen  eines  Polyeders. 

2)  Die  Linien  gleicher  Intensität  für  die  developpabeln 
Flächen  sind  ihre  erzeugenden  Geraden. 

3)  Die  Linien  gleicher  Intensität  für  Rotationsflächen, 
deren  Axen  die  Richtung  des  einfallenden  Lichts 
haben,  sind  die  Parallelkreise  derselben;  speciell  für 
die  Kugel  also  ■  Kreise  in  zum  Lichtstrahl  normalen 
Ebenen. 

4)  Eine  ebene  Curve  ist  überall  von  gleicher  Helligkeit; 
eine  Raumcurve  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Hellig- 
keit der  entsprechenden  Schmiegungsebene. 

5)  Die  so  zu  sagen  objectiven  Beleuchtungs Verhältnisse, 
welche  nach  dem  Vorigen  für  parallelprojectivische 
Darstellung  gefunden  werden,  gestatten  keine  Modi- 
flcatlon  nach  Vorder-,  Mittel-  und  Hintergrund,  weil 
überhaupt  kein  betrachtendes  Auge  in  endlicher  Ent- 
fernung der  Parallelprojection  entspricht. 

6)  In  der  centralprojectivischen  Darstellung  erleiden  die 
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construierten  objectiven  Belenchtungs Verhältnisse  für 
das  im  Centrum  gedachte  Auge  Modificationen^  welche 
wir  als  nicht  construierbar  bezeichnen  dürfen. 

125.  Die  Erzeugenden;  welche  die  Intensitätslinien  einer 
developpabeln  Fläche  für  die  zehn  Stufen  der  Beleuchtungs- 
scala  sind,  wird  man  als  die  Parallelen  zu  den  entsprechenden 
d.  i.  gleichbeleuchteten  Erzeugenden  ihres  Richtungskegels 
erhalten  können;  die  Beleuchtungsconstructionen  de- 
veloppabler  Flächen  kommen  also  auf  die  der  Ke- 
gel insbesondere  zurück.  Für  jenen  Kegel  ergiebt  sich 
aber  zunächst  als  das  einfache  Mittel  ihrer  Bestimmung  die 
Darstellung  seines  Schnittes  durch  eine  zum  einfallenden  Strahl 
normale  Ebene  und  die  BestimmiAig  der  Berührungspunkte 
der  gemeinschaftlichen  Tangenten  desselben  mit  den  Kreisen, 
welche  in  derselben  Normalebene  die  Spuren  der  mit  dem 
gegebenen  concentrischen  um  den  Lichtstrahl  durch  die  Spitze 
als  Axe  und  mit  den  Einfallswinkeln  gegen  die  Tangential- 
ebene für  die  verschiedenen  Stufen  als  halben  Winkeln  an 
der  Spitze  beschriebenen  Rotationskegel  sind. 

Denkt  man  sodann  einer  krummen  Fläche  eine  Schaar 
von  Berührungskegeln  umschrieben;  so  liefert  jeder  einzelne 
derselben  auf  seiner  Berührungscurve  mit  der  Fläche  die 
Punkte  der  verschiedenen  Intensitäten  der  Scala,  und  durch 
die  Verbindung  der  Punkte  von  gleicher  Intensität  entständen 
die  Intensitätslinien  der  Fläche.  Unsere  Betrachtung  hat  nun 
gezeigt;  dass  den  Flächen  zweiten  Grades  als  einfachste 
umschriebene  Developpable  Rotationskegel  angehören;  aus  den 
Punkten  der  die  Fläche  schneidenden  Focalcurve  (§  101.;  20.); 
dass  die  einfachsten  umschriebenen  Developpablen  der  wind- 
schiefen Regel  flächen  die  Ebenen  büschel  durch  ihre  er- 
zeugenden Geraden  d.  h.  Rotationscy linder  von  unendlich  klei- 
nem Durehmesser  sind;  dass  endlich  den  Rotationsflächen 
Rotationskegel  längs  der  Parallelkreise  und  congruente  Cy- 
linder  längs  der  Meridiane  umschrieben  sind.  Wir  schliessen 
somit;  dass  die  Construction  der  Intensitätslinien 
von  Rotationskegeln  und  von  Cylindern  mit  gege- 
benem Normalschnitt  und  zwar  bei  zu  einer  Projections- 
ebene  normaler  Lage  der  Axe  oder  Erzeugenden,  da  jede 
andere    durch   Transformation   auf   diese    zurückführbar   ist. 
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zur  Ermittelung  der  Beleuchtungs  verhältnisse  aller 
Flächen  der  genannten  Hauptgattungen  genügen 
würde. 

Zu  einer  zweckmässigen  Construction  für  diese  gelangep 
wir  aber  durch  folgende  Betrachtung.  Sei  P  mit  dem  Mittel- 
punkt J  (Fjg.  208.)  ein  Parallelkreis  des  Rotationskegels 


von  der  Spitze  My  N  aber  die  Spitze  des  zugehörigen  Nor- 
malenkegels, /  das  Bild  des  durch  die  Letztere  gehenden 
Lichtstrahls  mit  dem  Fusspunkt  S  in  der  Basisebene,  so  han- 
delt es  sich  darum^  die  Erzeugenden  des  Kegels  N,  P  zu  con- 
struieren,  welche  zugleich  auf  Rotationskegeln  von  der  Axe 
/  und  dem  Scheitel  N  liegen;  deren  halber  Winkel  an  der 
Spitze  der  Einfallswinkel  t'„  gegen  die  Normale  des  Kegels 
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My  P  als  der  beleuchteten  Fläche  ist;  diese  Erzeugenden  ge- 
ben in  P  die  Punkte  an,  welche  zu  den  Erzeugenden  von 
der  Beleuchtungsintensität  cos  in  gehören. 

Man  wird  diese  letzteren  Punkte  direct  erhalten,  wenn 
man  dem  Rotationskcgel  aus  iV  um  /  dieselbe  Länge  der  Er- 
zeugenden giebt,  wie  sie  der  Normalenkegel  iV,  P  besitzt,  da 
dann  die  Basen  beider  Kegel  P,  P,-  als  auf  derselben  Kugel 
liegend  sich  schneiden  müssen,  wenn  die  Kegel  selbst  ge- 
meinsame Erzeugende  haben.  Ist  also  BC  det  mit  der  Or- 
thogonalprojection  des  Lichtstrahls  auf  die  Basisebene  P  zw-- 
sammenfallende  Durchmesser  von  P  und  trägt  man  NB  =  NC 
auf  /  in  iVO  ab,  theilt  sodann  OiV  in  10  gleiche  Theile  Ol  oder 
Ol  =12  =  23  =s  •••  9iV,  so  sind  die  durch  diese  Theilpunkte 
gehenden  Normalebenen  zu  /  die  Basisebenen  der  den  Beleuch- 
tungs  -  Intensitäten  der  Stufen  9,  8,  7,  •••  1  entsprechenden 
Rotationskegel,  indess  die  durch  0  und  N  respective  der  Ma- 
ximal-Intensität  10  und  der  Schattengrenze  mit  der  Intensität 
0  entsprechen ;  die  Spuren  dieser  Normalebenen  in  der  Ebene 
P  sind  zxL  BC  normal  und  äquidistant  unter  einander,  man 
wird  also  nur  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der  auf  ^C  durch 
sie  erzeugten  G leichtheil ung  zu  bestimmen  brauchen,  um  sie 
zn  erhalten  und  in  ihren  Schnittpunkten  mit  P  die  Punkte 
der  Erzeugenden  von  den  entsprechenden  Helligkeiten  oder 
den  Schattenstufen  0,  1,  2,  •••,  10  für  den  Kegel  M,  P  zu 
finden;  und  man  hat  endlich  nur  jene  Theilung  in  BC  über 
10  hinaus  gleichmässig  fortzusetzen  zu  9*,  8*,  7*,  •••  und 
die  entsprechenden  Punkte  von  P  zu  bestimmen,  um  die  Er- 
zeugenden der  nichtbeleuchteten  Kegeliläche  zu  erhalten,  in 
deren  Punkten  die  Normalen  mit  dem  Lichtstrahl  dieselben 
Winkel  machen,  wie  in  den  gleichnumerierten  Erzeugenden 
der  beleuchteten  Seite.  Die  Ausführung  dieser  Operationen 
in  Orthogonalprojection  ist  in  Fig.  209.  gegeben,  eine  Um- 
legung des  Punktes  N  mit  der  den  Lichtstrahl  /  auf  die  Basis 
projicierenden  Ebene  in  die  Ebene  der  Basis  ist  die  einzige 
vermittelnde  Operation. 

1)  Die  Erzeugende  von  der  grössten  Helligkeit  geht  durch 
B  und  ihre  Schattenstufe  ist  durch  die  Zahl  von  Ein- 
heiten gegeben,  welche  die  Lage  des  Punktes  B  in 
der  Zehntheilung  auf  BC  ausdrückt. 
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2)  Wie  bestimmt  man  die  einer  gegebenen  Erzengenden 
entsprechende  Sehattenstufe  ? 

3)  Wenn  dem  Punkte  C  in  der  Zehntheilung  fs,wi  BC  die 

Zahl  r*  entspricht;   so   ist  mit  Berücksichtigung  des 

Reflexlichts  nach  §  124.  die  Schattenstufe  von  MC  üm^- 

r* 
gedrückt  durch  5  -f-  ö  • 


Fig.  a09. 


4)  Wenn  besitzt  der  Kegel  Af,  P  eine  vollbeleuchtete  Er- 
zeugende;  d.  h.  eine  Erzeugende  von  der  Schatten- 
stufe 0? 

5)  Die  Basiskreise  P,  der  Rotationskegel  aus  iV  um  /  sind 
die  Intensitätslinien  der  Kugel  aus  dem  Mittelpunkt  N 
mit  dem  Halbmesser  iVjP(Fig.208.),  d.  h.  der  dem  Ke- 
gel My  P  nach  dem  Parallel  P  eingeschriebenen  Kugel ; 

31* 
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insofern  also  dieser  Kegel  der  Parallelkreisberührungs- 
kegel  einer  Kotationsääehe  nach  dem  Parallel  P  ist, 
sind  sie  die  Intens! tätslinien  der  nach  diesem  Parallel 
der  Fläche  eingeschriebenen  Kugel. 

6)  Die  nach  §  64. ;  7.  bestimmten  Schattengrenzen  liefern 
den  Endpunkt  10  der  Gleich theilung  in  BC. 

7)  Für  den  Rotationscylinder  vom  Normalschnitt  P 
fällt  N  mit  dem  Mittelpunkt  A  der  Basis  zusammen; 
ist  /  der  durch  ihn  gehende  Lichtstrahl  und  NO  =  NB 
=  NC  für  BC  als  den  Durchmesser ;  der  die  Ortho- 


'    \ 


gonalprojection  des  Lichtstrahls  /  auf  die  Basis  ent- 
hält; so  giebt  ON  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der 
Zehnt heilung  in  /;  und  die  Normalebene  durch  0  zu 
l  in  BC  den  Anfangspunkt  der  entsprechenden,  wäh- 
rend iV  oder  A  ihr  Endpunkt  ist.  (Fig.  210.)  Dieselbe 
Construction  bleibt  also  auf  den  Cylinder  anwendbar. 
Weil  aber  der  Anfangspunkt  der  Theilung  nur  von 
der  Neigung  des  Lichtstrahls  gegen  die  Ebene  von 
P  abhängt;  so  giebt  dieselbe  Construction  die  Erzeu- 
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genden  der  gleichnamigen  Schattenstufen  für  alle  Cy- 
linder^  deren  Normalschnitte  mit  F  in  derselben  Ebene 
liegen;  die  Normalen  der  Letztera  in  den  Fu^spunkten 
der  gleichbeleuchteten  Erzeugenden  und  also  auch  die 
Tangenten  derselben  in  ihnen  sind  parallel. 

8)  Man  verzeichne  die  Erzeugenden  der  zehn  Schatten- 
stufen für  einen  Cylinder^  dessen  Normalschnitt  in 
einer  projicierenden  Ebene  liegt. 

9)  Man  bestimme  unter  den  Ebenen  eines  Büschels  die- 
jenigen^ welchen  die  bestimmten  Schattenstufen  zu- 
kommen —  indem  man  die  Scheitelkante  als  einen 
unendlich  dünnen  Rotationscylinder  betrachtet.  (Vergl. 
§  59.,  8.) 

10)  Man  constriüere  die  Erzeugenden  der  zehn  Schatten- 
stufen für  einen  Rotationskegel ,  dessen  Axe  einer 
Frojectionsebene  parallel  ist. 

11)  Ebenso  für  einen  Rotationscylinder  von  allgemeinster 
Lage  der  Axe. 

126.  Mit  den  im  vorigen  §  entwickelten  einfachen  Mitteln 
lässt  sich  die  Gonstruction  der  Linien  gleicher  Neigung  der 
Fläche  gegen  den  einfallenden  Strahl  oder  der  Intensitäts- 
linien aller  Stufen  leicht  für  eine  Rotationsfläche 
durchführen.  Denken  wir  die  Axe  derselben  parallel  OZ,  so 
findet  man  für  jeden  Parallelkreis  durch  die  vorige  Gon- 
struction die  Punkte  der  verschiedenen  Intensitäten;  eine  Ver- 
einfachung der  Arbeit  ist  nur  insofern  möglich  und  erwünscht, 
als  man  die  Länge  NO  für  alle  Parallelkreiskegel  constant 
nehmen  und  dadurch  die  Wiederholung  der  Theilungen  ver- 
meiden kann.  Man  verlegt  die  Scheitel  der  Normalenkegel 
sämmtlich  an  einen  Punkt  und  denkt  sie  durch  die  nämliche 
aus  diesem  Punkte  beschriebene  Kugel  geschnitten;  indem 
man  für  die  dadurch  bestimmten  Basen  derselben  die  Gon- 
struction ausführt,  erhält  man  stets  dieselbe  Theilung  auf 
dem  Lichtstrahl  /  und  nur  die  auf  seiner  Projection  t  wird 
verändert,  jedoch  aus  jener  durch  dieselben  Parallelen  in 
allen  Fällen  erhalten.  Die  Punkte  der  verschiedenen  Schat- 
tenstufen in  den  auf  dieser  Kugel  gelegenen  Basiskreisen 
liefern  aber  die  entsprechenden  Punkte  in  den  Parallelkreisen 
der  Rotationsfläche  als  auf  parallelen  Radien  liegend.     Die 
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Fig.211.  und  Tafel  XII.  zeigen  die  Durchführung  dieses  Verfah- 
rens für  ein  einfaches  Rotationshyperboloid.  DiePunkte 
der  Intensitäten  0,  5^  1,  2,  4,  6,  8,  10  und  die  der  gleichen  Nei- 
gung der  Tangentialebenen  im  Schattenraume  sind  für  den  Kehl- 
kreis Pq  und  für  die  Paare  der  zu  ihm  symmetrisch  gelegenen 
Parallelkreise  P,   und  P^   construiert  und   zwar  in  Fig.  211. 

Fig.  211. 


für  die  glcichbezeichneten  entsprechenden  Parallelkrcise  der 
Kugel  vom  Radius  Eins  und  aus  dieser  durch  Uebertragung 
mittelst  paralleler  Radien  in  Tafel  XII.  eingetragen.  In  Fig. 
211.  sind  Po  in  l\  p^,  p^  die  Schnittlinien  der  Parallelkreise 
Pq,  Pi,  P.2  mit  der  Ebene  des  Lichtmeridians  in  ihrer  Um- 
legung mit  diesem  in  die  als  Grundriss-Ebenc  benutzte  Ebene 
Pq  ;  auf  sie  ist  die  Theilung  in  die  zehn  Stufen  von  der  Um- 


TafM. 
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legung  des  Lichtstrahls  (l)^  aus  durch  Normalen  übertragen^ 
um  von  da  aus  die  Punkte  der  besagten  Intensitäten  in  den 
Parallelkrcisen  im  Grundriss  zu  erhalten.  Im  Aufriss  der- 
selben Figur  sind  mittelst  der  Umlegung  (l^)  des  Lichtstrahls 
im  Meridian  bis  zum  Parallelismus  mit  XOZ  die  Lagen  der 
hellsten  Punkte  0  und  der  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der 
Intensitätslinien  0,  5;  1,  2,  4,  6  ermittelt.  Die  betreffenden 
Punkte  des  Kreises  im  Aufriss  von  Fig.  211.  geben  durch 
ihre  Tangenten  die  Parallelen  derjenigen  Tangenten  der  Um- 
risshyperbel im  Aufriss  von  Tafel  XII.,  deren  Berührungs- 
punkte durch  Zurückführung  in  den  Lichtmeridian  M^  jene 
Punkte  liefern;  die  Bestimmung  der  besagten  Punkte  der 
Umrisshyperbel  ist  mittelst  der  Brennpunkte*  und  des  Haupt- 
kreises derselben  nach  den  Sätzen  in  §  35.;  11  f.  geschehen. 

•  Endlich  sind  die  Punkte  der  Intensitätslinien  im  verti- 
calen  Umriss  selbst  mit  Benutzung  derselben  Eigenschaften 
ermittelt,  nachdem  die  entsprechenden  Tangentenlagen  in  Fig. 
211.  von  der  Umlegung  (1)2  des  Lichtstrahls  mit  seiner  zwei- 
ten projicierenden  Ebene  in  die  Ebene  XOZ  aus  auf  dem 
Kreise  daselbst  bestimmt  waren.  Dabei  ist  in  Tafel  XII.  der 
Grundsatz  befolgt  worden,  in  der  Verticalprojection  nur  die 
Intensitätslinien  der  sichtbaren  Hälfte  einzutragen,  während 
im  Grundriss  alle,  die  unsichtbaren  als  punktiert,  erscheinen, 
um  die  Symmetrieverhältnisse  ihrer  Vertheilung  anschaulich 
zu  machen.  Im  Grundriss  schliesst  sich  auch  in  den  obern 
Punkten  10  auf  P,  die  Schlagschattencurve  im  Innern  des 
Hyperboloids  an,  die  mit  Benutzung  der  Ergebnisse  von  § 
99.;  9.  am  einfachsten  bestimmt  wird.  Die  Schlagschattcn- 
grenze  für  beide  Projectionsebenen  ist  eingetragen;  die  Dun- 
kelheiten derselben  im  beleuchteten  Theil  sind  durch  die  ein- 
getragenen Zahlen  5  und  4  respective  bezeichnet. 

Die  Intensitätslinien  des  einfachen  Hyperboloids  unji  über- 
haupt die  der  Flächen  zweiten  Grades  sind  Raumcurven  vier- 
ter Ordnung.  (Vergl.  §  100.,  Tafel  XL;  §  102.) 

Es  ist  offenbar,  dass  man  bei  der  bezeichneten  Construc- 
tion  zugleich  die  Beleuchtung  der  Hilfskugel  construiert  und 
man  sieht,  dass  umgekehrt  aus  der  einmal  genau  durchge- 
führten Construction  der  Intensitätslinien   einer  Kugelfläche 


488  Zweiter  Theü. 

die    Inteneitätslinien   jeder   Rotationsfläche   für  dieselbe  Be- 
leuchtung abgeleitet  werden  können. 

Ebenso  einfach  lassen  sich  aber  die  Punkte  der  Intensi-  , 
tätslinien  in  allen  Meridianen  der  Rotationsfläche  con- 
struieren;  durch  die  Congruenz  aller  Meridianberührungscy- 
linder  kommen  die  Conatructionen  für  sie  alle  überdiess  auf 
Constructionen  am  Umrissmeridiän  zurück.  Denken  wir  den 
Lichtstrahl  i  durch  einen  Punkt  N  der  Axe  a,  und  die  be- 
stimmte Länge  NO  desselben  auf  einen  Meridian  M,  in  NO^ 
projiciert,  so  führen  wir  NO^  mit  M^  in  die  Lage  Mj,,  über 
in  iV(0,)  und  construieren  an  M^^  für  den  durch  iV(0,)  und 
OjO  bestimmten  Lichtstrahl  die  Punkte  der  verschiedenen 
Intensitätslinien;  um  dieselben  dann  in  den  Meridian  M^  zu- 
rückzuführen. 

Die  Construction  für  zwei  zum  Meridian  a,  l  gleichge- 
neigte Meridiane  führt  hiemach  offenbar  zu  denselben  Punk- 
ten des  Meridians  M^«  und  es  ergiebt  sich  also  aus  beiden 
Constructionsmethoden  die  orthogonale  Symmetrie  der 
Intensitätslinien  der  Rotationsfläche  zu  dem  dem 
Lichtstrahl  parallelen  Meridian;  im  Falle  der  Exi- 
stenz einer  zur  Axe  a  normalen  Ebene  rechtwinkli- 
ger Symmetrie  der  Fläche,  also  für  die  Rotationsflächen 
zweiten  Grades,  den  Torus  und  alle  durch  Rotation  eines 
Kegelschnitts  um  eine  in  seiner  Ebene  gelegenen  Parallele 
einer  Axe,  etc.  zeigen  die  Intensitätslinien  überdiess  eine 
centrische  Symmetrie  für  den  Mittelpunkt  der 
Fläche. 

Man  wird  jedenfalls  wie  oben  für  das  Hyperboloid  die 
höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Intensitätslinien  im  Licht- 
meridian Mj  oder  /,  a  und  ebenso  die  Punkte  im  Umrissme- 
ridian lüxz  nach  der  Methode  der  Meridianberührungscylinder 
bestimmen,  im  Uebrigen  aber  die  Methode  der  Parallelkreis- 
berührungskegel  benutzen. 

1)  Man  construiere  die  Intensitätslinien  des  Torus  und 
seiner  beiden  durch  den  Cy linder  begrenzten  Hälften, 
der  den  Ort  des  Mittelpunktes  seines  Meridians  zum 
Normalschnitt  hat;  man  discutiere  ihre  Specialitäten. 

2)  Die  Intensitätslinien  des  Torus  können  aus  denen  der 
Kugel  durch  eine  Transformation  derselben  Art  her- 
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geleitet  werden^  wie  in  §  121.;  12.  die  Schattengrenze 
des  Toms. 

3)  Die  Punkte  maximaler  Helligkeit  auf  einer  Rotations- 
fläche und  ebenso  die  der  grössten  Reflexwirkung 
werden  nach  §  123.;  2.  bestimmt. 

4)  Die  Constructionsmethoden  des  vorigen  §  übertragen 
sich  auch  auf  andere  Flächen  ^  namentlich  die  Enve- 
loppen  einer  beweglichen  Kugel  von  constantem  Halb- 
messer; oder  die  Enveloppen  beweglicher  Rotations- 
kegel ;  sie  wenden  sich  also  z.  B.  auf  Flächen  zweiten 
Grades  im  Allgemeinen  an.  Man  erörtere  die  Con- 
struction  der  Intensitätslinien  für  die  Fläche^  welche 
ein  Kreis  von  unveränderlichem  Halbmesser  beschreibt, 
wenn  sein  Mittelpunkt  eine  cylindrische  *  Schrauben- 
linie durchläuft;  während  seine  Ebene  stets  normal 
zur  bezüglichen  Tangente  derselben  —  also  gleich- 
geneigt gegen  die  Schraubenaxe  bleibt. 

5)  Wie  können  die  Tangenten  der  Intensitätslinien  des 
einfachen  Rotationshyperboloids  construiert  werden? 

6)  Die  Intensitätslinien  des  Torus  —  die  Schattengrenze 
eingeschlossen  —  für  seine  Aussenfläche  endigen  als 
Linien  reeller  Beleuchtung  in  den  Punkten ;  wo  die 
Erzeugende  der  umschriebenen  Developpabeln  mit 
einer  der  Haupttangenten  des  betrachteten  Flächen- 
punktes zusammen  und  also  in  die  Tangente  der  Be- 
tührungscurvc  auf  der  Fläche  hinein  fällt. 

127.  Den  vorhergehenden  Problemen  schliessen  sich  die 
über  die  Durchdringungen  der  Rotationsflächen  mit 
Kegeln  und  Cylindern  eng  an. 

Sei  eine  Rotationsfläche  von  der  Axe  a  parallel  OZ  und 
dem  .Umrissmeridian  M^^  und  ein  Kegel  durch  seine  Spitze 
A/  und  seine  Leitcurve  oder  insbesondere  seine  Spur  8j  in 
der  ersten  Projectionaebene  gegeben ;  so  werden  die  Punkte 
der  Durchdringung  auf  einem  beliebigen  Parallelkreis  P,-  der 
Fläche  gefunden;  indem  man  durch  die  Spitze  M  und  diesen 
Parallel  einen  Kegel  denkt;  und  die  Erzeugenden  desselben 
bestimmt;  welche  zugleich  dem  gegebenen  Kegel  angehören; 
dazu  verzeichnet  man  die  kreisförmige  Spur  dieses  Hilfske- 
gels in  der  ersten  Projectionsebene  aus  dem  Mittelpunkt  und 
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einem  Punkte  der  Peripherie,  etwa  dem  im  Umrisameridian 
gelegenen,  und  ihrer  Durchschnittspunkte  mit  der  Spur  S, ; 
die  Geraden  von  diesen  Punkten  nach  31  schneiden  den  Pa- 
rallelkreis  P»-  in  den  Punkten  der  Durchdringungscurve.  Die 
zugehörigen  Tangenten  der  Durchdringungscurve  sind  die 
Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Tangentialebenen  des 
Kegels  und  der  Rotationsfläche;  man  bestimmt  ihre  ersten 
Durchstosspunkte  als  Schnitte  der  ersten-  Spuren  dieser  Tan- 
gentialebenen. 

Die  gefundene  Durchdringungscurve  kann  als  der  von 
irgend  einer  Leitcurve  des  Kegels  My  S,  bei  Beleuchtung  aus 
dem  Punkte  M  auf  die  Fläche  geworfene  Schlagschatten  an- 
gesehen werden. 

Es  ist  offenbar,  dass  dieselbe  Construction  und  gleich- 
zeitig Interpretation  auf  die  Durchdringungscurve  einer  Cy- 
linderfläche  mit  der  Rotationsfläche  übergehen.  Wenn  der 
Kegel  respective  Cylinder  der  Berührungskegel  oder  Cylinder 
einer  andern  krummen  Fläche  ist,  so  dass  seine  Berührungs- 
curve  mit  dieser  als  seine  Leitcurve  erscheint,  so  giebt  die- 
selbe Durchdringung  den  Schlagschatten  der  erstem  Fläche 
auf  die  letztere. 

In  der  Regel  wird  der  Berührungs-Kegei  oder 
Cylinder  einer  krummen  Fläche  sie  selbst  weiter- 
hin durchdringen  —  diess  ist  nur  'unmöglich  bei  den 
Flächen  zweiten  Grades  —  so  dass  sich  das  gegenwärtig  be- 
trachtete Problem  mit  dem  des  §  121.  gewöhnlich  verbindet. 
Im  Sinne  der  Schattenconstruction  liefert  eine  solche  Durch- 
dringung die  Begrenzung  des  von  der  Fläche  auf  sich 
selbst  geworfenen  Schlagschattens. 

In  diesem  Falle  ist  die  Leitcurve  des  Kegels  die  Curve 
der  Selbstschattengrenze  auf  oder  vollständiger  (vergl.  §  126. ; 
6.)  seine  Berührungscurve  mit  der  Fläche,  und  man  sieht 
sofort,  dass  jene  Punkte  der  Selbstschattengrenze, 
wo  die  Tangente  derselben  mit  der  einen  Haupt- 
tangente der  Fläche  im  bezüglichen  Punkte  zu- 
sammenfällt, bereits  der  fraglichen  Schlagschat- 
tencurve  angehören  und  dass  beide  Curven  einander 
hier  berühren  müssen.  Diess  ist  aber  ferner  nur  ein 
Specialfall  eines  allgemeineren  Gesetzes,    welches    eben  die 
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Durchdringungscurve  der  Fläche  mit  einem  Kegel  von  gege- 
benem Scheitel  und  die  Berührungscurve  des  ihr  aus  dem- 
selben Scheitel  umschriebenen  Kegels  betrifft.  Wenn  sich 
diese  Curven  in  einem  Punkte  der  Fläche  schneiden^  so  ist 
die  nach  diesem  Punkte  gehende  Erzeugende  beiden  Kegeln 
gemein  und  eine  Tangente  der  Fläche^  sie  muss  also  die 
Durchdringungscurve  des  Schlagschattenkegels  mit  der  Fläche 
in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  treffen  oder  berühren; 
als  Erzeugende  des  Berührungskegels  ist  aber  dieselbe  Linie 
die  conjugierte  Tangente  zur  Tangente  der  Selbstschatten- 
grenze in  diesem  Punkte^  d.h.  wenn  auf  einer  krummen 
Oberfläche  die  durch  Licht  von  einem  Punkte  aus 
erzeugte  Selbstschattengrenze  in  einem  Punkte 
von  einer  derselben  Beleuchtung  entspringenden 
Schlagschattengrenze  auf  dieser  Fläche  geschnit- 
ten wird;  so  bilden  die  Tangenten  beider  in  diesem 
Punkte  mit  den  Haupttangenten  der  Fläche  in  ihm 
ein  harmonisches  Büschel;  oder  mit  andern  Worten^  sie 
sind  conjugierte  Durchmesser  der  Indicatrix  der  Fläche  in 
diesem  Punkte.  Man  sieht^  dass  der  vorige  Satz  ein  specieller 
Fall  von  diesem  ist  und  dass  derselbe  auch  für  den  Schlag- 
schatten gilt,  den  der  Körper  auf  sich  selbst  wirft. 

Offenbar  ist  durch  diese  Betrachtungen  die  Aufgabe  mit- 
gelöst, unter  den  Erzeugenden  eines  Kegels  die- 
jenigen zu  bestimmen,  die  eine  gegebene  krumme 
Fläche,  hier  eine  Rotationsfläche,  berühren. 

An  dieselbe  reiht  sich  aber  endlich  die  andere  von  der 
Bestimmung  der  Tangentialebenen  eines  gegebenen 
Kegels,  die  zugleich  die  Fläche  berühren;  auch  zu 
ihrer  Lösung  bildet  man  den  Berührungskegel  der  Fläche 
aus  dem  Scheitel  des  gegebenen  Kegels  und  erhält  als  die 
der  Aufgabe  genügenden  Ebenen  die  gemeinsamen  Tangen- 
tialebenen beider  Kegel.  Man  wird  ihre  Spuren  als  gemein- 
schaftliche Tangenten  der  Spuren  beider  Kegel  in  einer  Pro- 
jcctionsebcne  z.  B.  XOY  erhalten. 

1)  Man  bestimme  den  Schlagschatten  einer  kreisförmigen 
Scheibe  in  einer  ersten  projicierenden  Ebene  und  für 
paralleles  Licht  auf  ein  einfaches  Rotationshyperboloid 
von  verticaler  Axe.    Man  wird  für  diesen  Fall  die 
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geraden  Erzeugenden  des  Hyperboloids  zweckmässig 
benatzen.  (Vergl.  §  113.;  4.)  Ist  g  eine  solche  mit  dem 
Punkte  Ä  im  Kehlkreis  und  dem  Punkt  5j  in  der 
ersten  Spur  des  Hyperboloids,  so  legen  wir  durch  A 
den  Lichtstrahl  und  verzeichnen  die  durch  ihn  und 
g  bestimmte  Ebene  und  ihre  Schnittlinie  mit  der  Ebene 
der  Kreisscheibe,  endlich  die  Schnittpunkte  von  die- 
ser mit  dem  Kreise  selbst;  dann  schneiden  die  durch 
diese  Letzteren  geführten  Lichtstrahlen  das  Hyper- 
boloid einmal  in  g,  das  andre  mal  in  der  zweiten  Er- 
zeugenden des  Hyperboloids,  welche  die  gedachte 
Ebene  enthält.  So  erhält  man  vier  Punkte,  von  denen 
zwei  der  Schlagschattencurve  angehören.  Die  Be- 
trachtung derjenigen  Erzeugenden  der  andern  Schaar 
des  Hyperboloids,  welche  mit  g  dieselbe  erste  Pro- 
jection  und  somit  denselben  Punkt  im  Kehlkreis  hat, 
liefert  durch  Combination  mit  demselben  Lichtstrahl, 
etc.  abermals  vier  Punkte.  Die  Construction  der 
Tangenten  der  Schattencurve  gestaltet  sich  auch  sehr 
einfach.     Man  beschreibe  sie. 

2)  Wenn  die  die  Spitze  des  Kegels  enthaltende  Meri- 
dianebene zugleich  eine  Ebene  orthogonaler  Symme- 
trie für  den  Kegel  ist,  so  ist  seine  Durchdringungs- 
curve  mit  dieser  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene  ortho- 
gonal symmetrisch.  In  welchem  Falle  wird  ein  pro- 
jicierender  Cylinder  der  Curve  doppelt  umschrieben? 

3)  Liegt  die  Spitze  des  Kegels  in  der  Axe  a  selbst,  so 
dass  jede  Meridianebene  die  Spitze  enthält,  so  kann 
die  Durchschnittscurve  mit  Hilfe  der  Meridiane  zweck- 
mässig construiert  werden. 

4)  Ist  der  Kegel  vom  zweiten  Grade,  so  zeigt  die  zweite 
Projection  der  Durchschnittscurve  im  All- 
gemeinen einen  Doppelpunkt;  es  ist  offenbar, 
dass  demselben  zwei  Erzeugende  des  Kegels  von 
einerlei  zweiter  Projfection  entsprechen,  die  denselben 
Parallelkreis  der  Rotationsfläche  schneiden,  die  also 
zur  Ebene  des  Meridians  M^s  symmetrisch  liegen.  Alle 
zur  Axe  OF  parallelen  Sehnen  der  Kegelfläche  werden 
aber  von  der  zu  OF  conjugierten  Diametralebene  des- 
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selben  halbiert  und  die  fraglichen  Erzeugenden  müssen 
also  in  der  zweiten  Projection  mit  der  Geraden  zu- 
sammenfallen^ in  welcher  die  Ebene  M^«  von  der  be- 
sagten Diametralebene  des  Kegels  geschnitten  wird. 
Wenn  die  durch  dieselbe  gehende  zweite  projicierende 
Ebene  beide  Flächen  in  Curven  schneidet,   die   zwei 

Fig.  812. 


Punkte  gemein  haben,  so  existiert  der  fragliche  Dop- 
pelpunkt. In  Fig.  212.  ist  derselbe  für  die  Durch- 
dringungscurve  der  Kugel  K  und  des  Kegels  zweiten 
Grades  von  der  Spitze  M  und  der  durch  ihre  Haupt- 
axen  AB  und  CD  bestimmten  Horizontalspur  direct 
construiert.    Die  zu  den  der  Axe  OY  parallelen  Seh- 
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nen  conjugierte  Diametralebene  des  Kegels  —  Hori- 
zontalspur s^  —  und  die  Ebene  "ML^z  der  Rotations- 
fläche schneiden  sich  in  der  Geraden  g,  deren  zweite 
projicierende  Ebene  mit  der  Kugel  einen  Kreis,  mit 
dem  Kegel  eine  Ellipse  gemein  hat ;  ihre  Schnittpunkte 
geben  den  Doppelpunkt  1/'  der  Verticalprojection  und 
die  entsprechenden  Tangenten. 

5)  Wäre  der  Kegel  nicht  vom  zweiten  Grade,  so  würde 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der  zu  OF  parallelen  Sehüen 
eine  Kegelfläche  von  derselben  Spitze  sein;  derselbe 
giebt  auch  dann  noch  das  Kriterium  für  die  etwaigen 
Doppelpunkte  der  zweiten  Projection. 

6)  Was  folgt  daraus  für  die  Durchdringungen  der  Kugel 
mit  Kegelflächen,  deren  Spitzen  im  Meridian  IBi^x 
liegen? 

7)  Man  übertrage  die  vorigen  Erörterungen  auf  den  Fall 
der  Centralprojection. 

8)  Der  ebene  Schnitt  einer  krummen  Fläche  begegnet 
den  Berührungscurven  aller  zu  seiner  Ebene  parallelen 
berührenden  Cylinder  und  aller  von  ihren  Punkten 
ausgehenden  berührenden  Kegel  so,  dass  ihre  Tangen- 
ten im  Schnittpunkt  zu  den  entsprechenden  Haupt- 
tangenten der  Fläche  harmonisch  sind. 

9)  Man  verzeichne  den  Schlagschatten  des  Torus  auf  sich 
selbst  für  parallele  Lichtstrahlen. 

10)  Ebenso  die  Schlagschatten  einer  Rotationsfläche  in 
Gefassform. 

11)  Welche  Eigenschaft  entspringt  aus  dem  Hauptsatze 
des  Textes  für  die  Punkte,  in  welchen  die  Selbst- 
schattengrenze des  einfachen  Hyperboloids  und  der 
Schlagschatten  seines  obem  Parallelkreises  in  das  In- 
nere (Tafel  Xn.)  sich  schneiden? 

128.  Aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  §  überträgt  sich 
das  Wesentlichste  auf  die  Beziehungen  der  krummen  Flächen, 
insbesondere  der  Rotationsflächen,  zu  developpablen  Flächen 
mit  Rückkehrkante.  Diese  Beziehungen  liefern  vier  Aufgaben, 
die  wir  nur  im  Allgemeinen  zu  erörtern  haben  und  von  denen 
nur  eine- im  Vorigen  nicht  hervorgetreten  ist;  man  kann 

a)   die  Durchdringungscurve  der  developpablen 
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Fläche  mit  der  krummen,  d.  i.  den  Ort  der  Schnittspunkte 
der  Erzeugenden  der  developpablen  mit  der  krummen  Fläche  F; 

b)die  üurchschnittspunkte  der  Rückkehrkante 
der  developpablen  Fläche  mit  der  krummen  bestim- 
men; sie  werden  die  Punkte  sein,  welche  die  Durchdringungs- 
curve  bei  a)  mit  der  Rückkehrkaute  der  Developpabeln  ge- 
mein hat.  Soll  man  aber  nur  diese  Punkte  b)  selbst  bestim- 
men, so  thut  jede  die  Rückkehrkante  enthaltende  Deve- 
loppable,  also  z.  B.  auch  ein  projicierender  Cylinder  derselben 
den  nämlichen  Dienst ;  wählt  man  im  Falle  der  Rotationsfläche 
mit  zu  OZ  pavalleler  Axe  den  zu  dieser  Äxe  a  derselben 
parallelen,  so  bestimmt  man  die  Durchdringungscurve  leicht 
njit  Hilfe  der  Parallelkreisebenen  der  Fläche.  Ist  die  Deve- 
loppable  in  a)  die  Begrenzung  des  durch  eine  gegebene  Fläche 
F,  bei  Beleuchtung  durch  eine  leuchtende  Fläche  erzeugten 
Schattenraumes  (vergl.  §  101.),  so  ist  die  Durchdringung  die 
Schagschattencurve  jener  Fläche  F^  auf  die  Fläche  F.  Wäre 
die  Grenzlinie  des  Selbstschattens  der  Fläche  F  für  dieselbe 
Beleuchtung  bekannt,  so  gilt  aus  den  im  vorigen  §  entwickel- 
ten Gründen  für  einen  Durchschnittspunkt  beider  Curven  auf 
F,  dass  ihre  Tangenten  in  demselben  zu  den  Haupttangenten 
derselben  in  ihm  conjugiert  harmonisch  sind.  Diese  Schnitt- 
punkte selbst  aber  sind  die  Punkte,  in  welchen  eine  Erzeu- 
gende der  Developpabeln  des  Schattenraumes  die  Fläche  be- 
rührt und  entsprechen  also  der  Aufgabe 

c)  diejenigen  Erzeugenden  einer  Developpabeln 
zu  bestimmen,  welche  die  gegebene  krumme  Fläche 
berühren.  Man  sieht,  die  Lösung  dieser  Aufgabe  erfordert, 
für  irgend  einen  ebenen  Schnitt  der  gegebenen  Developpa- 
beln die  durch  ihn  gehende  der  krummen  Fläche  umschrie- 
bene Developpable  und  die  gemeinsamen  Erzeugenden  beider 
aus  den  gemeinsamen  Punkten  ihrer  Spuren  in  einer  beliebigen 
Ebene  zu  bestimmen.  Man  kann  dazu  speciell  den  unendlich 
fernen  ebenen  Schnitt  wählen,  d.  h.  die  umschriebene  Deve- 
loppable für  den  gleichen  Richtungskegel  mit  der  gegebenen 
erzeugen.  (§  75.).     Endlich  ist  die  Aufgabe 

d) möglich,  diejenigen  Tangentialebenen  einer  de- 
veloppablen Fläche  zu  finden,  welche  eine. krumme 
Fläche  berühren;  bilden  wir  wieder  die  der  krummen  Fläche 
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umschriebene  Developpable  von  demselben  Richtungskegel  mit 
der  gegebenen  y  so  sind  die  Spuren  der  gesuchten  Ebenen  in 
einer  festen  Ebene  unter  den  gemeinschaftliehen  Tangenten 
der  bezüglichen  Spuren  beider  Developpabeln. 

Der  Aufgabe  a)  entspricht  dualistisch  das  Problem  e);  die 
Enveloppe  aller  der  Tangentialebenen  der  krummen  Fläche 
zu  bestimmen^  welche  durch  die  aufeinanderfolgenden  Er- 
zeugenden einer  developpabeln  Fläche  gehen. 

1)  Man  erörtere  näher  die  Beziehung  der  Rückkehrkante 
einer  Developpabeln  im  Schnittpunkte  mit  einer  krum- 
men Fläche  zur  Durchdringungscurve  der  Develop- 
pabeln mit  der  krummen  Fläche  —  etwa  an  dem  Bei- 
spiel der  Schnittpunkte  einer  Schraubenlinie  mit  einer 
Rotationsfläche  zweiten  Grades. 

2)  Man  discutiere  die  Construction  derjenigen  Tangen- 
tialebenen einer  krummen  Fläche  ^  welche  zugleich 
Schmiegnngsebenen  einer  gegebenen  cjlindrischen 
Schraubenlinie  sind.  In  welcher  Beziehung  steht  die- 
selbe zu  dem  Problem  der  Beleuchtungsconstructionen? 

3)  Welche  Folgerungen  erlauben  die  Betrachtungen  dieses 
und  des  vorigen  §  für  die  Selbstschattengrenze  (Halb- 
schatten und  VoUschatten)  und  die  Grenze  des  Schlag- 
schattens auf  sich  selbst  an  einer  krummen  Fläche 
und  für  Licht  aus  einer  endlich  ausgedehnten  Quelle? 

129.  Wir  wenden  uns  zu  den  Beziehungen  von  zwei 
krummen  Flächen  zu  einander  ^  wobei  wir  insbesondere  die 
eine  oder  beide  als  Rotationsflächen  denken  werden.  Zwei 
krumme  Flächen  besitzen 

a)  im  Allgemeinen  eine  gemeinsam  aufgeschriebene 
Curve  und 

b)  eine  gemeinsam  umschriebene  Developpable; 
man  kann  insbesondere  nach  ihren  gemeinschaftlichen  Punkten 
auf  einer  Ebene  oder  einer  developpabeln  oder  krummen  Fläche, 
nach  ihren  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  durch  einen 
Punkt  oder  mit  einer  Fläche,  nach  ihren  gemeinschaftlichen 
Tangenten  durch  einen  Punkt,  in  einer  Ebene  oder  durch 
eine  Gerade  fragen,  sieht  aber  sofort,  dass  die  letzteren  Auf- 
gaben theils  auf  frühere,  theils  auf  die  ersteren  zurückkom- 
men.   Nur  mit  diesen  wollen  wir  uns  noch  beschäftigen. 
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Die  gemeinsame  Curve  oder  Durchdringungscurve  von 
zwei  Flächen  F| ;  F2  wird  durch  Hilfsflächen  Hj  wie  folgt  be- 
stimmt: Man  construiert  eine  Hilfsfläche  H,-;  verzeichnet  ihre 
Schnittlinie  Cu  mit  der  Fläche  Fj  und  ebenso  ihre  Schnitt- 
linie Cii  mit  der  Flache  Fj  und  bestimmt  die  gemeinsamen 
Punkte  P„i  dieser  Curven;  sie  sind  Punkte  der  gemeinsamen 
Curve  S|2*  ^^  kommt  hiernach  nur  darauf  an^  ein  System 
solcher  Hilfsflächen  H,-  zu  ermitteln^  dessen  Schnitte  mit  den 
Flächen  Fj;  F^  bequem  und  sicher  zu  construieren  sind. 

Ebenso  wird  die  gemeinsam  umschriebene  Developpable 
von  zwei  Flächen  F|,  Fj  durch  Hilfsflächen  Hj  construiert; 
indem  man  die  gemeinschaftlichen  Developpabeln  Di,>  Dsi  der- 
selben mit  Ff;  F2;  respective  ermittelt  und  die  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebenen  derselben  bestimmt;  diese  sind  Ebenen 
der  gemeinsamen  Developpabeln  S)t2*  d&  Aufsuchung  eines 
Systems  solcher  Hilfsflächen  H»-;  deren  gemeinsame  Deve- 
loppabeln  mit  P, ,  F,  bequem  und  sicher  genug  zu  verzeichnen 
sind;  ist  das  Wesentliche.  Es  ist  dasselbe  Princip;  welches 
schon  bei  der  Construction  ebener  Schnitte  und  Berührungs- 
kegel und  allererst  schon  beim  Durchschnitt  zweier  Ebenen 
zur  Anwenduüg  gekommen  ist.  Im  Allgemeinen  können  für 
das  Problem  a)  als  Hilfsflächen  Ebenen  und  für  das  Problem 
b)  Punkte  verwendet  werden  und  man  wird  die  vollständige 
Lösung  der  Probleme  erlangen;  wenn  man  alle  Ebenen  H,- 
eines  Büschels ;  respective  alle  Punkte  Ei  einer  Reihe  nach 
einander  benutzt;  insbesondere  darf  die  Scheitelkante  dieses 
Büschels  oder  die  Gerade  dieser  Reihe  als  unendlich  ferne 
Gerade  oder  als  Stellung  einer  Ebene  gewählt  werden.  Sei  sie 
z.  B.  die  Stellung  der  ersten  Projectionsebene.  Dann  schneidet 
eine  Parallelebene  Hj  derselben  beide  Flächen  F^ ;  Fj  in  Curven, 
deren  erste  Projectionen  Ou,  C3/  zu  verzeichnen  sind;  ihre 
Durchschnittspunkte  sind  die  ersten  Projectionen  der  bezüg- 
lichen Punkte  von  612  ^^^  ^^^  zweiten  Projectionen  derselben 
liegen  in  der  gleichnamigen  Spur  der  Hilfsebene.  Die  zuge- 
hörigen Tangenten  der  Durchdringungscurve  sind  die  Schnitt- 
linien der  entsprechenden  Tangentialebenen  beider  Flächen. 

Andererseits  bestimmt  eine  in  der  ersten  Projectionsebene 
enthaltene  Richtung  mit  beiden  Flächen  Berührungscylinder; 
deren  Spuren  in  der  zweiten  Projectionsebene  wir  uns  be- 
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stimmt  denken;  die  gemeinsamen  Tangenten  dieser  Spuren 
Bind  die  zweiten  Spuren  gemeinsamer  Tangentialebenen,  deren 
erste  Spuren  jene  Richtung  haben.  Die  zugehörigen  Erzeugen- 
den der  gemeinsamen  Devetoppabeln  sind  die  Verbindungs- 
linien der  entsprechenden  Berührungspunkte  auf  beiden  Flächen. 
Wenn  man  im  ersten  Falle  die  Hilfsebene  parallel  sich 
selbst  stetig  durch  alle  die  Lagen  fuhrt,  in  denen  sie  zugleich 
beide  Flächen  F,,  Pj  schneidet,  so  hat  man  die  Durchdrin- 
gungscarve,  d.  h.  alle  ihre  Punkte  und  Tangenten  vollständig 
erhalten.     Und  wenn  im  zweiten  Falle  die  Richtting  in   der 


festen  Ebene  stetig  durch  alle  die  Lagen  bewegt  wird,  in 
denen  sie  mit  beiden  Flächen  Beruh  rungscy  lind  er  besümmt, 
■  so  hat  man  alle  Ebenen  und  Erzeugenden  der  gemeinsamen 
Developpabeln  gefunden.  Die  aufeinanderfolgenden  Lagen 
der  Ebene  und  des  Punktes  geben  dabei  aufeinanderfolgende 
Gruppen  von  Punkten  und  Tangenten  der  Curve,  respective 
Gruppen  von  Ebenen  und  Erzeugenden. 

Die  vorigen  Erörterungen  geben  die  ganz  allgemeinen 
Lösungen  für  die  in  Rede  stehenden  Probleme.  In  besondem 
Fällen  gestattet  die  gewonnene  Methode  zwecknjässige  Modifi- 
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cationen  und  es  kann  geschehen;  dass  andere  Hilfsflächen  besser 
als  die  Ebene  und  der  Punkt  zum  Ziele  führen.  Wenn  die 
eine  der  Flächen  eine  Rotationsfläche  ist,  so  geben  die  Normal- 
ebenen zu  ihrer  Axe  oder  .die  durch  die  Axe  gehenden  Ebenen 
das  bequeme  System  -  der  Hilfsebenen  und  die  Punkte  der 
Axe  selbst  oder  der  zu  ihr  normalen  Stellung  das  der  Hilfs- 
punkte; denn  jene  führen  auf  Parallelkreise  und  Meridiane 
als  Schnitte,  diese  auf  Parallelkreisberührungskegel  und  Meri- 
dianberührungscjlinder  als  Developpable. 

Wir  besprechen  den  Fall  v^n  zwei  Rotationsflächen 
etwas  näher  und  unterscheiden  die  beiden  Fälle,  wo  ihre  Axen 
a,  a*  in  einer  Ebene  liegen  und  den,  wo  sie  sich  kreuzen. 
Durch  Transforihation  des  Projectionssystems  kann  in  beiden 
Fällen  bewirkt  werden,  dass  die  Axe  a  der  Axe  OZ  parallel  und 
zugleich  die  Axe  a*  der  zweiten  Projectionsebene  parallel  ist. 

Liegen  die  Axen  <i,  a*  in  einer  Ebene,  so  können 
sie  zuerst  insbesondere  parallel  zu  einander,  also  beide  zu 
OZ  parallel  sein;  dann  sind  für  die  Bestimmung  der  Durch- 
dringung die  zu  ihnen  normalen  Hilfsebenen,  welche  beide 
Flächen  in  Parallel  kreisen  schneiden^  zu  wählen;  jede  der- 
selben liefert  im  Allgemeinen  zw^i  zur  Ebene  a  a*  symmetrisch 
gelegene  Punkte  der  Curve  und  man  bestimmt  leicht  die  zu- 
gehörigen Tangenten. 

Für  die  gemeinsame  Developpable  sind  die  Berührungs- 
cylinder  fiir  parallele  Meridiane  zu  benutzen;  jedes  Paar  der- 
selben liefert  eine  Gruppe  gemeinschaftlicher  Tangentialebenen 
und  zugehöriger  Erzeugenden  der  Developpabeln.  Es  erhellt, 
dass  die  Ebene  aä*  die  Ebene  einer  Doppelcurve  der  Deve- 
loppabeln ist,  entsprechend  dem  zu  dieser  Ebene  normalen 
doppelt  berührenden  Cylinder  der  Durchdringungscurve. 

Wenn  die  Axen  a,  a*  sich  schneiden,  so  würden 
die  zu  a  normalen  Ebenen  nur  die  eine  Fläche  in  Parallel- 
kreisen schneiden  und  die  zu  a  normalen  Richtungen  würden 
nur  mit  dieser  Fläche  Meridianberührungscylinder  bestimmen; 
die  Schnitte  respective  Berührungscylinder  der  andern  wären 
mühsam  zu  construieren.  Dagegen  bietet  ein  System  con- 
centrischer  Kugeln  aus  dem  Schnittpunkt  a,  0*  der  Axen  als 
Mittelpunkt  alle  Vortheile  eines  Hilfsflächensystems  dar  (Fig. 
213.).    Eine  solche  Kugel,  welche  beide  Flächen,  d.  i.  deren 

32* 


500 


Zweiter  Theil. 


Umriss  die  Umrisse  V»-;  "^x*  beider  Rotationsflächen  schnei- 
det; hat  mit  jeder  der  Flächen  ein  System  von  Paralielkreisen 
gemein;  sind  F,  P*  ein  Paar  solcher  durch  dieselbe  Kugel  des 
Systems  erhaltener  Parallelkreise  beider  Flächen,  so  schneiden 
sich  dieselben  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  P^,  P2,  welche 
der  Durchdringungscurve  angehören.  Nach  wie  vor  ist  der  zur 
Ebene  aa*  normale  Cy linder  durch  die  Curve  ein  doppeltpro- 
jicierender  oder  doppeltberührender.  Die  Fig.  213.  enthält 
auch  die  Construction  der  Tangente  /  im  Punkte  P  an  die 
Durchdringungscurve;  man  wird  sie  leicht  erklären. 


Fig.  214. 


Jede  Kugel  des  Systems  hat  auch  (Fig.  214.)  mit  jeder 
der  beiden  Flächen  ein  System  von  Parallelkreisberührungs- 
kegeln  zur  gemeinsam  umschriebenen  Developpabeln;  ein  sol- 
cher Kegel  der  einen  und  einer  der  andern  Fläche  haben  mit 
einander  zwei  Tangentialebenen  gemein,  welche  zur  gemein- 
schaftlichen Developpabeln  der  Rotationsflächen  gehören  und 
die  Verbindungslinien  e  der  zugehörigen  Paare  der  Berührungs- 
punkte entsprechen  ihnen  als  Erzeugende.    Die  gemeinschaft- 
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liehe  Meridianebene  ist  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie 
für  die  developpable  Fläche. 

1)  Die  Durchdringung  einer  Rotationsfläche  mit  einem 
geraden  Conoid^  dessen  Richtungsebene  zur  Axe  der- 
selben normal  ist;  wird  mittelst  Hilfsebenen  von  der 
Stellung  dieser  Richtungsebene  construiert;  als  Bei« 
spiel  dient  die  Durchdringung  des  Torus  mit  der 
Wölbfläche  des  Eingangs  in  den  runden  Thurm. 

2)  Wenn  die  Axe  einer  Rotationsfläche  .zugleich  Leitlinie 
einer  Regelfläche  ist;  so  ist  das  Büschel  der  Meridian- 
ebenen der  ersteren  vorzüglich  geeignet  für  die  Con- 
struction  der  Durchdringungscurve. 

3)  Die  gemeinschaftlich  umschriebene  De\eloppable  einer 
Rotationsfläche  und  einer  windschiefen  Regelfläche 
kann  ermittelt  werden;  indem  man  die  Ebenen  durch 
die  Erzeugenden  der  Letzteren  bestimmt;  welche  die 
ersteren  berühren  und  die  Berührungspunkte  verbindet. 
Wie  gestaltet  sich  diess  in  den  vorhergehenden  Fällen? 

4)  Man  verzeichne  die  Schnittcurve  eines  Rotationsellip- 
soids mit  der  Fläche  einer  scharfgängigen  oder  einer 
flachgängigen  Schraube. 

5)  Construiere  die  Durchdringung  eines  hyperbolischen 
Paraboloids  und  einer  Kugel. 

6)  Zwei  Rotationsflächen  von  einerlei  Axe  haben  ein 
System  von  Parallelkreisen  zur  gemeinsamen  Curve 
und  ein  System  von  Parallelkreisberührungskegeln 
zur  gemeinsam  umschriebenen  Developpabehi.  Man 
wende  diess  auf  das  System  von  zwei  Kugeln  an. 

7)  Für  die  gemeinsame  Curve  und  Developpable  von  zwei 
Rotationsflächen;  unter  denen  eine  Kugel  ist;  können 
die  zur  Axe  der  andern  normalen  Ebenen  und  Rich- 
tungen als  Hilf s-Ebenen  und  Punkte  verwendet  werden. 

8)  Die  Tangente  der  Durchdringungscurve  von  zwei 
krummen  Flächen  ist  die  Normale  zu  der  Ebene; 
welche  von  den  Normalen  der  beiden  Flächen  im  Be- 
rührungspunkte bestimmt  wird.  Dieser  Satz  gestattet 
bei  den  Rotationsflächen  besonders  bequeme  Benutzung. 

130.  Wenn  die  Axen  a,  a*  der  Rotationsflächen 
nicht  in  der  nämlichen  Ebene  liegen;  während  jedoch 
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a  parallel  OZ  und  a*  parallel  XOZ  ist,  so  benutzt  man  zur 
Construction  der  gemeinsamen  Curve  zur  Axe  a  normale 
Hilfsebenen;  jede  derselben  schneidet  die  erste  Rotationsfläche 
in  einem  Parallelkreis  P  und  die  zweite  in  einer  Curve  C, 
deren  erste  Projection  mit  Hilfe  der  Parallelkreise  P,*  der 
Fläche  construiert  wird  und  deren  Durchschnittpunkte  P, ,  />., 
mit  P  der  Durchdringungscurve  angehören.  (Fig.  215.)  Die 
Ebene  des  Parallels  P   schneidet  die  Ebene  eines  Parallel- 


kreises P,*  in  einer  zu  OF  parallelen  Geraden  und  diese  den 
Kreis  P,*  in  zwei  Punkten  jener  Curve  O.  Die  Tangente  (  der 
Durchdringungscurve  wird  am  bequemsten  als  Normale  der 
Ebene  bestimmt  ^  welche  die  Normalen  der  Flächen  im  Be- 
rührungspunkt enthält.  In  der  Figur  ist  sie  für  den  Punkt 
P,  construiert;  n  und  n*  sind  die  Normalen  der  Flächen  in 
diesem  Punkte,  s^y  s^  die  Spuren  der  durch  sie  bestimmten 
Ebene^  als  deren  Normale  aus  P^  sich  t  efgiebt. 
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Auch  das  Büschel  der  Meridianebenen  der  Fläche  von 
der  Axe  a  Hesse  sich  mit  Vortheil  zur  Construction  verwenden. 

Zur  Bestimmung  der  gemeinschaftlichen  Developpabeln 
zweier  solchen  Flächen  bedarf  es  gleichfalls  keiner  neuen 
Mittel.  Alle  zur  Axe  a  normalen  Richtungen  bestimmen  mit 
der  zu  dieser  gehörigen  Fläche  Meridianberührungscylinder, 
mit  der  von  der  Axe  a*  Berührungscylinder,  welche  man 
ohne  Schwierigkeit  mittelst  des  Systems  der  Parallelkreisbe- 
rührungskegel  der  Fläche  um  a*  construiert;  die  gemein- 
schaftlichen Tangentenebenen  gehören  der  Developpabeln  an 
und  die  Verbindungslinien  der  Paare  der  Berührungspunkte 
sind  die  entsprechenden  Erzeugenden. 

Andrerseits  liefern  die  Punkte  der  Axe  a  mit  der  zuge- 
hörigen Fläche  Parallelkreisberührungskegel;  mit  der  von  a* 
Berührungskegel,  die  man  mit  Hilfe  der  Schaar  der  Parallel- 
kreisberührungskegel dieser  Fläche  construiert;  die  gemein- 
samen Tangentialebenen  solcher  concentrischen  Kegel  gehören 
zur  Developpabeln. 

Sind  die  betrachteten  Flächen  Flächen  zweitenGra- 
deS;  so  lässt  sich  eine  noch  bequemere  Construction  gewin- 
nen. Wir  denken  die  Axen  a,  a*  als  parallel  zur  zweiten 
Projectionsebene  durch  ihre  zweiten  Projectionen  und  ihren 
kürzesten  Abstand  bestimmt,  dazu  die  Umrissmeridianc  "NL^z 
und  lHjez*  der  Flächen  gegeben,  beispielsweise  als  Ellipsen 
mit  den  Mittelpunkten  C,  C*  und  den  in  a,  a*  respective 
fallenden  Axen  AB,  A*B*  und  den  dazu  normalen  DE,  D*E*, 
Denken  wir  nun  aus  C  ein  zu  a*,  C*,  •••  ähnliches  und  ähn- 
lich gelegenes  Rotations  -  EUipsoid  construiert,  das  mit  dem 
gegebenen  a,  C,  •••  einerlei  Aequatorhalbmesser  hat,  so  be- 
rührt diess  dritte  EUipsoid  jenes  erste  a>  C,  •  •  •  in  zwei  Punk- 
ten des  Aequators  auf  dem  zur  zweiten  Projectionsebene  nor- 
malen Durchmesser  und  schneidet  es  folglich  in  zwei  Ellipsen, 
deren  Ebenen  zweite  projicierende  Ebenen  sind.  Jede  Ebene, 
welche  zur  Ebene  einer  dieser  Ellipsen  parallel  ist,  schneidet 
die  beiden  gegebenen  EUipsoide  in  ähnlichen  und  ähnlich 
gelegenen  Ellipsen,  deren  eine  Axe  zur  zweiten  Projections- 
ebene normal  und  die  andere  zu  ihr  parallel  ist.  Wählt  man 
also  zur  ersten  Projectionsebene  eine  Ebene,  in  welcher  diese 
Ellipse  als  Kreis  projiciert  wird,  so  erhält  man  die  Durch- 
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dringungßcurve  beider  Ellipsoide  durch  ein  System  von  Hilfs- 
kreisen  in  diesem  Projectionssystem  construiert.  (§  99.;  3.) 
Offenbar  genügen  vier'  verschiedene  Stellungen  der  ersten 
Projectionsebene  den  Bedingungen  der  Construction. 

Die  Beziehungen  von  drei  krummen  Flächen  zu 
einander  können  nur  in  speciellen  Fällen  zu  besonderen 
Erörterungen  Anlass  geben.  Im  Allgemeinen  besitzen  sie 
eine  Gruppe  gemeinsamer  Punkte  und  eine  Gruppe  gemein- 
samer Tangentialebenen;  jene  sind  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  Curven,  welche  eine  von  ihnen  mit  den  beiden 
andern  gemein  hat;  diese  die  gemeinschaftlichen  Tangential- 
ebenen der  Developpabeln ,  welche  einer  von  ihnen  mit  den* 
beiden  andern  gemeinschaftlich  umschrieben  sind. 

Sind  zwei  der  drei  Flächen  Rotationsflächen  von  einerlei 
Axe,  so  dass  ihre  Schnittcurven  Parallel-Kreise  und  ihre  ge- 
meinsam umschriebenen  Developpabeln  Parallelkreisberührungs- 
kegel  sind;  so  hat  man  nur  die  gemeinsamen  Punkte  dieser 
Kreise  respective  die  gemeinsamen  Tangentialebenen  dieser 
Kegel  mit  der  dritten  Fläche  zu  bestimmen. 

1)  Man  construiere  die  Durchdringungscurve  eines  ein- 
fachen Rotationshyperboloids  mit  einem  Rotatigns- 
ellipsoid  bei  sich  kreuzenden  Axen. 

2)  Wenn  ist  die  Methode  der  Hilfskreise  auf  die  Con- 
struction der  Durchdringungscurve  zweier  Rotations- 
flächen zweiten  Grades  nicht  anwendbar? 

3)  Lässt  sich  eine  analoge  Methode  zur  Construction  der 
gemeinsam  umschriebenen  Developpabeln  von  zwei 
Rotationsflächen  zweiten  Grades  anwenden? 

4)  Die  gemeinsam  umschriebene  Developpable  von  zwei 
Flächen  begrenzt  den  Halb-  und  Kernschattenraum 
der  einen;  wenn  die  andere  leuchtend  gedacht  wird. 

5)  Man  bestimme  die  gemeinsamen  Punkte  und  Tangen- 
tialebenen von  drei  Kugeln. 

6)  Wenn  von  drei  betrachteten  Flächen  zwei  Kugeln  sind 
und  eine  derselben  als  leuchtend  angesehen  wird;  welche 
Bedeutung  haben  die  Berührungspunkte  der  dritten 
Fläche  mit  den  allen  drei  Flächen  gemeinsamen  Tan- 
gentialebenen im  Sinne  der  Schattenconstructiob? 
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£•    Ton  den  proJeetiTisehen  Coordinaten. 

131.  In  den  frühem  Entwickelungen  ist  zwar  nirgend 
von  der  analytischen  oder  Goordinaten  -  Geometrie  direet  Ge- 
brauch gemacht;  aber  es  sind  doch  Begriffe  und  Vorstellungen 
mit  Erfolg  zu  Hilfe  genommen  worden,  die  in  letzter  In- 
stanz analytischem  Boden  entspringen.  (Vergl.  §  87.)  Die 
Berechtigung  hierzu  liegt  nur  in  dem  Umstände,  dass  aus 
den  geometrischen  Bestimmungsmethoden,  welche 
hier  zur  Grundlage  des  Ganzen  gemacht  wurden, 
die  analytischen  Bestimmungsmethoden  der  Raum- 
Elemente  sich  vollständig  und  allgemein  ergeben, 
sobald  man  die  algebraische  Zahl  als  Bestimmungs- 
mittel einführt.  Den  Nachweis  hiervon  geben  wir  hier 
statt  die  dargelegten  Methoden  noch  am  Studium  und  der 
Behandlung  von  andern  Flächenfamilien  zu  exemplificieren, 
deren  Auswahl  immer  eine  gewisse  Willkürlichkeit  enthält 
und  doch  nicht  erschöpfend  gemacht  werden  kann. 

Die  geometrischen  Gebilde  erschienen  in  dem  Frü- 
heren stufenweis  geordnet :  geradlinige  Punktreihen,  Strahlen- 
büschel in  einer  Ebene  und  Ebenenbüschel  bildeten  die  erste 
Stufe  (§  23.);  die  Doppelverhältnissgleichheit  entsprechen- 
der Gruppen  von  vier  Elementen  war  die  Bedingung  ihrer 
Projectivität  (§  16.)  und  zu  drei  gegebenen  Paaren  entspre- 
chender Elemente  konnten  darum  alle  übrigen  entsprechenden 
Paare  von  solchen  linear  construiert  werden.  (§  17.)  Wir 
gelangen  zur  Coordinatenbestimmung  und  zur  analytischen 
Geometrie  dieser  Stufe,  indem  wir  das  Doppelverhält- 
niss  selbst,  welches  von  jedem  vierten  Element 
mit  drei  festen  Elementen  des  Gebildes  bestimmt 
wird,  als  eine  algebraische  Zahl  zum  Bestimmungs- 
mittel für  dieses  vierte  Element  machen. 

Die  zweite  Stufe  bilden  die  ebenen  Systeme  von  Punk- 
ten und  Strahlen  und  die  ihnen  entsprechenden  projicierenden 
Bündel,  die  Systeme  aller  Strahlen'  und  Ebenen  durch  einen 
Punkt  oder  die  Strahlen-  und  Ebenen -Bündel  (§  23.);   die 
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Projectivität  der  entsprechenden  Grundgebilde  erster  Stufe 
war  die  Bedingung  der  Projectivität  dieser  Systeme  und 
w«nn  vier  von  einander  unabhängige  Elemente  des  einen  Ge- 
bildes und  die  vier  entsprechenden  des  andern  gegeben  waren, 
so  Hessen  sich  zu  allen  andern  Elementen  des  ersten  die  des 
zweiten  linear  construieren  (§  22.) ,  durch  zweimalige  An- 
wendung der  Construction  für  projectivische  Gebilde  erster 
Stufe.  Eine  ganz  entsprechende  Zusammensetzung  führt 
von  den  Coordinaten  für  die  Gebilde  erster  Stufe 
zu  den  Coordinaten  und  zur  analytischen  Geome- 
trie für  die  der  zweiten.  Dieselbe  ist  ebenso  wesentlich 
gleichartig  für  die  vier  verschiedenen  Formen  derselben  wie 
die  geometrische  Bestimmung  und  Construction. 

Die  Gesammtheit  der  Punkte  und  anderseits  die  der 
Ebenen  des  Raumes  sind  die  beiden  Gebilde  dritter  Stufe; 
ihre  Projectivität  wird  durch  die  Projectivität  der  in  ihnen 
enthaltenen  Gebilde  erster  Stufe  bedingt  und  daher  durch 
fünf  Paare  entsprechender  Elemente  festgesetzt,  die  in  jedem 
System  unabhängig  sind  von  einander  (§44.);  die  dreifache 
Zusammensetzung  aus  Gebilden  erster  Stufe  fuhrt  zu 
ihrer  constructiven  und  analytischen  Behandlung. 

Endlich  kann  der  Raum  als  Gesammtheit  der  in  ihm 
enthaltenen  geraden  Linien  angesehen  werden  und  erscheint 
als  solche  als  ein  Gebilde  vierter  Stufe;  die  doppelte 
Betrachtungsweise  der  Geraden  als  Ort  von  Punkten  und  als 
Enveloppe  von  Ebenen,  wonach  sie  durch  zwei  Punkte  re- 
spective  durch  zwei  EbenQ^  bestimmt  ist,  führt  auch  zu 
einer  zweifachen  analytischen  Ausdrucksweise  der- 
selben. 

Die  Entwickelung  der  Coordinatenbestimmun- 
gen  innerhalb  dieser  verschiedenen  Stufen  nach 
den  angedeuteten  Grundsätzen  begründet  die  Ein- 
sicht, dass  zwischen  den  geometrischen  Unter- 
suchungsmitteln, auf  welche  die  darstellende  Geo- 
metrie führt  und  den  analytischen  Methoden  kein 
trennender  Unterschied  besteht.  Der  Uebergang  zur 
analytischen  Methode  eröffnet  den  Weg  zur  allgemeinen 
Untersuchung  der  geometrischen  Formen  n*«"  Gra- 
des; dass  er  gerade  so  gemacht  wird,  sichert,  dass  die 
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in  den  ersten  Stadien  —  beim  2.  Qrad,  etc.  —  bewährte 
Untersuchungsweise  auch  weiterhin  im  Wesent- 
lichen erhalten  bleibt.  Ihre  Anwendung  sodann  aber 
zur  wirklichen  Untersuchung,  zuerst  der  Gleichungen  zwei- 
ten Grades  innerhalb  der  verschiedenen  Gebilde  und  dann 
der  der  höbern  Grade  bleibt  der  systematischen  Entwicklung 
der  analytischen  Geometrie  zu  überlassen. 

132.  In  einer  geradlinigen  Punktreihe  ist  jeder  vierte 
Punkt  P  durch  das  Doppel verhältniss  bestimmt;  welches  er 
mit  drei  festen  Punkten  derselben  A^y  A^y  E  bildet;  ist  (Fig. 
216.) 

so  sind  x^ ,  x^  zwei  algebraische  Zahlen,  welche  die  Lage  des 
Punktes  P  innerhalb  der  Geraden  bestimmen,  also  die  Coor- 
dinaten  dieses  Punktes ;  man  kann  Fig.  sie. 

sagen,  da'^s  sie  mit  den  Abständen    ^ 

des  Punktes  E  von   den  Funda-  A,    E  A^ 

mentalpunkten  A^^  A^  als  Einheiten  gemessene  Läugenzählen 
der  Abstände  des  Punktes  P  von  denselben  Fundamental- 
punkten sind. 

Für  i>  in  ^  hat  man  Pi  =  ßj ,  i>2  =  ^2;  ^^^  a?j  =  itj  =  1 
und  E  kann  somit  als  Einheitpunkt  des  CoordinateAsystems 
der  Reihe  bezeichnet  werden.  Für  P  in  A^  ist  arj  =  0  und 
oTj  ssO  für  P  in  A^^  so  dass  diesen  Punkten  die  Grenzwerthe 
0  und  00  als  Werthe  des  Doppelverhältnisses  entsprechen. 

Durch  .Tj  =  kx^  ist  ein  Punkt  P  der  Reihe  bestimmt,  der 
durch  {AiA2EP)  =  k  aus  A^,  A^,  E  construiert  wird. 

Im  ebenen  Strahlenbüschel  ist  jeder  Strahl  p  durch  das 
Doppelverhältniss  bestimmt,  welches  er  mit  drei  festen  Strah- 
len desselben  a, ,  a^,  e  (Fig.  217.)  bildet',  ist 

(n  n  ^»\  —  *'"''  (^' '  ^)  .  ^'"'^  (''' »  ^)  _  *2  .  ^2  ^^^- 1"- 

^  '    ^  stn{a2j  e)     sin  («2  >  P)       ^1     ^1 


^2   •  ^2  &2 


SO  sind  ^1,  ti  zwei  Zahlen,  die  die  Lage 
des  Strahls  p  im  Büschel  bestimmen,  d.  h. 
Coordinaten  dieses  Strahls;   man  kann  sagen,   dass  sie  die 
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mit  den  Abständen  zweier  festen  Punkte  in  aj;  a^  respective 
von  e  gemessenen  Längenzahlen  der  Abstände  dieser  Punkte 
von  p  sind. 

Im  Ebenenbüschel  bestimmt  man  in  gleicher  Weise  die 
Ebene  J7  durch  die  festen  Ebenen  A^,  Aj;  E  mittelst  des 
Doppelverhältnisses  . 

(A  A  E 17)  ==  ^^  ^^' '  ^^  :  ^'^  (-^1  >  ^  =  ^g ;  "^i  l^^\''^\  ^ii 
^    *    ^  sin  (Aj,  B) '  sin  (A,,  Ü)       e, '  tc^       n^i  b^       I2 

m 

Für  p  in  e  oder  17  in  E  bat  man  J,  =  1 ,  J,  *==  ^  ^°^ 
kann  also  den  Strahl  e^  respective  die  Ebene  E  als  Einheit- 
strahl und  als  Einheitebene  für  das  Coordinatensystem  des 
Büschels  bezeichnen.  Für  p  in  a^  und  respective  in  a^  oder 
77  in  Aj  respective  Aj  hat  man  ^^  s=  0;  g^  ».  0.  Durch  die 
Gleichung  $,  =  x^^  ist  ein  Strahl  p  oder  eine  Ebene  77  des 
Büschels  bestimmt,  welche  aus  er,,  a^j  e  oder  Aj,  Aj^E  con- 
struiert  wird  durch 

(ö,  «2^^)  =  *;  (A,  A2B77)  =  x. 

Denken  wir  die  Fundamentabtrahlen  a, ,  a^  des  Büschels 
durch  die  Fundamentalpunkte  A^y  A^    der  Reihe   respective 

gelegt  und  den  Einheitpunkt 
E  von  dem  Einheitstrahl  e 
durch  diese  und  durch  jene 
harmonisch  getrennt,  also  e 
nach  dem  vierten  harmo- 
nischen  zu  E  conjugierten 

Punkte  E  der  Reihe  ^1^2^ 
gehend  (Fig.  218.),  so  gel- 
ten unter  der  ferneren  Voraussetzung,  dass  der  Strahl  p  des 
Büschels  durch  den  Punkt  P  der  Reihe  geht,  die  Relationen 


Flg.  918. 


X^ 


{A.A^EP)^^,  {a.a^ep) 

*2 


I: 


=  (^2^1  BP),  {A^A^'EE)^--'\. 


Das  Product  der  beiden  Letzteren  ist 

{AyA^-EE)  (A^Ai-EP)  =  {A^A^PE)  =  —  |l- 

und  durch  Multiplication  desselben  mit  der  ersteren  folgt 
(^, A^ EP)  {A, A,PE)  =  l^  —  ^  oder  g, x,  +  ^^x^  =  0 

b2^2 
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als  die  Relation  ^  welche  zwischen  den  Coordinaten  1,-  eines 
Strahles  (einer  Ebene)  im  Büschel  und  denen  eines  Punktes 
in  der  Reihe  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer 
dann  und  nur  dann  stattfindet ,  wenn  der  Strahl  respective 
die  Ebene  durch  den  Punkt  geht. 

1)  Sind  g,  y  I2  Constanten  a, ;  «2;  ^^  ^^^  ^^^  einen  be- 
stimmten festen  Strahl  bezeiphneU;  so  genügen  die 
Coordinaten  jedes  seiner  Punkte  der  Gleichung 

welche  man.  die  Gleichung  des  Strahls  nennen 
wird;  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  sind  die 
Coordinaten  des  Strahls  im  Büschel. 

2)  Geht  der  Strahl  insbesondere  durch  den  Punkt  y^,  y^, 
so  gelten  gleichzeitig 

Sl^l  +  12^2  =  0;    Sl^l  +  ^2^2  =  0 

und  man  erhält  durch  Multiplication  dieser  Gleichun- 
gen mit  ^2 »  —  ^2  respective  und  Addition  der  Producte 


^1;  ^2 


=  0. 


5i  («1  ^2  —  ^2^1)  ==  0  oder  a?!  y^  —  0:2^1  —   „     „ 

3)  Sind  dagegen  x^,  x^  Constanten  a^y  a^^  so,  dass  sie 
einen  bestimmten  festen  Punkt  bezeichnen  ^  so  genü- 
gen die  Coordinaten  jedes  durch  ihn  gehenden  Strahls 
der  Gleichung 

«1S1  + «2^2  =  0; 

die  man  die  Gleichung  des  Punktes  nennt  und 
welche  seine  Coordinaten  zu  ihren  Coefficienten  hat. 

4)  Liegt  derselbe  im  Strahl  i/j ;  172 ;  bo  gelten  gleichzeitig 

^il\  +  «2^2  =  0,  x,??i  +  x^ri^  =  0, 

£|7    ^2 

5)  Die  erhaltenen  Determinanten  geben  auch 

/,r,  -f  my,  =  0,  Ix.^  +  »1^2  =^  0, 
respective  A|i  +  iiri^  =  0,  k^^  +  f*'?2  ^  ^} 

und  x,-  ==  —  -  yi  und  J,-  =  —  -  1?,. 


und  Iji^j  —  §2^1  =  0  oder 


=  0. 
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6)  Die  gewonnenen  Ccordinatenbestimmnngen  werden 
durch  Projeetion  (§  16.)  und  durch  Uebergang  zum 
Relief  (§  38.)  nicht  gestört  und  dienen  zur  Unter- 
suchung der  projectivischen  Eigenschaften. 

1 33.  Wenn  vier  Punkte  A^ , 
^2,  A^f  E  in  einer  Ebene  gege- 


ben sind,  von  denen  keine  drei 
in  einer  Geraden  liegen,  so  be- 
stimmt jeder  fünfte  Punkt  P 
dieser  Ebene  an  A^y  A^^  A.^  als 
Scheiteln  den  vierten  Strahl 
eines  Büschels,  der  durch  das 
Doppelverhältniss  desselben 
aus  den  drei  andern  bestimmt 
wird.  (Fig.  219\) 


Wenn  vier  Gerade  «j,  a.2, 
a^,  e  in  einer  Ebene  gegeben 
sind,  von  denen  keine  drei 
durch  einen  Punkt  gehen;  so 
bestimmt  jede  fünfte  Gerade 
p  dieser  Ebene  in  a^,  a^j  a^ 
als  Trägern  den  vierten  Punkt 
einer  Reihe,  der  durch  das 
Doppelverhältniss  derselben 
aus  den  drei  andern  bestimmt 
wird.  (Fig.  219'».)  , 


a. 


Fig.  819. 


Ganz  analog  in  den  Bündeln  von  Strahlen  und  Ebenen, 
wo  ein  fünfter  Strahl  in  Bezug  auf  vier  andere,  die  nicht  zu 
drei  in  einer  Ebene  liegen,  respective  eine  fünfte  Ebene  in 
Bezug  auf  vier  andere,  die  nicht  zu  drei  durch  einen  Strahl 
gehen,  durch  die  Doppel  Verhältnisse  der  Ebenenbüschel,  re- 
spective Strahlenbüschel  bestimmt  wird,  die  mit  je  einem  von 
den  gegebenen  Elementen  von  den  jedesmal  übrigen  erzeugt 
werden*  Nach  dem  Vorigen  bedarf  das  Letztere  keiner  be- 
sondern Entwicklung,  die  Betrachtung  der  ebenen  Systeme 
genügt. 

Man  hat  in  Fig.  219^.  im  Dreieck  A^,  A^,  A^  für  P  und 
Fig.  219**.  im  Dreiseit  «,  a.^  a^  für  p  respective 
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(^,  .  A^A^  EP) 


{A^A^E.P,), 
(A.A.E^P^), 


(^3  .  Ai  A^EP)  =  {A^  A^E^P^). 

Sind  dann  ^j ,  ej ,  e.^  die  Ab- 
stände des  Punktes  E  und  eben 
so  Pi,  P2f  P3  die  des  Punktes P 
von  den  Geraden  -^2-^3^  ^3^1 ; 
u4,  ^2  respective  oder  sind  ali- 
gemeiner e,,p,;  ^21/^2;  ^37  /^3 
die  in  gleichen  Kichtungen  ge- 
messenen Längen  von  E  und  P 
aus  bis  zu  jenen  Geraden;  so 
haben  die  vorstehenden  Dop- 
pelverhältnisse die  folgenden 
Werthe 


e.. 


e. 


Ps P2  *  ^2 5? 

P2       P3  •  ^3       ^3 
Pi       P3  '  ^3       ^ 

P3      Pi  •  ^1        ^1 
P2  _P!  '  g|  ^  ^ 

Pj  P2  •  ^2  •*'2 


(«i  .  a,^a^ep)  «=  (^j^j^i^i); 
(«2  •  a^a^ep)=  {A^A.^-R.^-p.^), 

(«3  •  at«2^P)  =  (^2^1  ^3^3)- 

Sind  dann  f, ,  fj;  ^3  die  Ab- 
stände des  Strahls  e  und  ebenso 
n^y  ^2  7  %  die  des  Strahls  p 
von  den  Punkten  «2^3;  ^3^1? 
öjöj  oder  ^, ,  A^f  A^  respec- 
tive oder  sind  allgemeiner  fj , 

^1)  ^2;  ^2)  £3;  ^3  die  in  zwei 
bestimmten  Richtungen  ge- 
messenen Längen  von  diesen 
Punkten  bis  zu  e  und  p,  so 
haben  die  vorstehenden  Dop- 
pelverhältnisse die  Werthe 

!3    .  !?3  _. 
62    ■  7t^ 


S< 


7t, 


7C, 


«2 

«2 

«3 

«3 

»3 

«3 

W, 

«1 

ir, 

«1 

«2  :  «j 


I3' 


Dass  das  Product  derselben  und  somit  der  vorigen  Grup- 
pen von  Doppelverhältnissen  die  Einheit  ist;  giebt  Sätze  über 
die  Beziehung  des  Dreiecks  der  Ai  oder  a,-  zu  einem  Punkte; 
respective  einer  Geraden;  wenn  man  E  oder  e  geeignet  wählt 
(vergl.  1.;  2.). 

Nun  sind  oc^,  X2j  a:^,  respective  |, ,  §2;  I3  drei  algebraische 
Zahlen;  welche  die  Lage  von  P  in  seiner  Ebene  durch  A^, 
A2,  A^j  E  und  die  Lage  der  Geraden  p  durch  a,,  Oj;  *^3  ^^d 
e  bestimmen;  d.  h.  die  Coordinaten  des  Punktes  P  re- 
spective der  geraden  Linie  p  der  Ebene  —  und  insofern 
sie  durch  drei  Einheiten  «, ,  ^j;  ^3>  respective  «, ,  fj;  ^3  Aus- 
gedrückt werden;  die  trimetrischen  Coordinaten  eines 
Punktes  und  einer  Geraden  der  Ebene. 

Ist  P  in  Ey  so  ergeben  sich         Ist  p  in  e,  so  ergeben  sich 
aus  p^  t=  e^y  etc. 

ar,  =  a-^  =  ajj  =  1 


aus    TTi 


C|  •  eic* 


ii  =  ij  =  ij  =  1 
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und  fkann  somit  als  der  E  in- 
heitpunkt  des  Coordinaten- 
Systems  bezeichnet  werden. 

Für  P  in  A^A^  ist  P|  =  0 
und  also  ar,  =  0, 

^  =  oo,  ^  =  0, 


und  e  kann  als  die  Einheit- 
gerade des  Coordinatensj- 
stems  bezeichnet  werden. 

Für  p  durch  a^a^  oder  A^ 
ist  TT,  =  0  und  daher  Ij  =  0, 

=  <x>,  —  =  u, 


^2  __^  P'l  •  ^2  

*3         Pa  •  ^3 


1  • 


h 

3 


i 


'^S  •  *3 


'!• 


Ebenso  für  P  in  A^A^ 
a:,  =  0,  ^»  =  ?^Ll^  =  ;t, 
und  für  P  in  -r<|y^2 

Für  />  in  ^j  folgt 


Ebenso  für  p  durch  A. 


und  für  p  durch  A^ 


It 


»2  '  ^2 


^3- 


Für  p  in  a^  folgt 


o:. 


0,  0:3  =  0,  a^i  =~-,  etc.      ^2  =  0,  ^3  =  0,  J,  =  -^;  etc. 


wenn  z.  B.  A,  die  der  Ecke  A^  oder  der  Seite  aj  des  Funda- 
mentaldreiecks A^A^A^  oder  a|a2^3  entsprechende  Höhe  des- 
selben und  e^j  c,  respective  die  entsprechenden  Höhen  des 
Dreiecks  A^A^E  und  Dreiseits  «2^3^  sind.  Die  Coordinaten 
Xiy  ii  bleiben  für  die  Bestimmung  im  Strahlen-  und  Ebenen- 
Bündel  unverändert  brauchbar,  wenn  dieselben  auf  Funda- 
mental-Elemente  bezogen  werden,  welche  die  projicierenden 
der  Fundamental-Elemente  des  ebenen  Systems  sind. 

1)  Ist  E  der  Schnittpunkt  der  Geraden  von  den  Ecken 

nach  den  Mittelpunkten  der  Qegenseiten  des  Dreiecks 

(Schwerpunkt),  so  ist 


sinA^AtE   sinA^AtP 


ij^i 


2-"! 


sinA^A^P   A^A^ 


{^i'A^zEP)       8inA.^A^E' sinA^A^P  sinA^A^P   A^A^ 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  der  beiden  andern 
Doppelverhältnisse  liefert  das  Product  derselben  die 
Relation 


$in  A^A^  P*  sin  A^  A^P  •  sin  A^A^P 
sin  A^A^  P  •  sin  A^A^P  •  sin  A^  AJP 


_l_^3^r_^i^2-^A 

^2i',.  ^3^2 -^1^3 
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I  Ist  e  dio  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene,  so  wird 


U3^,B,P,)=- 


und  mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  der  beiden  andern 

Doppelverhältnisse  gicbt  ihr  Froduct- 

•^aPi  ■  A.^T.i  -.^iP.,  _  j 

^jPl  ■  ^,"P.j  ■  ^,P3  ~ 

Diess  sind  die  Hauptsätze  der  Theorie  der  Transversalen. 

3)  Denkt  man  zu  den  Punkten  F,-  der  Geraden  in   den 

Seiten  des  Dreiecks  die  conjugiert  bärmoDischen  i*,-  in 

Bezug  auf  die  jedesmaligen  Ecken,  so  folgt  wegen 

;^=,„  -kll 
durch  Substitution  in  die  letzte  Relation  unter  2) 


A,P,  ■  A.P, 


A.P..  A,P, 


=  -  1, 


die  Relation  unter  1);  d.  h.  die  Geraden  ^|/*,,  A^P^, 
A^P^  schneiden  eich  in  einem  Funkte  P.  Man  sagt, 
dieser  Punkt  P  und  die  angenommene  Gerade  p  seien 
an  allen  Ecken  und  auf  allen  Seiten  des  Dreiecks  der 


Ai  oder  a,-  von  einander  harmonisch  getrennt. 
4)  Man  construiert  zu  einem 
Punkte  in  Bezug  auf  ein 
Dreieck  die  harmonische  Ge- 
rade oder  zu  einer  Geraden 
den  harmonischenPiinkt,  nach  \ 
der  Methode  derConstruction 
harmonischer  Gruppen;  aus 
P  die  harmonische  Gerade  in 
Bezug  auf  J^A^A^  am  ein- 
fachsten so :  Ziehe  A^  P,  A^  P, 
A.^P  bis  zu  den  Gegenseiten 
in  i»!,  Pj,  i*,;  schneide  P,Pj 
mit  AfAj  inPjf  Pj/*,  mit^a^j 
in  P,,  so  ist  PjP,  die  har- 
monische Gerade.  (Fig.  220.) 

Fledlai,  DantaUiiida  Oeonetri«. 


2-) 
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134.  Denken  wir  ferner  in  Erweiterung  der  Annahmen 
des  §  132.  das  Dreiek  A^A^A^  mit  dem  Dreiseit  a^a^a^  in  der 
Art  identisch^  dass  die  £cke  Ai  des  ersten  der  Schnittpunkt 
der  Seiten  aj^  au  des  Letzten -ist  und  dass  zugleich  die  Ein- 
heitgerade e  auf  allen  Seiten  und  an  allen  Ecken  desselben 
vom  Einheitpunkte  E  harmonisch  getrennt  sei  (§  133.;  3.),  so 
ist  (Fig.  221.) 


f  =  (^3^,iriP0,  \-  =  (^i^aB^P,),  1^  =  (^,^,B3P3)  5 

53  §1  §2 

-  1  =  (^2  ^3E,  E^         =  (^3  A,  B2  ^2)         =  (^i  A.{&^  ^3). 


■Kl  o' q»«^"      -ji 


— 4» o_ 


I   t 

I    f 
I'  ' 


Man  erhält  durch  Multiplication  der  entsprechenden  Paaro 


\~3—Z— 1-1/7  fc 

53  5l 

Verbindet  man  damit 


I2 


•4:3  a;^  x^ 

SO  erhält  man  durch  Multiplication  der  entsprechenden  Paare 
und  bildet  daraus  drei  Gruppen  wie 


^2^2 (JJTip\  ^3^3 

53**'3 


ll^l 


■~  V~Z~  —  (^2 -^3^1  A) ;  I-^t:^  (^3  "^I  ^2  ^2)  • 


b3'''S 


3'*3 


63^ 


3*^3 
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Sobald  der  Punkt  P  in  der  Qeraden  p  liegt;  oder  p  durch 
P  geht,  liefert  jede  dieser  Gruppen  durch  Addition  die  Ein- 
heit als  Summe*,  man  hat  z.  B.  nach. der  perspectivischen 
Lage  der  Reihen  für  das  Centrum  P 

{A,A,P^1?^)  =  {A.P.A^'P,)  =  {A^V,A,,P,) 

und  die  Summe  zweier  Doppelverhältnisse  derselben  Gruppe 
von  vier  Elementen;  die  sich  wie  {A^A^V^P^)  und  {A^V^A^P^) 
nur  durch  Vertauschung  der  mittlem  Elemente  unterscheiden; 
ist  stets  Eins.  Wir  beweisen  diess,  indem  wir  die  Reihe 
A2  A^  P,  Pj  so  projicieren,  dass  das  Bild  von  P,  unendlich  fem 
liegt,  d.  h.  von  einem  beliebigen  Centrum  6  auf  eine  zu  6P, 
parallele  Gerade;  die  Summe 

{A^A^V.P,)  +  {A^V.A^P,) 
wird  dann 

^2  ^1     "1    ^3  ^  ___  -^.J  5l  1 

Unter  den  für  unsere  trivietrischen  Coordinaten  gemach- 
ten Voraussetzungen  ist  also  immer  für  einen  Punkt  P(a', ,  x^y  ^2) 
und  eine  Gerade  p(^i,  I2;  ^3)?  wenn  jener  in  dieser  liegt  und 
nur  dann 

-  ^-'-^'^''^  =  1  oder  |,a:,  +  h^,  +  l,x,  =  0. 

§3*3 

1)  Sind  die  §,•  constante  Grössen  a^j  a^,  a^,  so  gilt  für 
die  Coordinaten  o:,  aller  Punkte  der  durch  sie  nach 
§  133.  bestimmten  Geraden  die  Gleichung 

a^Xi  +  a^X2  +  «3^3  =  0; 

die  man  als  die  Gleichung  der  Geraden  ((Xj;  a^,  a^) 
in  trimetrischen  Punkt- Coordinaten  zu  bezeichnen  hat. 
Ihre  Coefficienten  sind  die  trimetrischen  Linien-Coor- 
dinaten  der  Geraden. 

2)  Sind  die  Xi  constante  Grössen  a, ,  aj,  «3;  so  gilt  für 
die  Coordinaten  |,-  aller  Strahlen;  welche  den  durch  sie 
nach  §  133.  bestimmten  Punkt  enthalten;  die  Gleichung 

33* 
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die  Gleichung  des  Punktes  in  trimetrischen  Li- 
nien-Coordinaten ;  ihre  Coefficienten  sind  seine  trime- 
trischen Punkt-Coordinaten. 

3)  Einheitlinie  e  und  Einheitpunkt  E  haben  die  Gleichungen 

«1  +  ^\  +  ^3  =  0;  ll  +  62  +  ^3  =  0. 

4)  Jede  Gerade  durch  den  Fundamentalpunkt  A^  etc.  hat 
eine  Gleichung  von  der  Form 

5)  Die  Strahlen  03^2  ~h  ^3^3  "=  0  und  «3^2  —  ^3^3  =  0 
sind  conjugiert  harmonisch  zu  den  durch  A^  gehenden 
Fundamentallinien. 

6)  Die  Gleichung  des  Fundamcntalpunktes  A^  ist  gj  =■  0. 

135.  Wenn  wir  eine  Seite  A,^A^  oder  fl^  des  Fundamen- 
taldreiecks A^A^A»^  als  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
voraussetzen  (Fig.  222.),  so  ergiebt  sich 

für  die  Liniencoordinaten 


für  die  Punktcoordinaten 

«1  = 

=  p,  :  e. 

=  1; 

X.2 

=(00^, 

Ä,i>s)  = 

-(00^, 

£,P,)= 

ia«  Jit2  ' 

T,, 


X. 


Die  Geraden  PP^y  EE^]  PP^, 
EE^  sind  respective  parallel 
zu  A^  A^f  A^  A^  und  die  Zahlen 
x^f  x^  sind  die  Längenzahlen 
der  mit  den  Einheiten  A^E^, 
A^  E2  respective  gemessenen 
Abschnitte  A^P^  und  -^1^2- 
Denkt  man  endlich 

A^  E^  =  A^  E2 

als  die  Einheit  des  Längen- 
maasseS;  sodass  E  in  der  Hal- 
bierungslinie des  Winkels  der 
beiden  Fundamentallinien  oder 
Axen  liegt,  so  hat  man  als 
Specialfall    der   trimetrischen 


ll 
ll 

(^.ooEjPs)« 

^3_ 

(^,ooBjP,)  = 

^,P, 

und  da  wegen 

(oo^iEjl^j) — (A^odE^E^) 1 

A^B2= 

-     A\Ej,  ^lEa- 

^1^3 

ist,  so 

hat  man 

^7 
1. 

1            l3_ 

1 
^,P,' 

A^i 

A^I 

d.  h.  die  Zahlen  ^ ,  ^   sind 

die  negativen  Reciproken  der 
Längenzahlen  der  Abschnitte 
AiT^f  y^jPj  der  Geraden  in 
den  Fundamentallinien  A^A^y 
A^A^y  gemessen  mit  den  Ein- 
heiten Ay^  E^  und  A^  Aj  respec- 
tive. 
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die  gewöhnlichen  Cartesi- 
schen  Farallel&oordina- 
ten  des  Punktes  —  schief- 
winklig oder  rechtwinklig  je 
nach   dem  Winkel  der  Axen 

ji^A2f  A^A^,  Man  nenne  i^|P2=^ 
die  Abscisse  und  A^P^=:^y  die 
Ordinate  des  Punktes  P.  Die 
Gleichung  der  Geraden  in  sol- 
chen Punktcoordinaten  ist 

«1  +  «2!/  +  «30:  =  0 
oder  Ax+  By  -\-  C  =  0. 

Die  Grössen  A  :  C  und  B  :  C 
sind  die  Plücker'schen  Coor- 
dinaten  der  Geraden. 


Mit  A^  E;^  =  ^1 E2  als  Län- 
geneinheit erhält  man  als  Spe- 
cialfall der  trimetrischen  die  ge- 
wöhnlichen  Plücker'schen 
Liniencoordinaten.  Setzen 
wir 


A'^z 


=  1? 


80  wird  die  Gleichung  des 
Punktes  in  solchen  Unien- 
Goordinaten 

i«?£  +  y^  +  1  =0; 

die  Grössen  x  und  y  sind  die 
Cartesischen  Coordinaten  die- 
ses Punktes. 


Flg.  »8. 


1)  Die  elementaren  Coordinatensystcme  von 
Cartesius  und  Plücker  gehen  aus  denen  der 
allgemeinen  projectivischen  Coordinaten 
durch  eine  und  dieselbe  Centralprojection 
hervor,  nämlich  auf  eine  Ebene,  die  der  pro- 
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jicierenden    Ebene    einer    Fundamentallinie 
parallel  ist.    Wie  ist  dieselbe  weiter  zu  bestimmen? 

2)  In  den  elementaren  Coordinatensystemen  vertritt  die 
Wahl  der  Längeneinheit  und  die  Festsetzung  des  po- 
sitiven Sinnes  in  den  Axen  die  Bestimmung  des  Ein- 
heitpunktes E  und  der  Einheitliliie  e, 

3)  Wenn  man  die  Auffassung  2)  voraussetzt,  so  gelangt 
man  durch  eine  beliebige  Centralprojection  der  elemen- 
taren Coordinaten  zu  den  trimetrischen  Coordinaten. 

4)  Der  Uebergang  von  der  Coordinatenbestimmung  in 
der  Ebene  zu  der  Coordinatenbestimmung  im  Strahlen- 
und  Ebenen-Bündel  erfordert  die  Einführung  der  drit- 
ten Seite  des  Fundamentaldreiecks,  ob  auch  als  un- 
endlich ferne  Gerade  ihrer  Ebene. 

5)  Eine  durch  den  Anfangspunkt  A^  der  Coordinaten 
gehende  Gerade  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

•     die  Axen  sind  dargestellt  durch  x=0,  respective  y=0. 

6)  Ein  unendlich  femer  Punkt  der  Ebene  hat  eine  Glei- 
chung von  der  Form  « J -f- /3iy  =  0;  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  Axen  sind 

1  =  0,  respective  iy  =  0. 
136.  Damit  die  Gerade 

den  Punkt  öC^i?  ^2;  ^a)  ^^^  ^^^  Punkt  Ä(zi,  Zj,  z^)  enthalte, 
hat  ihre  Gleichung  die  Bedingungen  zu  erfüllen 

und  man  erhält  die  Gleichung  der  Verbindungslinie 
QRj  indem  man  zwischen  den  drei  geschriebenen  Gleichungen 
I, ,  I2;  S3  eliminiert.  Dicss  geschieht,  indem  man  dieselben 
mit  solchen  von  den  |,  unabhängigen  Factoren  multipliciert, 
dass  in  der  Summe  der  Producte  die  Coefficienten  von  zweien 
der  Grössen  |, ,  l^;  ^3  gleichzeitig  verschwinden,  da  dann  die 
dritte  durch  Division  wegfällt  und  ein  nur  von  den  x,  t/,  z 
gebildeter  Ausdruck  gleich  Null  bleibt. 

Man   erhält    solche   Factoren   wie   folgt.     Aus  je    zwei 
Gleichungen  des  Systems 
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Sl^2+  ^2^2  +  Is2^2  =  0, 
5i^3+  ^2^3+  $3^3  =  0, 

z.  B.  den  ersten^  kann  man  die  Verhältnisse  von  |,  ^  $2?  ^^  ^^' 
stimmen;  indem  man  nacheinander  g^;  ^3  zwischen  denselben 
eliminiert;  durch  Multiplication  mit  1/2  und  —  y^ ,  mit  z,  und 
—  Zy  respective  und  nachherige  Addition.    Man  erhält  so 


5l   •  §2  •  §3  ""^  I  ^ 


^1 ;   ^2 


^1;    ^2 


«ZT«  ;    Xn 

Uly  y-z 


und  daher  durch  Substitution  in  die  benutzten  Gleichungen 
die  Identitäten 


0-, 


u7fi 


+  y, 

yi>y2 

+  ^2 

2,;     ^2 

ojj  ;  ar2 


yi;  y2 


^\  f  ^2 


y\}  y^ 

Multipliciert  man  also  die  Gleichungen 

i\^\     I     b2^2     \     53^3  =^^  ^7 

liyi  +I2y2  +  13^3  —  0; 

Sl  «1  +  ^2  «2  +  «3  2^3  =  0 


=    0; 


=  0. 


mit  den  Factoren 


2,,     Zj 


^l>^2 


yi  ^  ^2 

1 2j ;  Zj  I     I  aTj ;  .Tj  I      y\}  y^ 

80  verschwinden  in  der  Summe  der  Producte  die  Coefficienten 
von  $j  und  §2  ^^^^  ^^^  erhält  für  dieselbe 


Ssj^j 


yi;y2 

^1?    ^2' 


+  ^3 


^U    ^2 


+   2^3  1 


«I«4  ;    OCn 


Vi*  Vi 
£ben80  bildet  man  die  äquivalenten  Formen 


}.o. 


ar, 


Xf, 


\y27yz 

'^2  9  ^3 

1^3)^1 
1*3^   ^1 


+  ^2 


I 


^2>    ^3] 
^2  ;  ^3  I 


^3>    ^1 
1  ^3  ;  ^1 


+  ^1 
+  ^2 


^2>  ^3 
y2>    ^3 

0-3;  a:| 


0, 


=0. 


1^3»  yi 

Sie  sind  äquivalent  mit 

'»^iy2*3  —  «iy3«2  +  yi«2*3  —  yi«3«^2  +  *i'>^2ys  —  *i«3y2 

und  man  schreibt  sie  in  Form  der  Determinanten 


0 
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y\j  Vi)  ys 


=  0; 


ihre  Entwickelung  bildet  man  nach  dem  Schema 

1  2  %  \  2 

\   X    x    / 

Vi   Vi   ys   »1    Vi 
/    X    X    \ 

Z|        ^2        ^3       ^1       ^2 

wobei  die  drei   von  oben  links   nach  unten  rechts  gehenden 
Diagonalen  drei  positive ^  die  andern  negative  Glieder  geben. 
Die  Elimination  der  $,  zwischen 

^161+^1^2+^1^3  =  0,  a^2  61+^2^2+^2 ^3  =  0,  ^361+1/362+^363=0 

giebt  offenbar  durch  Multiplication  mit  den  entsprechenden 
Factoren  die  Summe 


63  Y 


Z,  ,   Xy 

^2  7  ^2 


+  ': 


0, 


welches  nach  derselben  Schreibart  nichts  anderes  ist  als 


0. 


^i  7  yi >  *i 

^2;  t/2}  ^2 

Ebenso  liefert  die  Elimination  der  x  zwischen  den  Gleichungen 
^161  +  ^»^262  +  ^363  =  0,   x^riy  +  x^ri^  +  0:3 1?3  =  0, 

^l?l  +a?2?2  +  «^3?3  =  0 

die    Gleichung    des    Schnittpunktes    der    Geraden 
qiriyj  1^21 1^3)  und  r(fj,  fj;  ^3)  ^^  ^^^  analogen  Formen 


6u  62;  63 
ni9  ^2;  ^3 

i\}  ^2)  93 


61 ;  ^1  7  ?1 

-0, 

62;  '?2;  ?2 

63;  Vzy  ?3 

=  0.*) 


*)  Nach  der  angegebenen  Entstehung  wird  der  Nullwerth  einer  sol- 
chen Determinante  nicht  geändert,  wenn  man  alle  Elemente  einer  Reihe 
oder  Zeile  mit  demselben  Factor  multipHciert.  Die  entwickelte  Form 
zeigt,  dass  man  durch  die  angegebene  Operation  die  Determinante  selbst 
mit  diesem  Factor  multipliciert  hat.  Dieselbe  Bemerkung  gilt  auch  für 
die  Determinanten  in  §  141.  und  allgemein. 

Ebenso  ergiebt  sich:    Die  Determinante  ist  Null,  wenn  die  entspre- 
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Unter  denselben  Bedingungen  liegen  drei  Punkte  x^  y,  z 
in  einer  Geraden,  respective  gehen  drei  Gerade  |,  i^,  f  durch 
einen  Punkt. 

1)  Die  Entwickelungen  des  Textes  geben  für  die  Auf- 
lösung von  zwei  linearen  Gleichungen  mit  zwei  Un- 
bekannten 


die  Formeln 


^21 


X^  -)-  (121X2  Cj 


.Ti 


I  ^2  >  «22 
!«I1?  «12 
I  «21  7  «22 


;     ^2 


«11;  ^1 
«21 >    ^2 


«11?  «12 
«2U  «22 


Man  erhält  damit  für  den  Schnittpunkt  der  Geraden 
5«)  —  2x2  —  10^3  =  0,  — «i  +  2«2  -f-  4a:j  =  0 

die  Coordinaten 

—5,-10 


X, 


^{A^A.^^P^)^ 


1, 


X 


:^  ^  (^A^A^E^P^)  = 


—  2,  —10 
2,       4 

—2,   -5 
2,       1 


5 
6' 


or 


2 
3 


-2,  -10 
2,       4 

und  construiert  den  Punkt  nach  §  133.  als  Schnitt- 
punkt der  Geraden  A^P^,  -^2^2* 

Man  übertrage  diess  in  Cartesische  Coordinaten. 
2)  Ebenso  für  die  Verbindungslinie  der  Punkte 

3^1  -  I2  +  6^3  =  0,  Si  +  51,  +  41,  =  0, 


3      « 


8 


• 

3)  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  (a:,  ,y,),  (0:2,^2)  ^^* 


chenden  Elemente  zweier  Reihen  oder  Zeilen  tibereinstiinmen;  die  Deter- 
minante ändert  ihren  Werth  nicht,  wenn  zu  den  Elementen  einer  Reihe 
oder  Zeile  gleiche  Vielfache  der  entsprechenden  Elemente  einer  andern 
Reihe  oder  Zeile  addiert  werden. 
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«j  y» 


1 


s, 

n, 

1 

In 

^t> 

1 

I2, 

Vi> 

1 

a:j ,  yj ,  1 :  =  0   oder 

•'^(yj  —  ^2)  +  y{^2  —  ^1)  +  (^1^2  —  ^'2^1)  =  0; 

ebenso  der  Schnittpunkt  der  Geraden  (^,7  i2i)>  (^2^  ^2) 


=  0. 


4)  Die  Determinanten  des  Textes  in  der  zweiten  Schrcib- 
art;  bei  welcher  die  Zeilen  der  ersten  als  Reibjcn  er- 
scheinen und  umgekehrt;  erscheinen  als  Resultate  der 
Elimination  der  /,  m,  n  respective  der  A,  |x,  v  zwischen 

Ix^  +  my,  +  nz^  =  0,  Ix.^  -f  ^V^  +  «^2  =  0, 
^5i  +  f*^i  +  ^fi  =  0,  Agj  +  ft»?2  +  v?j  =  0, 

Man  erhält  aus  der  ersten  Gruppe  für  die  Coordina- 
ten  eines  beliebigen  Punktes  der  geraden  Linie  vom 
Punkte  y  nach  dem  Punkte  z  die  Werthe 


my,-|-  nzi 

«'I  ,  ) 


aus  der  zweiten  für  die  Coordinatcn  eines  Strahls  aus 
dem  Schnittpunkt  der  Geraden  ly  und  f  die  analogen 

i-- ^— • 

Für  die  Substitution  in  Gleichungen,  welche  in  den 
Xy  respective  den  |  homogen  sind,  darf  der  Factor 
—  1  :  /,  —  \  :  X  respective  unterdrückt  werden. 
5)  Wenn  drei  Punkte  x^  y,  z  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  respective  wenn  drei  Gerade  S>  ^j  ?  durch 
einen  Punkt  gehen,  so  bilden  die  *mit  Constanten  ct 
multiplicierten  Gleichungen  derselben  die  Summe  Null. 
Der  ausgesprochene  Satz  iftt  nur  ein  andrer  Ausdruck 
des  vorigen.     Denn  es  ist 

^1  («i  ^1  +  ^ih  +  ^z'k)  +  ^2(^1  Si  +  ^2^2  +  l^aSa) 
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nur,  wenn  gleichzeitig 

0,0:3  +  Cj^a  +  c^z.^  =  0 
sind,  d.  h.  wenn 

3?2  j  ^2  ?   *2     ^^^  '^' 

6)  Die  Elimination  von  /  zwischen  zweien  Gleichungen 
der  ersten  Gruppe  in  4)  giebt  z.  B.  für  die  ersten 

m{x.^tj^  —  ^1^2)  +  n(xoZ^  —  Xi  z.^)  =  0,  ^ 


also 


m 
n 


0?2  ^1  *^l  ^ 

^2^1  •''^1^2 

und  analoge  Werthe  aus  den  übrigen  Paaren. 

Der  gewon'&ene  Ausdruck  führt  zur  geometrischen 
Interpretation.     Es  ist 


m 
n 


•      \ x^     '2I 

^_h     1  -  jA^A^A^EP)  :  {AyA^A^ER) 

y,  ■  1  —  {ÄyA^A^EP)  :  (a^-A^'Ä^EQ) 

j^    \  —  {d^^^A^A^P) «j^    {A^A^nA^£) 

~        tj/l-{AyAiA^QP)~~        yj  ;  ÖV ^1 0^2^ 
d.  h. 


m 


.-=-„•  i^y^2fQR)  =  (^t  ^J?Ä).  (Fig.  223».)    . 

Für  Cartesische  Coordinaten  werden  die  Strahlen 
von  ^3  nach  P,  Q,  R  Parallelen  zu  einer  Coordina- 
tenaxe  (Fig.  223**.)  und  A^A.2  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade, 2,  =  yj  =  1 ,  also 

-„  =  -  («»^^^^  =  --Pö 

das  negative  Theilverhältniss  des  Punktes  P  in  der 
Strecke  der  gegebenen  Punkte  —  wie  leicht  direct 
aus  der  Figur  folgt. 
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7)  Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  der  zweiten  Gruppe 
in  4)  folgt 

^        l2^i  — Si^2  Vi    i_|l:!?L 

_  __  ^     1  -  K-^jEaPg)  :  (A,A, B3B3) 
^1    i  —  i^2  A  B3  P3)  :  (^2  ^j  B3  Q3) 

Fig.  223. 


4,     ^\  %\    Jii~ 

Für  Plücker*8che  Coordinaten  beweist  man  leicht  direct 
^  =  -(^,P,QsH,);  (Fig.  223«.) 


denn  man  erhält 


und  wegen 


V     S  —  Si     n—nv 


1;  =  — 


-^1  ^3  -^1  ^3 


;  «?2=  — 


^1^3 


-  V^  + 


(l   _         ^iBg  ^1^3   ^  ^lQ3(-^|B3+^3^l) 

1  ^iBjC^iQg+Pg^,) 


=  _  :^^  :  ?»^ 

-^iBg     P3B3 


(^jPaQjBj). 
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137,  Wir  fragen  ehe  wir  weiter  gehen  nach  der  geo- 
metrischen Bedeutung  von  homogenen  Gleichungen 
;iten  Grades  zwischen  den  Variabein  ar,  S  respective, 
also  nach  derjenigen  von  homogenen  Gleichungen  n^^  Grades 
zwischen  zwei  Variabein  x^y  x^  oder  $, ;  I2  ^^^  solcher 
zwischen  drei  Variabein  x, »  ar.^,  x^  oder  |j,  g^,  I3.  Bei 
zwei  Variabein  genügen  der  Gleichung  n  reelle  oder  nicht 
reelle  (complexe)  Werthe  des  Verhältnisses  «,  :  x^  oder  J,  :  J^ ; 
welches  als  Unbekannte  der  Gleichung  anzusehen  ist;  jeder 
derselben  bestimmt  ein  Element  des  Gebildes  ^  auf  das  sich 
die  Variabein  beziehen.  Eine  homogene  Gleichung  n^^  Grades 
zwischen  zwei  Variabein  stellt  also  geometrisch  eine  Gruppe  von 
»Elementen  in  einem  Grundgebilde  erster  Stufe  dar —  wenn  wir 
sowohl  den  reellen  als  den  complexen  Wurzeln  sotche  Elemente 
entsprechend  denken.  Die  algebraischen  Eigenschaften  der 
Gleichung  geben  geometrische  Eigenschaften  dieser  Gruppe. 

Betrachten  wir  die  homogene  Gleichung  n^^  Grades  zwi- 
schen drei  Variabein  an  dem  Beispiel  der  ebenen  Systeme^ 
zunächst  in  Punkt-Goordinaten.  Sie  ist  die  analytische  Dar- 
stellung einer  Curve  n^«''  Ordnung. 

Denken  wir  um  einen  der  Fundamentalpunkte  z.  B.  ^, 
eine  Gerade  sich  drehend;  bis  sie  in  sich  zurückkehrt ^  so 
hat  in  jeder  ihrer  Lagen  dasVerhältniss  x^ix^  für  ihre  Punkte 
einen  bestimmten  constanten  Werth  und  man  erhält  0:3  als 
ein  gewisses  Vielfaches  von  x^ ;  substituiert  man  diess  für  ar.^ 
in  die  gedachte  Gleichung ,  so  erhält  man  eine  homogene 
Gleichung  n^®*>  Grades  zwischen  x^  und  x^  zur  Bestimmung 
derjenigen  Werthe  des  Verhältnisses  x^  iotj;  welche  beiden 
Gleichungen ;  der  gegebenen  und  der  des  Strahls  aus  Ay  ge- 
nügen; dieselben  bestimmen  Strahlen  aus  A^  und  somit  eine 
Gruppe  von  n  Punkten  in  dem  Strahle  aus  A^ . 

Das  geometrische  Gebilde,  welches  der  homogenen  Glei- 
chung n^^^  Grades  zwischen  drei  Variabein  Xi  entspricht;  ist 
also  eine  stetige  Folge  von  Punkten ;  die  mit  jedem  Strahl 
aus  einem  der  Fundamentalpunkte  n  reelle  oder  nicht  reelle 
Punkte  gemein  hat;  und  dasselbe  gilt  fbr.  jeden  Strahl  aus 
einem  beliebigen  andern  Punkte  oder  jede  Gerade  der  Ebene 
aus  denselben  Gründen.  Diess  geometrische  Gebilde  ist  also 
eine  ebene  Curve  n^^^  Ordnung.  (§  62.) 
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Ebenso  repräsentiert  die  allgemeine  homogene  Gleichung 
^leii  Grades  zwischen  drei  Variabein  |,-  eine  Curve  w**^  C lasse 
in  der  Ebene,  nämlich  eine  Curve  als  Enveloppe  gerader 
Linien;  die  genau  analogen  Betrachtungen  zeigen,  dass  von 
einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  des  Gebildes  n  gerade 
Linien  ausgehen,  welche  dem  Gebilde  angehören,  weil  die 
betreffenden  Verhältnisse  der  Ji  sowohl  der  Gleichung  des 
Punktes  als  der  gegebenen  Gleichung  genügen.  (§  62.) 

Man  sieht  auch,  dass  eine  Gleichung  «**°  Grades  zwischen 
zweien  der  Variabein  des  ebenen  Systems  d.  i.  der  x,-  oder 
1/  der  Ausdruck  der  Gruppe  von  n  Punkten  oder  der  Gruppe 
von  n  Strahlen  ist,  welche  eine  Gerade  oder  ein  Punkt  der 
Ebene  mit  einer  Curve  n^®"^  Ordnung  respective  n^^^  Classe 
gemein  hat.  ' 

Ganz  analog  in  den  Bündeln.  Eine  homogene  Glei- 
chung n^^"  Grades  zwischen  .r, ,  X2,  x^  als  Coordinaten  im 
Strahlen  bündel  repräsentiert  eine  Kegel  fläche  w**^  Ord- 
nung, eine  solche  Gleichung  zwischen  zweien  dieser  Varia- 
bein die  Gruppe  von  Strahlen  dieser  Kegelfläche,  welche  in 
einer  bestimmten  Ebene  des  Bündels  liegen.  Und  eine  ho- 
mogene Gleichung  n*<*"  Grades  zwischen  |, ,  Jj;  I3  ^l^  Coor- 
dinaten im  Bündel  stellt  eine  Kegelfläche  n^^'' Classe  dar, 
eine  solche  Gleichung  zwischen  zweien  dieser  Variabein  die 
Gruppe  von  Ebenen,  welche  diese  Kegelfiäche  mit  einem  be- 
stimmten Strahl  des  Bündels  gemein  hat.  (§  65.) 

Daraus  folgt  dann  weiter,  dass  zwei  Gleichungen  zwischen 
den  (auf  das  nämliche  Fundamentalsystem  bezogenen)  Xi,  re- 
spective den  ^i  stets  eine  der  Zahl  ihrer  gemeinsamen  Auf- 
lösungen für  zwei  der  Verhältnisse  der  Xi  respective  der  |,-  ent- 
sprechende Zahl  von  Elementen  der  ebenen  Systeme  oder  der 
Bündel  repräsentieren;  nämlich  für  die  ebenen  Systeme  und 
die  Xi  die  Gruppe  der  gemeinsamen  Punkte  der  beiden  Cur- 
ven,  welche  die  betrachteten  Gleichungen  einzeln  repräsen- 
tieren ;  für  die  g^  ebenso  die  Gruppe  der  bezüglichen  gemein- 
samen Tangenten.  Ferner  im  Bündel  für  die  «,•  die  Gruppe 
der  gemeinsamen  Strahlen  von  zwei  Kegelfiächen  in  demsel- 
ben, für  die  |i  die  der  gemeinsamen  Tangentialebenen  von 
zwei  solchen  Kegelflächen. 

Gleichungen    zweiten  Grades    zwischen  x^,  x^^  x^   oder 
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Sn  ^2>  ^3  stellen  daher.  Curven  zweiter  Ordnung  respective 
Classe  im  ebenen  Systeme  und"  Kegel  zweiter  Ordnung  oder 
Classe  im  Bündel  dar;  dass  Curven  und  Kegel  zweiter  Ord- 
nung auch  zweiter  Classe  sind  —  man  nennt  sie  darum  eben 
mit  ausschliesslichem  Bezug  auf  den  Grad  ihrer  Gleichungen 
Curven  und  Kegel  zweiten  Grades  —  wird  analytisch  leicht 
bewiesen  (8),  sowie  es  im  Verlauf  unserer  Entwickelungen 
geometrisch  bewiesen  worden  ist.  Zwei  Curven  zweiten  Gra- 
des in  derselben  Ebene  haben  vier  Punkte  und  vier  Tangenten 
gemein  —  entsprechend  den  vier  reellen  oder  'complexen  ge- 
meinsamen Werthgruppen,  die  ihre  Gleichungen  liefern. 

1)  Da  die  allgemeine  homogene  Gleichung  zweiten  Gra- 
des zwischen  drei  Variabein  als  von  der  Form 

sedis  Coefficienten  a,-;t  enthält^  deren  ^Verhältnisse  s|e 
bestimmen^  so  ist  eine  Curve  zweiten  Grades  durch 
fünf  Punkte  oder  Tangenten  und  ein  Kegel  zweiten 
Grades  durch  fünf  Erzeugende  oder  Tangentialebenen 
bestimmt.   (§  25.) 

2)  Die  Gleichung  der  Curre  zweiter  Ordnung  durch 
die  fünf  Punkte  u,  v,  w,  y,  z  entsteht  durch  Elimina- 
tion der  üik  aus  der  Gruppe  von  Gleichungen;  welche 
diesen  Bedingungen  entsprechen, 

«iiWi^H |-2a,2Wi«2  +  ••.  =  0;  etc. 

in  der  Form 

I  a?!  ;  a?2  ;  •*^3  >  ^X^X2}  ^X^Xr^^   ^x^x.^ 
«l^  V;  V>  2miM2,   2m2W3,^w,ii., 

«'t^  »2^  «^3^  ^yj^^,  2v.iV.^y  2v^v.^ 

Wj*,  ^2^,  W.^^,  2«;,  Wj;  2w.^W.^j  2w,  W3 

y\\  y^i  y^i  '^yxy^^  "^y^y^^  "^yxy^ 

1^1  9  ^2  y  H  ;  ^^1^2;    ^^2^3;    2z^z.^ 

Mit  Vertauschung  der  Reihen  und  Zeilen  ist  diese 
Determinante  die  Bedingung  der  Verträglichkeit  der 
Gleichungen 


0. 
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<^l«2^  +  ^2  V  +  ^3«'2^  +'^4  V  +  ^bVT^  +  ^eV  =  0, 

2(c,ir,ar2  +  c^u^u^+  ^3 «'i »2  +  <^4 «'i  «^2  +  ^5 ^i ^2  +  ^6 ^i 2^2)  =  0, 

2(^ia:,a:3  +  <^2«i«3  +  ^3*^1  «^3  +  ^4«'j«'3  +  «^syi^a  + '^c^i  ^3)  =  ^• 
Diese  aber  sind  erforderlich,  damit  sich  sechs  Con- 
stanten a  so  bestimmen  lassen,  dass  die  Summe  der 
mit  ihnen  multiplicierten  Quadrate  der  Gleichungen 
der  sechs  Punkte  x,  m,  v,  w,  y,  z  identisch  Null  sei: 

Also :  Sechs  Punkte  liegen  auf  derselben  Curve 
zweiter  Ordnung,  wenn  die  Summe  ihrer  mit  geeig- 
neten Constanteo  multiplicierten  Gleichungen  Null  ist. 

Und:  Sechs  Gerade  berühren  dieselbe  Curve  zwei- 
ter Ordnung,  wenn  die  Summe  ihrer  mit  gewissen  Con- 
stanten multiplicierten  Gleichungen  Null  ist.  (Vergi. 
§  136.:  5.«  für  drei  Punkte  in  einer  Geraden  und  drei 
Gerade  durch  einen  Punkt) 
3)  Sind  dann  für  eine  Curve  zweiten  Grades  von  sechs 
Punkten  in  ihr  drei  als  Fundamentalpunkte  imd  die 
übrigen  als  Punkte  z,  y,  x  gewählt,  so  muss  die 
Gleichung  in  1)  für  das  gleichzeitige  Null  werden 
von  irgend  zweien  ihrer  Variabein  ermilt  d.  h.  von 
der  Form  sein 

"^1^2 ^3     I     '^2'^Z^\     I     -^3 •'^1^2  ™^  ^' 


^l-f-^-f-^=0. 


oder 

OTj  X2  «13 

Die  Punkte  z,  y  und  x  geben  dann  die  Bedingungen  a) 
Und  die  Verträglichkeit  derselben  fordert  die  Relation  b) 


^1+^+^  =  0, 


z.^ 


r. 


*l  *2  *3 

a)    iL^'k^^^O, 

Vx      y^      y^ 

^  a.  :^  -1-  4i  =  0 


i») 


1    1   1 


X 


Xn 


X, 


Vi 
ar, 


1 


X, 
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^2^1 

•  3^2  y  2  '  »^3^2  5 

^it/i)  ^2^2  7  ^3^2 

a)  2^12:3 

•  ^3  ^2   •  1^3  ^3  5 

b) 

yih>    y^^27    ^3^3 

«jo:, 

:  ^2  ^1  •  2;j  ajß ; 

^l^U   ^2^U   ^1^3 

4)  Dieselbe  Bedingung  macht;  dass  A^XA^YA^Z  ein  Pas- 
carsches  Sechseck  ist,  d.  h.  drückt  aus^  dass  die 
Schnittpunkte  der  Paare  von  Geraden  AyX,  YA^\ 
XA^f  A^Z]  A^Yy  ZA^  in  einer  Geraden  liegen.  Bildet 
man  nach  §  136.  die  Gleichungen  dieser  Geraden^  so 
findet  man  für  den  Schnittpunkt  des  ersten;  zweiten, 
dritten  Paares  die  Verhältnisse  X^iX^' X^  der  bezüg- 
lichen Coordinaten  respective  gleich  den  a)  und  diese 
liegen  in  einer  Geraden  (§  136.)  für  b) 


=  0. 


Die  letzte  Determinante  wird  aber  durch  die  Division 
der  Elemente  ihrer  Zeilen  mit  0:2^2;  ^3^3;  ^1^1  ^^' 
spective  und  der  Elemente  ihrer  Reihen  mit  ^1,^2;  ^3 
respective  mit  der  obigen  identisch.  (Vergl.  §  136., 
Änmerk.)  Ersetzt  man  überall  die  Punktcoordinaten 
durch  die  Liniencoordinaten,  so  giebt  dieselbe  Ent- 
Wickelung  den  Satz  von  Brianchon  für  sechs  Tangen- 
ten eines  Kegelschnitts  und  interpretiert  man  diesel- 
ben Formeln  in  Coordinaten  des  Strahlen-  oder  Ebenen- 
Bündels,  so  hat  man  die  entsprechenden  Sätze  für 
sechs  Kanten  respective  sechs  Tangentialebenen  des 
Kegels  zweiten  Grades.  (§§  27.,  28.,  68.) 
5)  Die  Tangente  einer  Curve  im  Punkte  x  ist  die  gerade 
Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  unendlich 
nahe  gelegenen  Nachbarpunkte  x-^  dx  und  wird  also 
für  X  als  die  laufenden  Coordinaten^ausgedrückt  durch 


X 


1; 


X 


27 
2  7 


X 


3 


Xy^  -j-  dxy ,  X2  +  dx^y  x^  +  dx^ 


=  0; 


diess  ist 


X 


17 
17 


X 


2  7 
2  7 


Xfi 


dxy ,  dx^y  dx^ 


=  0   oder 


X^  {x^dx.^  —  x^dx.^  4"  ••  ==  0. 

Ist  dann  /*(ar,  y  x^^  x^  ^0  oder  f=0  die  homo- 
gene Gleichung  der  Curve  und  sind  /\,  /'j,  f^  die 
Differentialquotienten  derselben   nach   den  Variabein 
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x^,  Xof  Xr^  respective^  so  hat  man  nach  dem  Euler  sehen 
Satze  von  den  homogenen  Functionen 

fi  ^i  +  A^2  +  /3^"3  =  »f  =  ^7 

ans  diesen  aber  durch  successive  Elimination  von  f^ ,  /!, ,  f^ 

(x2  dx^  —  x^  dx^  :  {x^  dx^  —  Xy^  dx.^)  :  (x^  dx.^  —  or.^  dx^) 

=^ /i  •  A  '  h' 
Die  Gleichung  der  Tangente  ist  also 

0)  Die  Gleichung  der  Tangente  eines   Kegelschnitts  (1) 
im  Punkte  x'  ist 

^1  («1 1  ^/+  «12  ^2'+  «13  ^3)  +  ^2  («t2  ^t'+  «22  ^2'+  «23  äV) 
+  «^3  («13^1'  +  «23  <  +  «33^3')  =  0. 

Ist  «'  nicht  in  der  Curve,  so  repräsentiert  dieselbe 
Gleichung  die  Polare  von  x'  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt (1). 
7)  Unter  der  Bedingung 


«II ;  «12;  «13 
«12;  «22;  «23 
«13 >  «23^  «33  i 


=  0 


ist  die  Curve  zweiten  Grades  ein  Paar  von  Geraden. 
8)  Damit  die  Gerade 

ll^:,   +12^2  +  §3^3  =  0 

den  Kegelschnitt  (1)  im  Punkte  x'  berühre,  muss  sie 
die  Bedingungen  erfüllen 

«11^1  T"  «12^2  1  «I3''''3  ^'^^ll? 
«12  ^'1  "1  ^'22^2  "l  «23^3  *==  ^b?^ 
«13^1     "T  «23^2    "r  «33^3    ''^  ^-^Z' 

Eliminiert  man  die  x^,  x,,y  a:.,,  l  zwischen  diesen  vier 
Gleichungen  (§  141.);  so  erhält  man  die  Gleichung 

«tl7  «12;  «13  >  Si 

«12  >.  «22;  «23»  S2  Q 

«13;  «23»  «33;  53 
li;    S2;    S3;  0 
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als  die  Gleichung,  welcher  die  Coordinaten   1,-  aller 
Tangenten  dieses  Kegelschnitts  genügen  müssen. 
9)  Zwei  Gerade  §,  ri  sind  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
(1)  conjugiert;   d.  h.  der  Pol  der  einen   liegt  in  der 
andern,  wenn 


k  ! 

rtj2;  «22?  ^23^  »2  i  


^13 >  '^23;  ^33^  §3  [ 


=  0. 


10)  Man  übertrage  die  Entwickelung  in  2)  auf  eine  Curve 
dritter  Ordnung  tind  erörtere  die  bezüglichen  Sätze 
für  den  allgemeinen  Fall. 

11)  Eine  Curve  n^^^  Ordnung  ist  durch  ^n(n+  3)  Punkte 
bestimmt  und  damit  i(«+l)  («+2)  Punkte  auf  einer 
solchen  Curve  liegen,  muss  die  Summe  der  mit  Con- 
stanten multiplicierten  «**"  Potenzen  ihrer  Gleichungen 
Null  sein. 

138.  Wenn  fünf  Pimkte  v^, ,  ^2>  ^3;  ^4>  ^>  ^^^  denen 
keine  vier  in  einer  Ebene  liegen  oder  fünf  Ebenen  A, ,  Aj, 
A.J,  Aj,  E,  von  denen  keine  vier  durch  einen  Punkt  gehen, 
gegeben  sind,  so  lässt  sich  jeder  weitere  Punkt  respective 
jede  Ebene  des  Raumes  in  Bezug  auf  diese  festen  Elemente, 
durch  Coordinaten  bestimmen,  wie  folgt.  (Fig.  224.,  p.  534.) 

Jeder  Punkt  jP  bestimmt  mit         Jede  Ebene  17  bestimmt  mit 
den  geraden  Verbindungslinien     den  Schnittlinien   von  dreien 


von  dreien  der  Punkte  Ai,  die 
ein  Dreieck  bilden,  drei  Ebe- 
nen, die  nur  ihn  gemein  haben 
und  durch  die  Doppelverhält- 
nisse gegeben  werden  können, 
die  sie  mit  den  drei  festen  Ebe- 
nen durch  dieselbe  Gerade  — 
nämlich   nach  den  übrigen  A 
und  nach  E  bilden;  z.  B.  also 
durch  die  Doppelverhältnissc 
(A^A^'A^A^EP), 
{A.,A^>A,A,EP), 
{A,A,^A,A,EP) 
ist  der  Punkt  P  bestimmt. 


der  Ebenen  A,-,  die  ein  Drei- 
kant bilden,  drei  Punkte,  die 
nur  sie  gemein  haben  und  durch 
die  DoppelverhäUnisse  gege- 
ben werden  können,  die  sie 
mit  den  drei  festen  Punkten 
in  derselben  Geraden  —  näm- 
lich in  den  beiden  übrigen  A 
und  in  E  bilden;  z.  B.  also 
durch  die  Doppelverhältnisse 
(A,A2.A3A4Ei7), 
(AjAj.A.A.EU), 
(A3A1  •  A^A^^II) 
ist  die  Ebene  77  bestimmt. 

84  ♦ 
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Bezeichnet   man  durch  e^, 

^2;  ^Z9  ^4  ^^^  Abstände  des 
Punktes  E  von    den  Ebenen 

respective  und  durch  pj,  /?2, 
/?3,  P4  die  entsprechenden  Ab- 
stände des  Punktes  Py  oder 
allgemeiner  sind  et  und  j9<  die 
in  disrselben  Richtung  gemes- 
senen Längen  von  E,  respec- 
tive P  bis  zur  Ebene  AjAkAi^ 
so  hat  man 


Bezeichnen  fj ,  s^y  f 3 ,  t^  die 
Abstände  der  Ebene  U  von 
Punkten  A^  A3  A4 ,  A3  A4  A,  j 
A4A1A2;  A1A2A3  respective 
und  Äj,  Ttj,  ?f3,  %j^  die  entspre- 
chenden Abstände  der  Ebene 
Tly  oder  allgemeiner  die  £,-  und 
TTt  die  in  bestimmten  Richtun- 
gen gemessenen  Längen  von 
den  Ecken  des  Fundamental- 
tetraeders bis  zu  den  Ebenen 
E  und  Ily  so  hat  man 


{A,A,  .  ^3^4^/>)  =^,        (A,A2  .  A3A4B77)  = 

Pa  •  ^4 

Pl    •    ^l 

{A,A,.A,A,EP)=P^ 


TT« 


und  kann  setzen 


Pi 


«4 

«4 

«4 

«4 

«, 

«1 

«i 

«l 

«4 

«4 

Pi  *  ^i *^i) 

so  dass  ^1  >  ^2;  ^3;  ^4  ^i^r  Zah- 
len bezeichnen,  deren  Verhält- 
nisse den  Punkt  P  in  Bezug  auf 
die  fünf  Fundamentalpunkte 
bestimmen  und  durch  diesel- 
ben construieren  lassen.  Sie 
sind  als  tetrametrische  Co- 
ordinaten  des  Punktes  P 
zu  bezeichnen;  die  vier  Maass- 
stäbc;  nach  denen  sie  gemessen 
werden,  bestimmt  der  Punkt  E 
durch  seine  Lage  gegen  die 
Flächen  des  Fundamentalte- 
traeders A^A^A^A^.  Wir  be- 
zeichnen E  als  den  Einheit- 
punkt des  Systems,  denn  seine 
Coordinaten  sind  gleich  Eins. 
Liegt  P  in  einer  Fläche  des 
Fundamen taltetraeders,  also  in 


(A2A3  .  A4AiBn)  = 

(A3A,  .  A2A4B JI)  = 
und  kann  setzen 

so  dass  £, ,  I2;  Ssj  S4  vier  Zah- 
len bezeichnen,  deren  Verhält- 
nisse die  Ebene  J7  in  Bezug 
auf  die  fünf  Fundamentalebe- 
nen bestimmen  und  durch  die- 
selben zu  construieren  gestat- 
ten. Sie  sind  als  tetrame- 
trische Coordinaten  der 
Ebene  J7  zu  bezeichnen;  die 
vier  Maassstäbe,  nach  denen 
sie  gemessen  werden,  bestimmt 
die  Ebene  E  durch  ihre  Lage 
gegen  die  Ecken  des  Funda- 
mentaltetraeders A|  A2  A3  A4 . 
Wir  nennen  E  die  Einheit- 
ebene des  Systems,  denn  ihre 
Coordinaten  sind  gleich  Eins. 
Geht  77  durch  eine  Ecke  des 
Fundamentaltetraeders ,     also 


Curven  und  Flächen. 


533 


respective,  so  ist  je  eine  der 
Coordinaten  x_^jX^,  x^jX^  vom 
Werthe  Null  und  wenn  man 
die  den  bleibenden  Xi  entspre- 
chenden pi  und  ei  in  Richtun- 
gen misst,  welche  der  ent- 
sprechenden Tetraederfläche 
angehören,  so  kommt  man  auf 

die  Coordinatenbestimmung 
des  ebenen  Punktsystems   in 
§  133.  zurück. 

Der  Lage  von  P  in  einer 
Tetraederkante  z.  B.  ^^  A^  ent- 
spricht das  gleichzeitige  Ver- 
schwinden von  zwei  x,  nämlich 
0:3,  x^y  und  der  Punkt  wird 
dann  durch  das  Verhältniss  der 
übrigen,  also  das  von  .Tj  zu  a:^ 
bestimmt,  wie  in  §  132.  für  die 
Punktreihe  erörtert  ist. 

Ist  P  in  einer  Ecke  des  Fun- 
damentaltetraeders z.  B.  in  A^ 
gedacht,  so  verschwinden  drei 
der   a;,,    z.  B.   hier    die    drei 


'«; 


x^ ,  x^ ,  x^  und  a?)  ist  etwa  die 
Längenzahl  der  betreffenden 
Tetraederhöhe  in  Bezug  auf 
das  gleichnamige  e  als  Einheit. 


durchA|  A2A3,  A^AjA^,  A3A4A] , 
AjAjAj  respective,  so  ist  je 
eine  der  Coordinaten  J4,  |, , 
^2}  I3  Null  und  wenn  man  die 
den  bleibenden  g,-  entsprechen- 
den TT,  und  Ei  in  Richtungen 
misst,  die  der  entsprechenden 
Gegenfläche  des  Tetraeders  an- 
gehören, so  -kommt  man  auf 
die  Coordinatenbestimmung 
des  ebenen  Strahlensystems  in 
§  133.  zurück. 

Wenn  die  Ebene  77  durch 
eine  Kante  des  Tetraeders  z.  B. 
AjAj  .geht,  so  entspricht  dem 
das  gleichzeitige  Verschwin- 
den von  ^3  und  J^  und  die 
Ebene  wird  durch    das  Ver- 

« 

hältniss  von^i  und  I2  bestimmt, 
wie  es  in  §  132.  für  das  Ebenen- 
büschel sich  ergab. 

Ist  77  mit  einer  Fläche  des 
Fundamental  tetraeders  iden  - 
tisch  z.  B.  mit  A{ ,  so  ist  gleich- 
zeitig I2  =  0,  S3  =  0,  I4  =  0 
und  §j  kann  als  Längenzahl 
der  zugehörigen  Tetraederhöhe 
in  Bezug  auf  das  gleichnamige 


e  als  Einheit  angesehen  werden. 

1)  Wie  übertragen  sich  die  Sätze  unter  1,  2,  3  in  §  133. 
in  den  Raum? 

2)  Die  Relationen  des  §  136.;  4.  für  die  laufenden  Coor- 
dinaten in  der  Reihe  y,  z  und  für  die  laufenden  Coor- 
dinaten im  Büschel  97,  ^  gelten  unverändert  für  den 
Raum  und  die  gegenwärtigen  Coordinaten. 

139.  Wir  denken  nun  die  Tetraeder  der  Ai  und  der  A,- 
in  der  Art  identisch,  dass  die  Ecke  Ai  die  Ebene  A|-  zur 
Gegenfläche  hat  und  setzen  in  Fortbildung  der  früheren  Annah- 
men fest,   dass  der  Einheitpunkt  E  und  die  Einheitebene  E 
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an  allen  Ecken  ^  in  allen  Kanten  und  auf  allen  Flächen  des 
Tetraeders  durch  dasselbe  harmonisch  getrennt  sein  sollen 
(Fig.  222.)  —  um  so  die  gleichzeitige  Bestimmbarkeit  der 
reciproken  räumlichen  Systeme  zu  erlangen. 

Seien  (Fig.  224.)  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  von  J^ , 


Fig.  224. 
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^2j  -^3;  ^\  iiach  P  respective  E  mit  den  bezüglichen  Gegen- 
flächen A|,  A2,  A3,  A4  durch  i>,,  />2,  P3,  P^;  J&,,  J^j,  jR,,  JB;, 
bezeichnet;  ebenso  die  Schnittpunkte  der  Ebenen  durch  die 
Elanten  A^A^j  A^A^,  A^A^,  ^2^3;  ^2'^4  9  ^3^4  nach  P  und  £ 
respective  mit  den  Gegenkanten  A^^^,  A^A^,  "-  durch  P34 , 
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^^217  ^r.\y  ^14 >  ^i'Sf  ^\2'^  -^u;  ^2u  •••  ^^^  endlich  die  Schnitt- 
punkte der  £benen  77  und  £  mit  den  Kanten  des  Tetraeders 
in  derselben  Ordnung  durch  7734,  77^4,  ••••,  B31,  B24,  •••  oder 
ihre  Schnittlinien  mit  den  Flächen  des  Tetraeders  durch  77^^ 
n^y  n^j  n^]  etc.;  so  dass  die  77,-  die  hannonischen  Geraden 
der  Punkte  Pi  in  Bezug  auf  AjAkAi  sind;  so  hat  man  als 
Ausdruck  der  gemachten  Voraussetzungen  zur  Definition  der 
Coordinaten  von  P     * 

l'-  =  iA,.4yA^A^EP)  =  (A^A.EuPu)]  J  =  {A.,A,E,^P,^) , 

»1.4  tL^ 

~   =   (-^3-^4-^34^34)5 

^4 

sodann  ebenso  zur  Definition  der  Coordinaten  von  77 

§4  §4 

t~  =  (-^4^3^34^34)5 

endlich  als  Ausdruck  der  harmonischen  Trennung  von  E  und 
77  durch  das  Tetraeder 

—   1  =  (^i^4B,4^,4)  =  (^2^4B24^24)  ==  (^3^4^34-^34)* 

Durch  Multiplication  der  entsprechenden  Gleichungen  der 
beiden  letzten  Gruppen  folgt  daraus 

-r  =  (^4^1^14^14),  -f-  =  (^4^2^24^21), 

§4  54 

—  r=  (^4^8^34^34) 

und  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  mit  den  ent- 
sprechenden der  Gruppe  der  Definitionen  der  xi :  Xk 

7^  *^  (^1  -^4  ^14^4)  i       FV  *=  (-^2-^4  ^24  ^24)7 

5 1^4  §4^4 

fc~I"  '^  (-^3-^4^34^34)5 
§4^4 

d.  h.  diese  Producte  der  Verhältnisse  der  \  und  x  sind  die 
negativen  Doppelverhältnisse  der  Ä^  Jl  und  P  auf  drei  Tetrae- 
derkanten; die  von  der  dem  gemeinsamen  Nenner  entsprechen- 
den Ecke  ausgehen. 

Liegt  dann  insbesondere  der  Funkt  P  in  der  Ebene  17; 
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SO  ist  jede  der  besagten  drei  Reihen  von  P  aus  auf  die  Ebene 
der  beiden  andern  projicierbar,  z.  B.  die  erste  Reihe^,-^^77j^P,^ 
in  der  Fig.  224.  auf  die  Ebene  A.^A^A^  der  beiden  letzten  in 
P^A^n^^P^^y  wenn  JZ,^*  den  Schnitt  von  A^P^  mit  U^  oder 
n^^n^n^^  bezeiehnet. 

Für  drei  gerade  Punktreihen  in  einer  Ebene  wie 

A^A^Tl^^P^^y  A^A^n.^^P.^^y  P^A^n^^  i^23? 

—  welche  nach  Punkten  A^y  -^3,  P^  von  einem  entsprechend 
gemeinsamen  Punkte  A^  ausgehen,  und  in  denen  drei  weitere 
entsprechende  Punkte  7724,  ^34^  ^13*  ^^^  einer  Geraden  17, 
liegen,  während  die  drei  letzten  die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden von  P,  nach  den  Punkten  A^,  A.,,  A^  mit  den  Gegen- 
seiten des  Dreiecks  derselben  sind,  —  gilt  aber  das  Gesetz, 
dass  die  Summe  ihrer  Doppelverhältnisse  die  Einheit  ist;  oder 

{A,A,n^,p,,)  +  {A,A,n,,p,,)  +  {P,A,n,*p,^)  =  i. 

Um  diese  Relation  zu  beweisen, 
denken  wir  die  Figur  der  drei  Reihen 
central  auf  eine  Ebene  projiciert  (Fig. 
225.),  welche  zur  projicierenden  Ebene 
der  Geraden  77,  oder  7734  77,^*7734  parallel 
ist,  so  dass  das  Bild  77/  dieser  Gera 
den  unendlich  fem  ist;  wenn  wir  dann 
die  Bilder  der  Punkte  durch  dieselben 
Zeichen  mit  Beifügung  eines  Striches 
bezeichnen,  so  wird  die  vorige  Summe, 
die  linke  Seite  der  zu  beweisenden 
Gleichung, 

+  {P,'A/coP,,') 

{A,\  A^y  A.;P{)  +  (^;,  A^,  P{A.{)  +  {A,',  />/,  A^A^), 

wenn  die  letzten  Symbole  die  Verhältnisse  bezeichnen,  nach 
welchen  die  Geraden  A^P(y  P\  ^zj  ^j'-V  ^^^  zwischen  den 
Punkten  A^,  A.^\  A{,  A.^\  A{,  P{  respective  gelegenen  Strecken 
theilen.  Diese  Verhältnisse  können  aber  als  die  Verhältnisse 
der  Flächen  von  Dreiecken  über  der  theilenden  Geraden  und 
aus  den  Enden  der  zu  theilenden  Strecke  angesehen  werden 
und  zwar  unter  steter  Berücksichtigung  des  Sinnes  wie  folgt: 


oder 


oder 
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/iA^'A.(Py         A  A^V(  A.^  ^.    AA^A.^A^ 

~äa'{a,i  p(  "^  ^Ä{p(A.;  "*"  1p;  ä{a.; 

^  a;  a.{  p;  +  AAi  />, '  A.l  +  AA  ;a^  .  i; 

-JÄ^Äfp;—"  ' 

AA  '  A  '  P' 
"^^  ^-  AA^A.;P(        '• 

Sobald  also  die  lÜbene  il  den  Punkt  P  enthält;  und  nur 
wenn  dicss  de#Fall  ist,  besteht  zwischen  den  Coordinaten  '%i 
von  Tl  und  den  Coordinaten  Xi  von  P  nach  den  für  ihre  Be- 
stimmung gemachten  Voraussetzungen  die  Relation 

bl^l  "T~  §2*^2     I     b3^3  : 1 

"^4^4  ■  _' 

5|^l      1     b2**^2  "1     §3^3  ~r  b4'''4  **^  ^' 

1)  Für  jede  durch  den  Punkt  E  gehende  Ebene  ist 

2)  Für  jeden  in  der  Ebene  £  liegenden  Punkt  ist 

.T|  -|-  x.^  -\-  x.^  -f-  a;.|  =  U. 

3)  Für  eine  Ebene  durch  ^,,  und  eine  solche  durch  A^A.^ 
ist  respective 

also  insbesondere  für  die  Ebene  A^A^E 

•IT«  ~~"  X*  — ^  \/«  eic* 

4)  Sind  die  |,  constante  Grössen  «,-,  so  gilt  für  die  Coor- 
dinaten Xi  aller  Punkte  der  durch  sie  bestimmten 
Ebene  die  Gleichung   • 

«1^1  +  «2^2  +  «3^3  +  «4^4  =  0; 

wir  nennen  sie  die  Gleichung  der  Ebene  (a,,a2;^3;^4) 
und  die  projectivischen  Coordinaten  dieser  Ebene  sind 

ihre  Coefficienten. 
5)^ Sind  die  xi  constante  Grössen  «,-,  so  gilt  für  die  Coor- 
dinaten I,-  aller  Ebenen,    welche  den  durch  sie  be- 
stimmten Punkt  enthalten,  die  Relation 

«iSl  +  «2^2  +  «3l3  +  «4^4=0, 

die  manals  die  Gleichung  des  Punktes(aj,a2;<y3;^4) 


j 
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in  tetrametrischen  Ebenen-Coordinaten  zu  bezeichnen 
hat;  seine  Coordinaten  sind  ihre  üoefficienten. 
140.  Wenn  wir  voraussetzen ,  dass  die  Ebene  A^A^J^ 
oder  A|  die  unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes  sei^  so  bilden 
die  Punkte  P^j  P^,  P^  und  E^^  E^,  Ej^  die  Parallelprojectionen 
von  P  und  E  nach  den  Richtungen  der  drei  von  A^  ausge- 
henden Kanten  A^A.^^  ^1-^3;  ^x-^a  ^^^  ^^^  Fläche  der  jedes- 
maligen beiden  andern  Aj^  A3;  A4  (Fig.  226.)  und  man  hat 
in  A^E^2^i^i3^iA^z^^2  ^^  projicierende  Palpallelepiped  von 
E  und  entsprechend  das  von  P,  ( Vergl.  §  46.)    Man  hat  wegen 

{A^<x>BliEii)  =  —  1 

Fig.  226. 


Man  erhält  somit 


und 


a:. 


Pi  '^i 
A^E^^ 


M/«] 


=   1,    ^  = 
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3> 


Xi 


Xi 


^1-^12 
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li 
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oder  wenn  man  femer  A^i2  =  A^  E^^  =  ^,  £,4  setzt  und  als 
die  Einheit  des  Längenmaasses  wählt^  die  gewöhnlichen  Car- 
tesischen  Punktcoordinaten  einerseits  und  die  Plücker- 
schen  Ebenen-Coordinaten  anderseits.  Man  bezeichne 
für  die  ersteren 

und  erhält  die  Gleichung  der  Ebene  in  der  Form 
a^  -f-  ajo:  +  a^y  +  Ö42:  =  0  oder  Ax  +  By  -{-  Cz  '\-  D  ==  0. 

Bezeichnet  man  dann  für  die  Letztem 

__1 , 1___ 1 . 

so  erhält  man  die  Gleichung  des  Punktes  in  der  Form 

1  +  «2^  +  a.^ri  +  «4^=0  oder  orj  +*yi?  +  «?+  1  =  0. 

In  der  Gleichung  des  Punktes  sind  die  Coefficienten  seine 
Cartesischen  Coordinaten^  in  der  Gleichung  der  Ebene  die 
Verhältnisse  der  Coefficienten  zum  absoluten  Glied  A  :  Dy 
B  :  Df  C  :  D  ihre  Plücker'schen  Göordinaten. 

Man  sieht,  dass  der  Uebergang  von  den  allge- 
meinen projectivischen  Kaum-Coordinaten  zu  den 
elementaren  Coordinatensystemen  von  Cartesius 
und  Plücker  einer  Reliefbildung  entspricht,  bei 
welcher  die  eine  Fläche  des  Fundamentaltetraeders 
zur  Gegenebene  gewählt  wird.  (Vergl.  §37.)  So  liesse 
sich  auch  umgekehrt  von  den  elementaren  Systemen  zu  den 
allgemeinen  gelangen,  wenn  man  nur  die  Einsieht  voraus- 
setzt, dass  die  Wahl  der  Längeneinheit  und  die  Festsetzung 
des  positiven  Sinnes  in  den  Äxen  bei  Cartesischen  und  Plücker- 
schen  Coordinaten  die  Festsetzung  des  Einheitpunktes  und 
der  Einheitebene  bedeutet. 

1)  Eine  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehende 
Ebene  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

AX  +  By+Cz  =  0. 

2)  Ein  Punkt  der  unendlich  fernen  Ebene  hat  die  Gleichung 

^S  +  y^j  +  ^f  =  0; 

die   unendlich   fernen   Punkte    der   Coordinatenaxen 
A^A2,  A^A^y  A^A^  sind  bezeichnet  durch 
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1  =  0,  fi  =  0,  f==0  respective;  etc. 

3)  Eine  Ebene  durch  die  Axe  Ai  A^  und  die  in  Bezug  auf 
die  Coordinatenebenen  zu  ihr  harmonisch  conjugierte 
Ebene  sind  dargestellt  durch 

Ax  +  By'=  0. 
141.  Geht  die  Ebene  (liegt  der  Punkt) 

a)       ^1  a^l  +  $2^2  +  ^3^3  +  §4^4  =  0 

durch  drei  feste  Punkte  y,  z,  tv  (in  drei  festen  Ebenen  tj,  f,  ©), 
so  müssen  die  Coefficienten  der  allgemeinen  Gleichung  den 
Bedingungen  genügen 

Sl^l  +  $2^2  +  ^3^3  +  ^4^4  =  0, 
ll^J  +  ^2^2  +  ^3^3  +  l4«4  =  0, 
Ijfy,   -jf-  S2«'2  +  SsW'a  +  ^4^4  =  ^ 


a) 
respcctive 
a*) 


^1^1  +  ^2^2  +  ^3^3  +  Vi^4  =  0, 
fl^l  +  ?2^2  +  ?3^3  +  ?4^4  =  0; 
©lO:,   4"  <Ö2^2  H"  ^3^3  "f"  *^4^4  =  ^' 

Man  erhält  aus  denselben  durch  Elimination  der  §,  re- 
spcctive der  X  die  Coefficientenbestimmung  der  Gleichungen 
der  Verbindungsebene  der  drei  Punkte  y,  z,  Wy  respcctive  des 
Schnittpunktes  der  drei  Ebenen  17,  f,  o.  Zu  dieser  Elimina- 
tion —  die  wir  nur  für  das  erste  System  der  Gleichungen 
durchführen  wollen,  kommt  man  durch  folgende  Rechnung: 

Zwischen  den  drei  ersten  Gleichungen  des  Systems 

li^\  +  '%iy\  +  hh  +  U^i  =  ^y 
5ia:2  +  liy^  +  ^3^2  'V  l\^2  =  0, 

ll  ^3  +  ^2^3  +  ^3^3  +  ^4  «^3  =  0, 
Sl^4  +  ^2^4  +  ^32^4  +  ^i^4  =  0 

eliminiert  man  nach  einander  a)  ^27  £39  dann  b)  £3,  ||  und 
schliesslich  c)  l^,  l,,  indem  man  sie  nach  den  iii  §  136.  be- 
wiesenen Relationen  mit  den  respectiven  Factoren 

a) 


b) 


^2  1  ^2 

Ui^h 

yi.  ^1 

y3^^3 

5 

yiy  ^l 

; 

2/2*  ^2 

^3^  ^3 

} 

h)  ^3! 

Z,  ,  iCj 

Zj,  0:2 

^2  7  Ui 

^3/^3  ' 

1  . 

^17^1 

^^}  l/'i 

} 

^i;^! 

7 

^2;  ^2 
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multipliciert  und  die  Producte  addiert.    Man  erhält  die  Glei- 
chungen 


=  0, 


l 


X^   y 

X^f  x^ 

W,, 

^2  7 

«'s 

y\y 

^2;  ^3 

+  i^ 

y\7 

y27 

»3 

hy 

^2>    "3 

^7 

H7 

«3 

y\} 

^2?    ^3 

fVi, 

^2  , 

»3 

^n 

^2  7  «3 

+  I4 

^1; 

«3 

^i) 

^2;  ^3 

X^  y 

Xi, 

^3 

^\> 

^2  }    ^3  . 

TViy 

Wj, 

'"3 

^i; 

^2  9  ^3 

+  I4 

Xj, 

Xj, 

«3 

yiy 

^2  7   VZ 

. 

yi7 

Vif 

^3 

=  0, 


oder       I,  :  I2  :  I3  :  Ij  =  — 


yu 

»i> 

ys 

«i> 

«2> 

«3 

• 
• 

w,, 

Wj, 

W3 

»,, 

w,, 

«'s 

ar, , 

3^2  > 

OTj 

• 
• 

»o 

»2» 

ys 

=  0 


I  7     *2  7 


'3 


^\r^27   ^3 

X^  y     X2f     Ä?3 

^t  ;    ^2  >    ^3 
yu    2/2;     ^3 


1;    *2? 


Wir  bemerken;  dass  in  diesen  Formeln  die  Auflösung 
von  drei  linearen  Gleichungen  mit  drei  Unbekann- 
ten, §,:  ^4,  ^2  •  ^4^  I3  •  S4  enthalten  ist.  (Vergl.  unten  5.) 

Die  Substitution  dieser  Verhältnisse  der  |  in  die  drei  ersten 
Gleichungen  der  obigen  Gruppe  b)  giebt  die  Identitäten 


Xi 


Xt] 


Xr 


VU  ^2?  ^3 
^\7  ^27  ^3 
W,  ,  Wj  ,  W3 

y\7  y27  y^ 

^\7     ^2;     ^3j 
W,,  tV^y  W3I 

y\7  y27  yz 

^1 7  ^2  7  rj 
w,,  W2;  ^3 


—  yi 


2^1^ 

^2>     ^3 

w,, 

«72,  «'s 

+  ^, 

OTj  , 

a*2,   ^^3 

«7,  ,  ^2  ,  W3 

^1 ;   ^2  ^  ^3 

Wl 

yw    ^2;   ^3 

—  ^2 


^1; 

H  7    H 

«'i; 

W^y     W.^ 

+  ^2 

iTj, 

^2;    ^3 

Wj  ,  ^2 ;  «^3 

OTj  ,    ^2 ,  X^ 

—  ^2 

y\7  y27  yz 

—  y3 


^\7   ^2 ;    ^3 
rv^yfv^y  w.^ 

X^y    X2y     X'^ 


+  H 


W\7   «'2>   ^H 

X^y      X2)      OCr^ 

—  ^2 

y\7  yi7  y-s 

X^yX^y  X^ 

—^\y\7  y27yz 

^\7    ^2;    ^3 

0?] ;  0:2  7  ^3 

-'^2y\7  y27yz 

^\7    ^2;    ^3 


XyjX2)  X^ 

y\7  y27yz 

^\7  *2;  ^3 


=  0, 


=0, 


=0. 


Auf  Qmnd  derselben  ist  ersichtlich,  dass  man  die  vier  Be- 
dingungsgleichungen  a)  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren 


\y\7  Vi)  y» 

*'         ^         ^ 
^\7    *•>;    ^3 


1; 


^.| 


2> 


W 


1;  '«'2;  '^3!  7 


W,,  W2,   W3 


o: 


!  ;   ^'2  7   *^Z[  7 


^Xyy  x^f  ^^3     \y\y  yiy  y^ 


X*  y    Xt%  y    Xu 

y\7  y27  y'^ 

^\7    ^2»    ^3 
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multiplicieren  und  die  Producte  addieren  mnsS;  um  gleich- 
zeitig die  Factoren  von  |,,  l,,  J3  in  der  Summe  verschwin- 
den zu  machen;  so  dass  dieselbe  durch  ^^  theilbar  wird  und 
das  Eliminationsresultat  liefert 


rr, 


y\y  y^j  vz 

^1  ^  ^2 »  ^3 

«^1,  ^2,  W3 

Xj  ,  X^y  X^ 

^1  ?  ^2 ;  ^3 

—  ^4 

Wj,  Wj,  «?3 

+  *. 

^1  J  ^2  ;  ^3 

W4 

y\y  y2?y3 

W|  ,  Wj  ,  w^ 

ÄTj,  3:2  j  ^^3 

yxj.yly  y^ 

^1  >  ^2>  "3 

=  0 


es  ist  eine  der  Entwickelungsformen  der  folgenden  Deter- 
minante und  wird  mit  Vortheil  in  ihrer  Form  geschrieben  — 
also  die  Gleichung  der  durch  drei  Punkte  y,  z,  tv 
bestimmten  Ebene 


^\}  ^27  ^3 >  ^A 

y\7  y^^  y%y  y\ 
^\}  ^2?  ^3?  ^4 


=  0. 


Sie  ist  auch  die  Bedingung;  unter  welcher  vier  Punkte 
.r,  y,  z,  fü  in  einer  Ebene  liegen. 

Ebenso  die  Gleichung  des  gemeinschaftlichen 
Punktes  der  drei  Ebenen  ri,  ty  ^  und  zugleich  die  Be- 
dingung; unter  welcher  vier  Ebenen  S,  i?,  f,  w  durch  einen 
Punkt  gehen, 

5i ;   S2;   53;  §4 

n\}  V27  V^y  Vi    ^Q^ 

f  1 7    ?2 ;    ?3  y   f  4  ! 

1)  Da  die  Beziehung  der  Gruppen  von  Gleichungen  a) 
und  b)  eine  gegenseitige  ist,  so  erhält  man  dasselbe 
Eliminationsresultat  auch  aus  dem  System  von  Gleichung 

b)       Ixi  +  myi  +  nj,  -f  ;>w/  =  0  (f  =  1,  2,  3,  4) 

oder  respective  aus 

in  den  Formen 


^IJ  y^y  ^2y  **^2 
^$;  y^y  *3?  ^3 
•'^4 ;  2^4  y  \y  ^'4 


=  0, 


In^i7?n  «1! 

&2>  %i  Si?  **3- 

S3  ?  V:i  j  f 3  ?  <»3 
54?»/4;  ?4;«4 


=  0. 


Curven  und  FlSlchen.  543 

Die  Gleichungen  b),  b*)  liefern  aber  für  die  Coor- 
clinaten  x  eines   Punktes    der  Ebene  y,   r,   w 

die  Werthe 

myi  +  wt.  +  pwi 


Xi 


l 


und   für  die  Coordinaten   l  einer  Ebene  durch 
den  Punkt  17,  f,  0  die  andern 

!,  =  _-.  ___-.  -        . 

Bei  der  Substitution  in  Gleichungen,  welche  in  den 
Xiy  respective  |,-,  homogen  sind,  fallen  die  Nenner 
—  /,  —  X  weg. 
2)  Die  Ebene  durch  die  Punkte  y,  z  und  den  Fundamen- 
talpunkt A^  ist,  wenn  wir  mit  x  die  laufenden  Coor* 
dinaten  bezeichnen,  ausgedrückt  durch 


X^y    X^y    X^y     X^ 


vu  y2y  y^7  Va 

Hy     ^2;    ^Z9    ^4 

Ä,,  0,    0,  0 


=0 


oder 

^2  Cva  2^4— 2^4  ^3) + ^3  (^4  ^2 — yi  -4) + ^4  (^2  2'a  —  .va  ^2) = ^ ; 

die  Ebene  durch  y,  z  und  .^2  analog 

^1  (^3^4— y4-:j)+^.i(y4-i— .yi^4)+^4(yi^3— y3«^i)=^;  <^*^- 

ii)  Der  Durchschnittspunkt  der  Ebenen  iy,  f  mit  der  Fun- 
damentalebene A3  ist  für  5  als  <l»e  laufenden  Coor- 
dinaten 

^l(^2?4—^4?2)  +  12(^4?!— '^lf4)+  ^4(^1  ?2  —  ^2?l)  =  ^^• 

4)  Eine  Ebene  durch  den  Punkt  y  und  die  Fundamen- 
talpunkte A^y  A2  ist  dargestellt  durch 

^3^4  —  ^4^3  =  0. 

5)  Die  Ebenen 

6a:(  -J-  20^2  —  Sarj  -f-  10 a:^  =  0, 
x^  +  bx^  —     x^  —    ^x^  =  0, 
—  bxy  —    X2  —    ^3  4"      0:4  =  0 
gehen  durch  den  Punkt,  für  dessen  Coordinaten  man 
erhält 
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—6—3     10 
-1—1  —9 
5—1       1, 


•s 


2—3 
5—1 

—  1  — 1 

2—6 
5—1 

—  1      5 


10: 

-9 
1 

10 
-9 

1| 


252 


X, 


2—3 
5—1 
1—1 


10 
-9 

1! 


2  —3  —6 

5-1  -1 

-1  -1      5 

2 


96 


-3  lo: 

5  —  1  —9 

-1-1    li 

Dieser  Pankt  kann  sonach  construiert  worden  in 
jeder  Darstellung,  in  der  das  Fundamental- 
totraeder  und  die  Einheitelemente  verzeich- 
net sind.  Die  Festsetzung  von  Axen  und 
MaassstäbeU;  wenn  man  dieselbe  als  eine 
axonometrische  auffasst  (vergL  §§  60.,  61.)  oder 
die  Festsetzung  hinreichender  Flucht-  und 
Durchstoss-Elemente  und  desDistanzkreises 
(vergl.  §  11.);  wenn  sie  als  Centralprojection 
gedacht  wird,  liefert  die  Bestimmungen  der 
Lage  des  Punktes  nach  absolutem  Maass. 
6)  Der  gemeinsame  Punkt  der  Ebenen 

2a:  —  3y  +  10t  =  —  6,  5a:  —  y  —  9?  =  —  1 , 

hat  die  Cartesischen  Coordinatcn 

63         _  _  76  24 


X 


22 


22 


22 


142.  Eine  gerade  Linie  im  Räume  ist  die  Verbin- 
dungslinie von   zwei  Punkten  y,  z  oder  die  Schnitt- 


b) 
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linie  von  zwei  Ebenen  rj,  t]  ist  die  gerade  Linie  yz  mit 
der  71  i  identisch;  so  gelten  gleichzeitig  die  vier  Oleichungee 

^\  ^l«l    +'72^2  +  %^3  +  ^4  2^4=0, 

?l2^1  +    ^2^2  +  fs^S  4-   ?4y4  =  0, 
?1«1  +   ?2«2  +  f3«S  +   ^4-4  =  ^^• 

Die  successive  Elimination  von  17,;  172;  Vs^  Vi  zwischen 
den  beiden  ersten  Gleichungen  dieser  Gruppe  —  durch  Mul- 
tiplication  mit  den  respectiven  Factoren  —  *i ;  yi >  —  ^y  V^'i 
—  ^3;  ^3  7  —  ^4>  ^4  ^^^  Addition  —  giebt  das  System 

{vi  «2—^2  «1)  ^2 — (ys  «1  — yi  «3)  ^3+  (yt  ^4— y4  ^j )  ^4 = o, 
—  (yi  «2— y2^j)^i  +  (y2«3--y3^2)%+(y2^4— y4  2^2)^4=0, 

(ys  ^1— yi  «3)  »^i — (y2  «3— ys  2^2)  */2  +  (ys  «4— y4  ^3)  «?4 = 0, 

— (yi  2^4— ^4  2^1)^1 —(y2«4—y4  ^2)^2— 0^32^4— y4  «3)%  =0. 

Dasselbe  System ;  nur  mit  Ersetzung  der  17  durch  die  i 
giebt  die  successive  Elimination  von  ^^^  ^29  ^3;  £4  zwischen 
den  beiden  letzten  Gleichungen  der  obigen  Gruppe.  Mit 
Hilfe  der  Abkürzung 

schreiben  wir  beide  Systeme  in  der  Form 

Pl2'?2— P3I  %+Pl4^4=0,  Pl2f2— P8I  f3+Pl4?4  =  ^^ 

j^N   — Pl2^1                   +P23^3+P24^4  =  0>  \^*\—Pl2^t                 +^23  ^3+^24  ?4  =  ^^ 

PziVx—PnVi                   +P34*?4  =  0,  P31?l— P23?2                 +P34?4=^^ 

—  Pj  4^1 -^^24  ^2—^34%                    =0;  —  Pu?l— P24?2— PS4?3                  =.^^- 

Die  successive  Elimination  von  y, ,  yj?  y3;  y4  zwischen 
der  ersten  und  dritten  Gleichung  der  Gruppe  a)  giebt 

(%?2  — ^2fl)y2--  (%fl-^lf3)y3+  (^1^4— '?4?l)y4  =  ^^ 
-  (^1?2  — %?l)yi  +  (%?3  — %f2)y3+  (^2?4— ^4?2)y4  =  <^> 

(^3  ?i —^1  f  3)  yi  —  (^2  ?s — ^3  ^2)  y2  +  (^3  £"4 —va  ?3)  y4  =  ^y 

—  ('?1?4— ^4?l)yi—  (%f4— '74?2)y2—  (%?4— ^4?3)y3  =  ^• 

und  die  Elimination  von  z, ,  ^2;  ^3?  ^4  zwischen  der  zweiten 
und  vierten  Gleichung  derselben  Gruppe  das  nämliche  System 
mit  Ersetzung  der  y  durch  die  2;  oder  mit  der  Abkürzung 

«i2y2"-^'«^3iy»+'^i4y4=o^  «12^2— ^^31^3+^14^4=  ^^ 

^\   —  ^nyi  +  '^23y3+'*24y4  =^7      C*)  ~  "*^^*  "'" ^23^8+'*24«4  =  ^J 

^3iyi'~^23y2  +^34y4=^^  ^31^1~''232^2  4^34*4=0, 

— '*i4yi~'^24y2— %4y3         =0;       —^u^x^^^x^i—^zxh        =o. 
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Die  Combination  der  Gleichungen  der  Gruppen  b),  b*) 
erlaubt  auf  demselben  Wege  nach  einander  die  pn-  und  die 
der  Gleichungen  der  Gruppen  c),  c*)  die  ^k  zu  eliminieren 
und  jede  dieser  Eliminationen  liefert  eine  der  Proportionali- 
täten^ die  wir  in  FolgendSm  zur  Kette  zusammen  fassen 

z.  B.  die  Elimination  von  p,2  zwischen  den  beiden  erston 
Gleichungen  der  Gruppen  b),  b*) 

—  PM^i?,  +  Pu^'ii  =  0  oder  pj^^  : p^^  =  äj^  :  «^3. 

Diese  Proportionalität  der  pik  und  »/«  wird  auch 
nicht  gestört,  wenn  die  zur  Bestimmung  der  Gera- 
den benutzten  Punkte  in  ihrer  Reihe  verlegt  oder 
wenn  die  zur  Bestimmung  benutzten  Ebenen  in 
ihrem  Büschel  gedreht  werden;  denn  eine  solche  Ver- 
änderung wird  nach  §  136.;  4.  ausgedrückt  durch  die  Sub- 
stitution von 

m,y,-  -(-  nj2|,  m^yi  -[-  «.>^«'  respective  für  y,-  und  Zi 
und  im  Falle  der  Ebenencoordinaten  von 

(^iVi+  ^iSi,  ^2»^•+  v»?.  respective  für  tu  und  ?,-: 
und  man  erhält  somit 

Pik  =  (»»iy.+  «i^i)  (*»2y*+  «2^*)  —  (»»iy*+  «i=^a-)  (wjy.-j-  »,2,-) 

was  in  Form  von  Determinanten  die  Relation  giebt 

I  ^1  t/i  +  «i  ^1  ^    ^i  Vk  +  «1  Zk 

Ebenso  wird 

d.  h.  die  pik  und  die  tTi^  ändern  sich  bei  einer  derartigen 
völlig  beliebigen  Aenderung  der  Bestimmungspunkte  und 
Ebenen  nur  durch  Hinzutreten  eines  constanten,  der  entspre- 
chenden Substitutionsdeterminante  gleichen  Factors,  oder  ilire 
Verhältnisse  ändern  sich  nicht. 

Endlich  aber  sind  die  sechs  Grössen  ;öa  respec- 
tive nik  nur  vier  unabhängigen    gleich    zu    achten, 


^u  ^2'     Vh  Vk 

W,  ,     «2   I   .  Ziy    Zk  ! 
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da  zwischen  ihnen  eine  Helation  besteht  und  eine 
von  ihnen  zur  Einheit'gowählt  werden  kann.  Diese 
Relation  ergiebt  sich  unmittelbar  nach  §  141.  durch  Elimina- 
tion der  i]  oder  f  zwischen  den  Gleichungen  b)  respective  b*) 
für  die  ;>,•/,  und  durch  Elimination  der  y  oder  z  zwischen  don 
Gleichungen  c)  respective  c*)  für  die  nw     Also 


y      Pi2>      Piny  Pu 


-P\'17 

P'i\y 
-Pix  7 


7t, 


0 


0    ,       f  ••*:»' ^^24 ;  ^  0  und  '''       ^     '       ^ 

Pn^      ^^    j  P'M  :  ^31 ;  — ^3  7^ 

P'*if  PUJ  ^^  ^14  7    ^'Hf  ^W  ^ 


9   ^.il 


0. 


Die  Entwickelung  der  ersten  Detemiinante  liefert  nach  §  141. 


—  PV2 


Pny  P2\7  Pu 
^^  ^Pn-  Pol 
Psij^    y  —P\\ 


—Pu 


Pnj 

P2\j 


P24>  -^P\iy       ^ 

P\\\    Pu>         P'M>~^P2d 
I  0     ,  —Pu  7  —Pu 

0    ,      Pn 

0 


•P23 


0 


oder 

d.h. 
oder 


'^P\4>        P2A7  — Pu 

2^12^11^23^3»  +  2P12P24P31P34  +Pli^P^\^  +  ^31^24* 
+  ^PuP'Z'^P^iPu  +  Pi4^P'23^  =  ^y 

(P12P34  +  P2aPl4  +  P3lP24)^  =  0 

f )      P12P34  +  P23P14  +  P3I  P24  =  0. 

Ebenso  für  die  «,7. 

f  *)      «12^34  +  7r233r,4  +  «si«24  ^  0. 

Endlich  ist  auch  die  geometrische  Bedeutung 
der  Grössen  pik,  ntk  nach  dem  Früheren  unzweifel- 
haft. Nach  Aufg.  2.  in  §  141.  [oder  auch  nach  den  Gleichun- 
gen b),  b*)  in  Verbindung  mit  der  Proportionalität  d)]  sind 
die  Pik  die  üoefficienten  in  den  Gleichungen  der  Ebenen, 
welche  die  Gerade  yz  mit  den  Fundamentalpunkten  A^,  A,^^ 
A^y  A^y  verbinden,  insbesondere  ^3^,  p^i;  P23  ^^®  Coefficienten 
in  der  Gleichung  der  Ebene  nach  A^]  wir  dürfen  sagen,  die 
Pik  seien  die  Coordinaten  der  Ebenen,  welche  die 
Gerade  yz  aus  den  Fundamentalpunkten  projicie- 
ren.  Sie  sind  den  Fundamentalpunkten  A^,  A^,  A^j  A^  der 
Reihe  nach  entsprechend  durch 

.     35* 
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PZA^2  P24^3  +  P23^4  =  ^f 

-^P34  ^1  +  Pl4  ^3  +  1^31  0:4  =  0  , 

P24^1  Pu^2  I     Pl2^4  ^^^  ^7 

P23  ^1  P3I  ^2  jPi2  ^3  s=  0 

dargestellt  und  von  diesen  Gleichungen  sind  jede  zwei  mit  Hilfe 
der  Relation  f )  ableitbar  aus  den  beiden  andern^  nämlich  z.  B. 
die  dritte  und  vierte  respective  durch  Elimination  von  x^ 
und  ^4  zwischen  den  beiden  ersten.  Anderseits  sind  nach 
Aufg.  3.  in  §  141.  die  xc,vt  ebenso  die  Coordinaten  der  Punkte, 
in  welchen  die  betrachtete  Gerade  v^i  von  den  Fundamental- 
ebenen A],--*  geschnitten  wird,  oder  die  Coordinaten 
ihrer  Durchstosspunkte  in  den  Fundamentalebenen. 
Die  Bedingungen  f),  f *)  sind  also  in  der  That  auch  die  Be- 
dingungen dafür ;  dass  die  vier  projicierenden  Ebenen  durch 
dieselbe  Gerade  gehen,  respective  die  vier  Durchstosspunkte 
in  derselben  Geraden  liegen.  Nach  alledem  sind  die  Grössen 
Pik  und  ebenso  die  nuc  wohlgeeignet  als  Coordinaten  der 
geraden  Linie  im  Raum  zu  dienen;  denn  ihre  Verhält- 
nisse bestimmen  die  Gerade  mittelst  ihrer  projicierenden 
Ebenen  aus  den  Fundamentalpunkten  oder  ihrer  Durchstoss- 
punkte in  den  Fundamentalebenen;  diese  Verhältnisse  sind 
unabhängig  von  der  Wahl  der  Bestimmungspunkte  in  der 
Geraden  oder  der  Bestimmungsebenen  durch  die  Gerade;  und 
sie  kommen  auf  vier  unabhängige  Grössen  zurück,  entspre- 
chend der  Bestimmbarkeit  einer  Geraden  im  Raum  durch 
vier  geometrische  Bedingungen,  z.  B.  vier  Gerade,  die  sie 
schneiden  soll. 

1)  Setzt  man  in  Cartesischen  Coordinaten  y^=s  z^^=^  \\ 

j/j  ==  ÄTj ,  yj  =  j^j ,  y^  s=  Zj ;    r^  =  ^2 ;  ^3  ^^^  ^2  ^   2:4  =  ij 

SO  erhält  man  für  die  Coordinaten  der  Geraden  12 

Pu  =  «2  —  ^\7  P23  =  ^1 2^2  —  ^2^1 ;  Pz\  =  Vi  —  ^2; 
Pu  =  2:2  —  2:1,  P24  =  ^1  ^2  —  ^2^1;  P34  =  yi^2  —  y^i^i 

%     und  die  Relation  f )  wird 

(^2 — ^1)  {y\  H  —  y^^i)  +  («2  —  «i)  (^1  yi  —  ^2^1) 
+  {y\  —  ^2)  (^i«2  —  ^22^1)  =  0. 

2)  Man  drücke  die  Coordinaten  einer  geraden  Linie  im 
Raum  durch  Plücker'sche  Ebenen-Cöordinaten  aus. 
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3)  Welche  Reductionen  treten  ein,  wenn  die  betrachtete 
Gerade  a)  durch  einen  Fundamentalpunkt  geht  oder 
b)  in  einer  Fundamentalebene  liegt  oder  c)  eine  der 
Kanten  des  Fundaraentaltetraeders  schneidet. 

4)  Die  geometrische  Bedeutung  der  Relation  f )  respec- 
tive  f*)  beweist  zugleich,  dass  dieselbe  die  hinrei- 
chende Bedingung  dafür  ist,  um  sechs  Variabeln  als 
Coordinaten  einer  Geraden  in  dem  entwickelten  Sinne 
betrachten  zu  dürfen. 

5)  In  jeder  homogenen  Gleichung  zwischen  den  pik  können 
dieselben  durch  die  entsprechenden  ytik  ersetzt  werden 
und  umgekehrt. 

6)  Die  Bemerkung  in  Aufg.  5.  des  §  141 .  von  dem  Ueber- 
gang  zu  bestimmten  Maassverhältnissen  bleibt  unver- 
ändert gültig. 

7)  Die  Vorzüge  der  Coordinaten  ptu  vor  den  y,-,  z,-  re- 
spective  iy,-,  f,  fUr  die  geometrische  Construction  der 
Geraden  yz  sind  zu  erläutern.  Die  Construction  in 
Beispiel  11.  Fig.  227.  macht  sie  anschaulich. 

8)  Die  Unveränderlichkeit  der  Verhältnisse  der  p,^,  nuc 
beim  Uebergange  von  y,  z  zu  my  -^^  nz,  etc.  ist  in 
ihrer  geometrischen  Bedeutung  gegründet. 

9)  Man  beweise  die  Proportionalität  der  pij  und  n/gi 
aus  der  constructivcn  Darstellung  der  vier  Ebenen 

Si(0,  P31,  — P24f  Pn)f  SjC— P34,  0,  Pi4,  P3,), 
^ziPiif  --"Pi4>  0,  p,2);  S^( — P23,  — P31,  — P12;  0), 

welche  die  Gerade  yz  aus  den  Fundamentalpunkten 
^j,  A2,  ^3,  ^4  projicieren  und  der  vier  Punkte 

^3(^24?    ^14^0;  ^12);    ^4(^     ^23>    "^^319    "~^12^Ö), 

in  welchen  die  Gerade  17^  die  Fundamentalebcnen 
A^y  A2,  A3;  A4  schneidet;  zwei  jener  Ebenen  genü- 
gen dazu. 

10)  Die  identischen  Relationen  pj2P34+P23-Pu+P3iP24=ö; 
^12  %4  -h  "  "==  ^  drücken  auS;  dass  die  Durchstoss- 
punkte  Si  in  den  gleichnamigen  Spuren  der  S.  gelegen 
sind  oder  dass  diese  durch  jene  hindurch  gehen. 


550 


Zweiter  Theil. 


11)  Man  construiere  in  dem  Fundamentaltetraeder  ./j ^2*^3^1 
mit  der  Einheitebene  Bj^BajEij  (Fig.  227.)  die  Gerade 

von  den  Coordinaten  p,2  =  —  ^)  Pn  =^  ""  ^>  Pm  =  ^f 
p^^  :5=  —  9,  ^21  =  —  8,  p^^  =  11,   für  welche  die  Rc- 


3^ 


Fig.  227. 


lation  f)  erfüllt  ist.     Die  Gleichungen  ihrer  projicic- 
renden  Ebenen  aus  A^y  •  •  •  sind  respective 

llo^j  +  SiCß  —  9.T4  =  0,  —  lliTj  —  9a*3  +60:4  =5  0, 
—  Sccj  +  9^2  —  3^:4  =0,  9x,  —  !8a-2  +  Sxj  =  0. 
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Für  die  projicierende  Ebene  ans  A^  ist  also  (§  133.) 
g,  =  —  11,  |.j  =  —  1),  l|  =  6  und  somit 

11  3 

—  -g-  =  (-^4  'h  ^1 1  -'^i 4)  ^     "^  2  ~  ^^^  "^^ ^^ *  ^^*^' 

Für  die  projicierende  Ebene  aus  ^4  ist  li=9,  §2=  —  ^> 
^3  =  3,  also  3  =  (^.,-4,E,3iT,3),  —  2=  (.^3^2B2:»^2:J)• 
Damit  erhält  man  die  Gerade  mittelst  ihrer  Durch- 
stosspunkte  in  den  Fundamentalebenen.  Sie  wird  also 
constniiert  wie  in  Fig.  227.  die  Gerade  1,  3,  4  (2 
fällt  ausserhalb  des  Blattes).  Man  zog  z.  B.  A^A^ 
parallel  ^2^11    "^^    ^^"S   ^^^  ^^^  Parallele    zu  A^A^ 

durch  Ay^  das  —  -^-  fache  von  A{ A,^  auf,   um   in  der 

von  dem    entsprechenden  Punkte    nach   A^  gehenden 
Geraden  77,^'^  zu  finden;   ebenso  für  TI,^^,  ^i/y  ^^23^- 

143.  Wir  fragen  nach  der  geometrischen  Bedeutung 
von  homogenen  Gleichungen  n*^"  Grades  zwischen 
den  vier  Variabein  xi  rcspectivc  |,  und  zwischen 
den  sechs  durch  f),  respeetive  f*)  bedingten  Varia- 
bein Pik)  respeetive  ä,^. 

•  Eine  homogene  Gleichung  w*''"  Grades  zwischen  den  vier 
0-,  ist  die  Gleichung  einer  krummen  Fläche  n*"  Ordnung; 
sie  kann  als  Gleichung  mit  drei  Unbekannten  betrachtet  wer- 
den und  es  entsprechen  ihr  also  eine  zweifach  unendliche 
Menge  von  Werthcombinationen  derselben  d.  h.  geometrisch 
eine  zweifach  unendliche  Menge  von  Punkten.  Wir  denken 
sie  coexistierend  mit  der  Gleichung  einer  Ebene  d.  i.  der  in 
den  X  linearen  Gleichung;  substituieren  wir  aus  dieser  für 
die  eine  der  x  ihren  Werth  in  Function  der  drei  andern,  so 
verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung  in  eine  homogene 
Gleichung  m^«"*  Grades  zwischen  drei  Variabein  x  d.  h.  der 
Ort  der  Punkte,  die  die  Ebene  und  der  geometrische  Reprä- 
sentant der  Gleichung  mit  vier  Veränderlichen  gemeinsam 
haben,  ist  eine  Curve  n'^*^  Ordnung. 

Eine  homogene  Gleichung  n^®"  Grades  zwischen  den  vier 
li  ist  die  Gleichung  einer  krummen  Fläche  /(^'''  C lasse;  als 
Gleichung  mit  drei  Unbekannten  betrachtet,  repräsentiert  sie 
eine  zweifach  unendliche  Menge  von  Ebenen;  mit  einer  in 
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den  §  linearen  Gleichung  verbunden  bestimmt  sie  die  6e- 
sammtheit  derjenigen  Ebenen^  die  den  dieser  linearen  Qleicbung 
entsprechenden  Punkt  enthalten  und  zugleich  dem  geome* 
trischen  Repräsentanten  jener  Gleichung  angehören;  die  aus 
beiden  durch  Combination  hervorgehende  Gleichung  ist  aber 
homogen  in  den  drei  übrig  bleibenden  ^  und  daher  die  Glei- 
chung einer  Kegelfläche  n**""  Classe^  die  Gleichung  des  Kegels 
der  Tangentialebenen ;  die  von  dem  gegebenen  Punkt  an  die 
fragliche  Fläche  gehen.  (§  137.) 

Für  «  =  2  zeigt  sich,  analytisch  in  ähnlicher  Weise  wie 
in  unsern  Entwickelungen  geometrisch,  dass  die  Flächen 
zweiter  Ordnung  zugleich  die  Flächen  zweiter  Classe  sind, 
sodass  man  zu  ihrer  Bezeichnung  den  Ausdruck  Flächen  zwei- 
ten Grades  geeignet  sieht. 

Durch  die  Coexistenz  von  zwei  Gleichungen  zwischen 
den  vier  Veränderlichen  Xi  werden  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  von  zwei  Oberflächen,  d.  i.  wird  ihre  Durchdrin- 
gungscurve  dargestellt.  Dagegen  repräsentieren  zwei  Glei- 
chungen zwischen  den  Veränderlichen  1,-  die  Gesammtheit  der 
gemeinsamen  Tangentialebenen  zweier  Flächen  d.  h.  ihre 
gemeinsam  umschriebene  Developpable.  Jene  hat 
das  Product  der  Grade  der  beiden  Gleichungen  zur  OrdnuÄgs- 
zahl  (§  100,,  m),  diese  zur  Classenzahl  (§  101.,  n),  denn  die 
Combination  der  beiden  Gleichungen  mit  einer  linearen  Glei- 
chung führt  nach  den  Regeln  der  Algebra  auf  eine  Gruppe 
von  gemeinsamen  Wurzelwerthen  in  dieser  Anzahl. 

Drei  Gleichungen  zwischen  den  x  repräsentieren  die 
Gruppe  der  gemeinsamen  Punkte  von  drei  Flächen; 
drei  Gleichungen  zwischen  den  |,  die  Gruppe  ihrer  gemein- 
samen Tangentialebenen;  ihre  Anzahl  ist  dem  Product 
der  Grade  gleich. 

Denken  wir  sodann  eine  homogene  Gleichung  «*«°  Grades 
in  den  sechs  pt-^,  respective  Tr^-,  so  erhellt  zunächst,  dass 
dieselbe  eine  dreifach  unendliche  Schaar  von  geraden  Linien 
darstellt;  man  nennt  dieselbe  einen  Linien- Compl ex;  com- 
binieren  wir  mit  demselben  einen  Punkt  im  Raum,  so  erhalten 
wir  nach  den  Werthen  der  pi^  die  Gesammtheit  der  Linien 
des  Complexes,  welche  diesen  Punkt  enthalten,  ausgedrückt 
durch  eine  homogene  Gleichung  zwischen  drei  Variabein  x,, 
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d.  h.  die  Linien  im  Complex  w***°  Grades,  welche  von  einem 
Punkt  ausgehen,  bilden  einen  Kegel  n*®"^  Ordnung.  Und  com- 
binieren  wir  mit  dem  Complex  eine  Ebene,  so  erhalten  wir 
nach  den  Werthen  der  «,*  die  Gesammtheit  der  Linien  des 
Complexes  in  ihr  ausgedrückt  durch  eine  homogene  Gleichung 
zwischen  drei  Variabein  Si,  d«  h«  ^^^  Linien  im  Complex 
«len  Grades,  die  in  einer  Ebene  liegen,  sind  die  Tangenten 
einer  Curve  n*«^  Classe.  Im  Complex  ersten  Grades  bilden 
also  die  Linien  desselben  aus  einem  Punkte  sowohl  als  in 
einer  Ebene  ein  Strahlenbüschel. 

Die  Verbindung  von  zwei  Complexgleichungen  liefert  eine 
zweifach  unendliche  Schaar  von  Geraden,  welche  man  ein 
Strahlensystem  und  neuerdings  eine  Congruenz  ge- 
nannt hat. 

Drei  homogene  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten 
der  geraden  Linie  im  Raum  bestimmen  eine  einfach  unend- 
liche Schaar  von  Geraden,  die  im  Allgemeinen  eine  wind- 
schiefe Regelfläche  bilden.  Der  Grad  derselben  ist  das 
doppelte  Product  der  Gradzahlen  der  Complexe. 

1)  Die  Tangentialebene  der  Fläche  n*«'  Ordnung,  welche 
durch  die  homogene  Gleichung  n*®"  Girades  in  den  xt 

F(xi,  X2,  0:3,  x^)  =  0  oder  F  =  0 

gegeben  ist,  im  Punkte  x  hat  für  Xi  als  die  laufenden 
Coordinaten  die  Gleichung 

F,X,  +  F.X^  +  F3X3  +  F,X,  =  0, 

wenn  Fi  der  Differentialquotient  von  F  nach  or,  ist. 
(VergL  §  137.;  5.) 

2)  Da  die  homogene  Gleichung  zwischen  vier  Variabein 
zehn  Glieder  und  also  nenn  unbestimmte  Coefficienten 
enthält,  so  ist  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch  neun 
Punkte  oder  neun  Tangentialebenen  im  Allgemeinen 
bestimmt.    Wir  schreiben  ihre  Gleichung  in  der  Form 

3)  Die  Tangentialebene  der  Fläche  zweiten  Grades  2) 
im  Punkte  x  ist  dargestellt  durch 

(«11^/  +  «12^/  +  ^iz^z  +  «14  0^1  H =  0- 
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4)  Die  Ebene  |  berührt  die  Fläche  zweiten  Grades  2) 
wenn  man  hat  (§  137.;  8.) 


rtj,.  «,.,,  rtj3,  rtjj,  J, 

/'i2;  ^'22;  ''is?  ^'24;  §2 
^'j3;  ^'23''  ^^33;  ^'31;*  I3 


^'lu  ^'24;  ^*^n  ^Uif  »1 


0. 


I     »I?      *2?     ^3»      Su    *^ 

Diess  ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  Ebenen-Coor- 
dinatcn.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  zugleich 
zweiter  Olasse.  (§  94.;  10.) 

5)  Die  Gleichung  in  3)  ist  für  x  als  einen  nicht  in  der 
Fläche  liegenden  Punkt  die  Gleichung  seiner  Polar- 
ebene  in  Bezug  auf  dieselbe.  (Vergl.  §  137.;  6.) 

6)  Unter  der  Bedingung 


^11;  ^li)  "13;  ^'11 

«j2;   «22  7  ''23?  ^^21 
^*I3?  ^23  >  ^'33  >  "34 

^ny  ^hi)  %iy  ^'14 


=  0 


ist  die  Fläche  zweiten  Grades  eine  Kegelääche. 

7)  Damit  dem  Punkte  x  in  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
F  =^0,  F*  =  0  dieselbe  Polarebene  entspreche,  muBs 
man  haben 

F^  :  F,*  =  F.^  :  F*  =  F.^  :  F^*  =  F^  :  F*  =  k 

Kl— ^«ii*)^i   +  («12  — ^öi2*)-'^*2+    («J3  —  ^^'l3*)-»^3 

^     +  («14  —  Ä'«i4*)a?4  =  0,  etc. 

8)  Die  Existenz  solcher  Punkte  (vergl.  §  94.  und  §  1(K>. ; 
12.  u.  f.)  ist  also  an  die  Bedingung  gebunden 


rtjj      ^öj,  ;  «12 


4c 


ei,2  — ^o 


^«12%    ^t-A  —  ^^i'*}    ''J4— ^'«11 
12   }    ^22        «^«22    }    ^23        ^^^23    ;    «24        ^«21 
^«23   ;    «33        ^«33    9    «34        ^«3» 


=  0. 


«13        ^"«13   7    «23 

«14  — ^«M*>   ^24  — ^«24*>    «34— ^«31*>    «44"- ^«44*1 

Da  dieselbe  in  k  vom  vierten  Grade  ist;  so  existieren 
im  Allgemeinen  vier  solcher  Punkte,  deren  Getrennt- 
heit und  Realität  sich  an  die  der  Wurzeln  dieser 
Gleichung  knüpft. 
9)  Man  mache  die  entsprechende  Erörterung  für  zwei 
Kegelschnitte  und  zeige,  dass  die  Verbindungslinien 
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der  Paare  der  gemeinsamen  Punkte  durch  die  Ecken 
des  Tripels  gehen,  und  die  Durchschnittspunkte  der 
gemeinsamen  Tangenten  der  Kegelschnitte  in  seinen 
Seiten  liegen. 

10)  Man  bilde  die  Gleichungen  der  vier  doppelt  projicie- 
renden  Kegel  der  Durchdringungscurve  von  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  und  beweise  auf  analytischem 
Wege  den  Satz  in  §  86.;  13. 

11)  Man  entwickele  die  analogen  Ergebnisse  zu  §  137.;  2. 
und  11.  für  Gleichungen  mit  vier  Variabein,  specicll 
für  Flächen  zweiten  Grades. 

12)  Die  Polarebenen  eines  und  desselben  Punktes  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  zweiten  Grades,  welche  demselben 
Büschel  angehören,  bilden  ein  Ebenenbüschel;  die 
Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  zweiten 
Grades,  welche  zur  nämlichen  Schaar  gehören,  bilden 
eine  Punktreihe.  (§  100.;  5.  §  101.) 

Denn  für  ü  =  0  und  F  =  0  als  die  homogenen 
Gleichungen  zweier  Flachen  des  Büschels  und  P  =  0, 
Q  s=0  als  die  Gleichungen  der  Polarebenen  des  ge- 
gebenen Punktes  in  Bezug  auf  dieselben  ist  jede  dritte 
Fläche  des  Büschels  durch  ü -4-17=0  und  die  Polar- 
ebene jenes  Punktes  in  Bezug  auf  sie  durch  P-[-AÖ=0 
dargestellt. 

Die  Polarlinien  einer  festen  Geraden  in  Bezug 
auf  die  Flächen  des  Büschels  oder  der  Schaar  erfüllen 
ein  einfaches  Hyperboloid;  die  Pole  einer  festen  Ebene 
in  Bezug  auf  die  Flächen  eines  Büschels  bilden  eine 
Curve  dritter  Ordnung,  die  Polarebenen  eines  festen 
Punktes  in  Bezug  auf  die  Flächen  einer  Schaar  eine 
Developpab'le  dritter  Classe. 

Denn  den  beiden  Punkten  1  und  2  entsprechen 
die  Polarebenen  />,  +  Aß,  =:  0,  i>2  +  AjPj  =  0,  die 
das  Hyperboloid  />,  ß^  —  J?^  ßj  =  0  erzeugen  und  den 
drei  Punkten  1,  2,  3  die  Polarebenen  i^,  -f-  Aß,  =  0, 
-^2  +  ^^2  =  0,  -P3  +  AÖ3  =  0,  die  sich  in  der  Curve 
dritter  Ordnung  schneiden,  welche  den  Hyperboloiden 

P,Ö2-^2Ö,  =  0,   i'2()3-i*3Ö2  =  0,    />3Ö,-P,Ö3  =  0 

gemeinsam  ist.  (Vergl.  §  100.;  9 — 11.) 
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Die  developpable  Fläche  dritter  Ciasse  erscheint 
als  die  gemeinsam  umschriebene  zweier  einfachen 
Hyperboloide;  die  eine  Erzeugende  gemein  haben. 
13)  Von  der  Durchdringungscurve  zweier  Flächen 
zweiten  Grad  es ;  welche  einen  Rückk  ehr  punkt 
besitzt;  ist  in  §  85.  und  in  §  100.  gezeigt;  dass  sie 
durch  fünf  Punkte  oder  ihre  developpable  Fläche 
durch  fünf  Ebenen  bestimmt  ist  und  man  hat  daraus 
(§  85.;  9.,  10.)  bereits  den  Schluss  gezogen,  dass  alle 
Curven  dieser  Art  und  ihre  developpabeln  Flächen 
unter  einander  collinear  und  reciprok  sind. 

Macht  man  von  jenen  fünf  Punkten  den  in  der 
Curve  willkürlich  gewählten  zum  Einheitpunkt  und 
die  vier  übrigen  zu  Fundamentalpunkten;  so  ergiebt 
sich  die  analytische  Darstellung  der  Curve  und  ihrer 
Developpabeln  der  umschriebenen  und  eingeschrie- 
benen Flächen  zweiten  Grades  sehr  einfach. 

Sei  der  Rückkehrpunkt  der  Curve  (Fig.  228.; 
vergl.  Fig.  165.)  der  Fundamentalpunkt  Ä^y  der  Be- 
rührungspunkt der  stationären  Ebene  Ä^,  der  Schei- 
tel des  doppelt  berührenden  Kegels  zweiten  Grades 
^3  und  der  Duschschnittspunkt  der  Rückkehrtangente 
mit  der  stationären  Ebene  Aj^\  dann  ist  durch 

ein  Kegel  zweiten  Grades  von  der  Spitze  A^  ausge- 
drückt, der  den  Einheitpunkt  enthält  und  welcher  von 
den  Ebenen  A^  A.^  A^ ,  A^  A^  A^  nach  den  Geraden  A^  A^ , 
A^  A^  respective  berührt  wird,  oder  für  den  die  Ebene 
AyA^A^  die  Polarebene  votlA^A^  ist.    Ebenso  bezeichnet 

Xm     "  '    Xt  X^  *""■  vf 

einen  Kegel  zweiten  Grades  von  der  Spitze  A^,  wel- 
cher von  A^A^A^  und  A^A^A^  respective  in  A^A^  und 
^2^3  berührt  wird  oder  für  den  A^A^A^  die  Polarebene 
von  ^3^4  ist.  Die  Spitze  des  erstem  liegt  auf  dem 
Mantel  des  zweiten  und  die  zugehörige  Berührungs- 
ebene des  Letztem  berührt  den  ersten  in  einer  von 
A^A^  verschiedenen  Geraden  A^Aj^,  Die  Durchdrin- 
gungscurve beider  Kegel  ist  somit  die  gegebene  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt. 
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Daher  gelten  für  einen  beliebigen  Punkt  dieser 
Curve  die  gleichzeitigen  Relationen 


SJCtf 


OCi 


X. 


2' 


x. 


X 


4 


Xt 


Xfi 


X. 


tn  '*^'i  **^n  **'9, 

oder  für  a  als  eine  beliebige  Zahl  darf  man  die  Ver- 
hältnisse der  Coordinaten  des  Punktes  der  Curve  setzen 


=  a*  :  1  :  a  :  fl^. 


Der  Punkt  a   und  der  Punkt  —  a  der  Curve  liegen 
in   einer   durch  den  Fundamentalpunkt  J.^  gehenden 


Flg.  828. 


Geraden  oder  der  Kegel  aus  A^  ist  ein  eigentlicher 
doppelt  projicierender  Kegel  derselben;  solche  Punkte 
sind  durch  die  Ebene  A^  A^  A^  harmonisch  getrennt. 

Die  Tangentialebene  des'  Kegels  A^  im  Punkte  a 
hat  nach  §  137.;  5.;  6.  die  Gleichung 

2ax^  —  a^Ä:2  —  a;^  =  0 

und  die  Tangentialebene  von  A^  in  demselben  Punkte 
ist  dargestellt  durch 

2a^x^  —  a?!  —  a^x2=^  0. 
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Die  Coexi^tenz  beider  Gleichungen  bezeichnet  die 
Tangente  der  Cur ve  im  Punkte  a;  setzt  man  in  ihnen 
u\^  =  (fy  so  erhält  man  für  den  Durchschnittspunkt 
derselben  mit  der  Ebene  Ä^A^A^  die  Bedingungen 

a^x^  -f-  cc^  =  Of     2fr  j:^  —  a*j  —  a^x^  ^^  0; 

in  welche  nur  die  geraden  Potenzen  von  a  eintreten- 
d.  h.  die  Tangenten  der  Curve  in  Punkten  a  und  — « 
schneiden  sich  in  der  Ebene  A^A.^A^,  In  der  That 
sind  die  Gleichungen  der  Tangente  ii>  —  a 

2ax.J^  -f-  a^x^  -j-  o:,  =  0,    2a^x^  —  x^  —  a^x.^  =  0. 

Beide  Tangenten  liegen  in  der  durch  die  letzte  Gleichung 
ausgedrückten  Ebene  und  bilden  also  mit  der  Schnitt- 
linie mit  A^A.^A^  und  mit  der  nach  A.^  gehenden  Ge- 
raden ein  harmonisches  Büschel. 

Eliminiert  man  zwischen  den  Gleichungen 

2ax.^  —  a^x.2  —  iCj  =  0,  2a'^x^  —  x^  —  a*X2  =  0 

die  Grösse  «,  so  erhält  man  eine  Gleichung  für  den 
Inbegriff  aller  Tangenten  der  Raumcurve 

{x.^  db  V^i^  —  XjiCj}-  =  a?ja;4  +  ^2  V oc^  —  x^x^ 

oder  in  rationaler  Form  nach  dreimaliger  Ausscheidung 
von  Ä-2  =  0  (vergl.  §  83.;  11*,  b.)  (r=  8) 

x^  (3 x^  +  iT  1  x.^  —  8  x<^ (a:^^ -j- 3 a:,  x^x^  —  2 x^  x^^)  =  0. 

Sie  ist  eine  Gleichimg  fünften  Grades  (r  =  5,  §  83. ; 
n*;  c;  §85.)  und  zeigt;  dass  die  Fundamentalebenen 
0:^  =  0  (stationäre  Ebene),  a.^  =  0,  x^  =  Oy  x^  ==  0 
respective  die  Fläche  schneiden  1)  in  der  dreifach- 
zählenden Geraden  A^A^  und  dem  Kegelschnitt  A, 
(Fig.  228.)  von  der  Gleichung 

*/  Xif  Xt     ~~~    ö  Xn       '  '        \J  • 

der  also  durch  die  Fundamentalpunkte  A^y  A^  geht 
und  in  ihnen  respective  die  Geraden  A^A^^  -^z-^i  ^^" 
rührt;  2)  in  der  zweifach  zählenden  Geraden  A^A^ 
und  der  durch  die  Gleichung 

x^^  —  2  a*i  a'3^  =  0 
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dargestellten  Curve  dritter  Ordnung,  die  also  in  A^ 
mit  der  Geraden  A^J^  als  Tangente  einen  Rlickkehr- 
punkt  und  in  J.^  einen  Inflexionspunkt  mit  der  Tan- 
gente A'^Jj^  hat;  3)  in  der  Geraden  A^A^  und  dem 
doppelt  zählenden  durch  die  Gleichung 

dargestellten  Kegelschnitt  (Hyperbel  Ao  in  Fig.  228.), 
der  also  in  ^4, ,  A^  respective  die  Geraden  A^A^,  ^i^\ 
berührt;  in  der  Geraden  A^A^  und  der  Curve  vierter 
Ordnung  von  der  Gleichung 

Diese  und  die  Curve  dritter  Ordnung  in  der  Ebene 
A^  A^  A^  enthält  die  Fig.  228.  nicht ;  die  Kegelschnitte 
Aj,  A.J  sind  punktiert,'  wo  sie  von  den  Flächen  des 
Fundamentaltetraeders  A^  A.^  A^  Aj^  und  den  Kegeln  ver- 
deckt sind,  übrigens  ausgezogen,  wie  die  Raumcurve 
vierter  Ordnung  selbst  auf  dem  Mantel  des  Kreiske- 
gels. S|  und  S3  bezeichnen  die  Leitcurven  der  beiden 
Kegel  A^  und  A^j  deren  Durchdringung  sie  ist. 

Verbindet  man  den  Punkt  a  der  Curve  mit  den 
beiden  ihm  unendlich  nahe  folgenden  Punkten,  so 
erhält  man  die  Schmiegungsebene  der  Curve,  die  ihm 
entspricht  und  nach  §  141.  ist  ihre  Gleichung 


x^ 


X, 


^1 


:r>  1 


X 


a,  a% 


a\  1 


da,  2ada,     4«^  da,  0 
0,    2d[^a,  Via'^öPa,  0 


^3 


•C«] 


X 


X, 


Si 


a,       ö'. 


a*    1 


1,     2a,      4«»,  Ol 
0,       2,    12 «2,  Oj 

oder  x^  —  Sa^arj  +  8a^x.^  —  6a^x^  =  0. 

Für  «  ^  0  wird  sie  zu  a;,  =  0  und  enthält  auch 
noch  den  dritten  nächstfolgenden  Punkt. 

Die  Schmiegungsebene  im  Punkte  —  a  ist  durch 

Xi  —  Sa^ÄJj  —  8a^x^  —  6a^XJ^  «=  0 

dargestellt  und  wird  von  der  Schmiegungsebene  in  a 
in  der  Ebene  A^  A^A^  nach  einer  Tangente  des  Kegel- 
schnitts A3  geschnitten. 
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Soll  ein  Punkt  P  oder  y  des  Raumes  auf  jener 
liegen,  so  bat  er  der  Bedingung 

y,  —  3a*y2  +  Sa^ya  —  60*^4  =  0 

zu  genügen  und  da  diese  eine  Gleichung  vom  vierten 
Grade  in  a  ist,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  des 
Raumes  vier  Schmiegungsebenen  der  Curve.  (§  83. ; 
11*,  c)  n  =  4.) 

Sind  fl,,  a^y  «3-,  a^  die  vier  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, so  gelten  die  vier  Gleichungen 

a?!  —  3 02*0:2  H"  8  02*^3  —  602*0:4  =as  0, 
x^  —  303*0:2  +  803*0:3  —  603^0:4  =  0, 
o:,  —  804*0:2  +  804^0:3  —  604^0:4  =  0, 

mit  der  Bedingung 


=  0. 


1, 

«.s 

«.'; 

«.' 

1, 

«jS 

h\ 

"^ 

1, 

«,*, 

n  3 

«,' 

1, 

«4*, 

«4', 

«4' 

Unter  derselben  Bedingung  gehen  aber  auch  die  Ebenen 

x^  —  3ai*or2  —  801^0:3  —  601*0:4  =  0, 
X,  —  802*0:2  —  802*0:3  —  602^0:4  =  0, 
x^  —  803*0:2  —  803*0:3  —  603^X4  =  0, 
x^  —  8o4*X2  —  804*0:3  —  604^0:4  a=  0, 

die  Schmiegungsebenen  in  den  Punkten  —  Oj,  —  a^y 
—  03,  —  04  durch  einen  Punkt  P*,  Die  Gerade  PF^ 
geht  durch  A^  und  P  und  P*  sind  durch  A^  und  die 
Ebene  A^A^A^  harmonisch  getrennt.  (Vergl.  §  85.;  12.) 
Durch  die  Curve  vierter  Ordnung  mit  Rückkehr- 
punkt gehen  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades, 
deren  Gleichung  die  lineare  Verbindung  der  Gleichun- 
gen beider  Kegelfiächen  ist 

(0:4*  —  0:10:2)  +  A:(o;3^  —  0:20:4)  =  0. 

Durch  jeden  Punkt  im  Räume  geht  eine  derselben. 

Für  Ar»sO  und  ^»^00  erhält  man  die  beiden  Kegel. 

Ist  y  der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  der 
Curve  in  den  Punkten  o  und  — o,  so  gelten  gleichzeitig 
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—  2  ay.^  —  0^2  -^         ^4  =  0, 
—  y\  —  «^2  +  2«*'y4  =0, 

oder  man  hat 

und  dieser  Pankt  liegt  also  in  einer  Fläche  des  Bü- 
schels;  wenn  man  hat  /r  =  —  4«*'^,  d.  h.  in  der  Fläche 
von  der  Gleichung 

x^^  —  x^x^  —  4ö*(a:./^  —  x^x^  ==  0. 

Es  ist  evident;  dass  diese  Fläche  auch  die  beiden 
Tangenten  der  Curve  in  a  und  —  a  selbst  enthält. 

14)  Man  beweise  analytisch  den  Satz  in  §  85.;  11. 

15)  Man  interpretiere  die  vorigen  Entwickelungen  in  den 
li  und  zähle  die  entsprechenden  Eigenschaften  der 
developpabeln  Fläche  der  Raumcurvc  vierter  Ordnung 
mit  Rückkehrpunkt  auf. 

16)  Die  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  analytisch  dar- 
stellbar durch  die  Gleichungen 

Xt\       -""    Xy  afcu    "i—    \J  m  X'i        ~~*    X't  Xt     SSSS    \J, 

Man  beweise,  dass  der  Schnittpunkt  von  drei  Schmie- 
gungsebenen  in  der  Ebene  der  drei  entsprechenden 
Curvenpunkte  liegt.  (Vergl.  §  84.;  9.,  10.) 

17)  Drei  lineare  Complexe  erzeugen  als  ihnen  gemeinsam 
eine  Regelfläche  zweiten  Grades  durch  die  eine  Schaar 
ihrer  Erzeugenden. 

144.  Die  projectivischen  Beziehungen  der  Gebilde  aller 
Stufen  finden  in  den  entwickelten  Coordinaten  den  einfachsten 
Ausdruck ;  es  genügt,  denselben  für  die  CoUineation  und  Re- 
ciprocität  der  Räume  zu  geben,  weil  von  da  aus  die  Betrach- 
tung leicht  rückwärts  und  vorwärts  zu  verfolgen  ist. 

Wenn  dem  Punkte  P  oder  {x^,  x.^,  x^,  x^)  des  einen 
Raumes  der  Punkt  P'  mit  den  Coordinaten  x^',  x./,  x^',  x^  im 
andern  Raum  entspricht,  so  sind  die  x/  als  Functionen  der 
x^  —  und  umgekehrt  —  so  bestimmt,  dass  allen  Punkten 
einer  Ebene  im  zweiten  Raum  wieder  die  Punkte  einer  Ebene 
im  ersten  Raum  entsprechen ;  und  zwar  diess  ganz  unabhängig 
von  der  Wahl  der   Fundamentalpunkte  für  die  Xi  wie  der- 

Fiedler,  DarjtcUcudc  Geometrie.  36 
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jenigen  für  die  ar/.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  nicht  die 
absoluten  Werthe,  sondern  nur  die  gegenseitigen  Verhältnisse 
der  Coordinaten  zur  Bestimmung  des  Punktes  erforderlich 
sind^  kann  man  setzen 

• 

^a:/  =  9)/(.r,,  x.,,  x^y  x^)  für  i  =  1,  2,  3,  4  respectivc 
und  erhält  als  Ausdruck  des  der  Ebene 

des  zweiten  Raumes  entsprechenden  Gebildes  im  ersten  Ranm 

welche  Gleichung  somit  für  alle  Werthe  der  H  homogen  und 
linear  in  den  Xi  sein  muss.  Es  müssen  daher  die  q>i  selbst  homo- 
gene lineare  Fuctionen  der  Xi  sein,  d.  h.  die  Collineation 
der  Räume  wird  in  Punkt-Coordinaten  allgemein 
ausgedrückt  durch  die  Bedingungsgleichungen 

In  Folge  derselben  wird  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  im 
ersten  Raum  der  Ebene  (|,',  S^';  S3';  S/)  ^©8  zweiten  Raumes 
entspricht, 

5l'(«ll^'l  +  «n^2  +  «13*3  +  «11*4)  +  lii^7t^l  H ) 

+  53'(«3t*l  +  •••)  +  5;  («41*1  +  --O^O 

und  man  erkennt,  dass  die  mit  a)  gleichzeitigen  Rela- 
tionen der  Ebenen-Coordinaten  sind 

Der  Uebergang  von  einem  räumlichen  System  zu  einem 
ihm  collinearen  wird  also  analytisch  ausgedrückt,  indem  man 
an  Stelle  der  fix/  lineare  homogene  Functionen  der  Xi  setzt 
oder  an  Stelle  der  q^/:  lineare  homogene  Functionen  der  ^•', 
deren  Coefficienten  mit  den  Coefficienten  von  jenen  in  der 
Art  übereinstimmen,  dass  die  Horizontalreihen  der  Coefficien- 
ten in  jenen  in  die  gleichnamigen  Verticalreihen  der  Coeffi- 
cienten in  diesen  übergehen;  oder  mit  andern  Worten:  'Der 
Uebergang  zu  einem  collinearen  System  entspricht 
einer  allgemeinen  linearen  Substitution  für  die  x/ 
und  der  transponierten  Substitution  für  die  ^. 
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Die  Auflösung  der  Gnippen  der  Gleichungen  a)  und  b) 
nach  den  Xk  respective  den  J/  liefert  die  entsprechenden  Sub- 
stitutionen für  die  0:^  respective  $/.  (§  141.  und  unten  1— 10.) 

Die  Gleichungen  der  Transformation  der  Coordi- 
naten  lassen  sich  leicht  als  specielle  Fälle  hiervon  ableiten 
und  die  in  dieselben  eintretenden  Coefficienten  erhalten  mit 
Hilfe  des  Früheren  eine  vollständige  geometrische  Interpre- 
tation^ welche  der  der  Coefficienten  der  allgemeinen  Gleichungen 
der  Collineation  entspricht.  (Beispiel  8.) 

Wenn  aber  dem  Punkte  P  oder  (a:, ,  x^,  x^^  x^)  die  Ebene 

//'  im  andern  Raum  correspondiert^  so  setzen  wir  zwischen 

den  Coordinaten  ^/  der  Ebene  und  denen  a:,  des  Punktes  die 

Abhängigkeit 

fn  S/  =  9?i  (a^i ,  ÄTj ,  x^  ,0:4) 

und  erhalten  als  Gleichung  der  Ebene  11' 

.r/.  ^p^  (o:, ,  x.^y  x^,  x{)  -f  x^' -  gj^C^i  y"')  +  ^V  *  9.)  C^'i  ?  ' ' ') 

Und  da  «auch  dem  Punkte  x/  eine  Ebene  im  ersten  System 
entsprechen  muss,  so  ist  diese  Gleichung  nothwendig  ftir  alle 
Werthe  der  x/  linear  und  homogen  in  den  Xi,  d.  h.  die  Func- 
tionen (fi  selbst  müssen  lineare  und  homogene  Functionen  der 
Xi  sein;  man  darf  also  setzen 

a*)     m^i  ==  cciix^  -f  aaXj  +  ^is^^  -f-  a/4^'4, 

nnd  erhält  daraus 

b*)     r^k  =  «lA-  a:,'+  a^k  ar./+  «3A-  a:3'+  «4*^:4'; 

d.  h.  die  Reciprocität  räumlicher  Systeme  wird 
ebenfalls  durch  eine  allgemeine  lineare  Substitu- 
tion und  deren  transponierte  analytisch  ausge- 
drückt. Die  geometrische  Interpretation  ihrer  Coefficienten 
ist  so  einfach  wie  vorher. 

Darum  enthält  die  Algebra  der  linearen  Substitutionen 
das  bezeichnete  Hauptstück  einer  allgemeinen  analytischen 
Geometrie  —  sagen  wir  die  analytische  Geometrie  der 
Lage  —  als  einen  Thcil;  die  Entdeckung  der  projectivischen 
Eigenschaften  der  geometrischen  Gebilde  kommt  auf  die  Ent- 
deckung solcher  Functionen  der  Coefficienten  und  Variabein 
ihrer    Gleichungen    zurück ,    welche    bei    einer    allgemeinen 

36* 
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linearen  Substitution  unverändert  bleiben  o^er  doch  nur  durch 
Hinzutreten  eines  Constanten  Factors  geändert  werden,  d.  h. 
auf  die  Theorie  der  Invarianten  und  Covarianten 
im  Sinne  der  neuern  Algebra.  Die  individuellen  Eigen- 
schaften der  Figuren  entsprechen  den  Invarianten  und  Co- 
varianten gegenüber  denjenigen  Substitutionen,  welche  die 
Transformation  der  Coordinaten  ausdrücken. 

Nachdem  wir  die  Idee  der  Verbindung  entspre- 
chender Elemente  projectivischer  Gebilde  als  die 
Quelle  der  geometrischen  Erzeugung  von  Curven 
und  Flächen  kennen,  lässt  sich  leicht  eine  Uebersicht  dieser 
Erzeugnisse  geben  (Beispiele  12  f.),  die  zur  genaueren  Unter- 
suchung anregt. 

Die  für  die  Durchführung  unumgängliche  Mitinbetracht- 
nahme  der  imaginären  Elementenpaare  knüpft  sich  am  ein- 
fachsten an  die  Lehre  von  der  Involution. 

1)  Man  zeige,  wie  es  eine  Folge  der  Gleichungen  a),  b) 
respective  a*),  b*)  ist,  dass  fünf  Paare  entsprechen- 
der Elemente,  von  denen  keine  vier  demselben  Ge- 
bilde zweiter  Stufe  angehören,  die  Projectivität  räum- 
licher Systeme  bestimmen. 

2)  Die  Auflösung  der  Gleichungen  a)  für  die  CoUineation 
der  Räume  in  Punkt -Coordinaten  giebt  für  die  xk 
Werthe  in  der  Form  von  Brüchen,  als  deren  gemein- 
samer Nenner  die  Determinante  der  Coefficienten 

I  ''21;  ^22  7  "23  >  ^24 

^'si;  ^32  >  *^rA}  ^34 

,  ^41  ^  ''42>  ^'43  >  ^44 

erscheint,  während  der  Zähler  das  [i  fache  derjenigen 
Determinante  ist,  die  aus  der  vorstehenden  durch 
Einsetzung  der  Reihe  a:/,  iTj',  arg',  x/  in  die  Z:*®  Ver- 
ticalreihe  derselben  gebildet  wird.  Bezeichnet  man 
durch  jiik  diejenige  Determinante,  welche  aus  der 
vorigen  durch  Unterdrückung  der  i**""  Zeile  und  der 
A:^^"  Reihe  hervorgeht,  durch  R  aber  diese  Determi- 
nante selbst,  so  erhält  man 

—  Xk  =  Alk  a:|'+  A^k  il^2  +  ^3*  ^s'H"  Mk^i^ 
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Die  Substitution  in  die  Gleichung 

giebt 

5|(^ll^l'+  ^21^2'+  ^31  ^3'+ ^J  1^4')  +  ll(^t2^l'-\ ) 

oder 

+  <KiSi  4-  ■••)  +  <(^i4«i  +  •••)  =  0; 

d.  h.  die  Relationen  zwischen  den  J,  und  |/  sind 
In  der  That  sind  diess  die  Auflösungen  von  b),  wenn 

3)  Man  leite  die  Projectivitätsgleichungen  für  Gebilde 
zweiter  und  erster  Stufe  direct  ab  und  zeige  sodann 
wie  sie  aus  denen  der  Gebilde  dritter  Stufe  hervor- 
gehen und  wie  diess  den  Satz  ausdrückt  ^  dass  in 
projecti vischen  Räumen  die  entsprechenden  Gebilde 
zweiter  respective  erster  Stufe  zu  einander  projec- 
tivisch  sind. 

4)  Die  Gleichungen  für  die  projecti vische  Transformation 
der  Gebilde  vierter  Stufe  erhalten  wir  für  i,  Ar  ==  1,2,3,4 
und  die  atk  als  die  Coefficienten  der  linearen  Substi- 
tution mit  vier  Variabein  in  der  Form 

ft'ViV  ='Pi2(«ii«A2  ~  o,2ftki)  +  Pni^'^^^kz —  «.3^*2) 

+  P2l{f^ii^k4 «140^2)  +  /'34(«i3«Ä-4 ^il^ks) 

und  entsprechend  für  die  7r,Ä. 

Was  ergiebt  sich  für  den  Schnittpunkt  des  Strahls 
mit  der  Einheitebene,  respective  die  projicierende 
Ebene  desselben  aus  dem  Einheitpunkte  und  ihre  ent- 
sprechenden? (Vergl.  8.) 

5)  Die  Bestimmung  projectivischer  Gebilde  zweiter  Stufe 
durch  vier  und  die  erster-  Stufe  durch  drei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  ist  zu  begründen;  man  discu- 
tiere  auch  die  Bestimmung  der  Projcctivität  der  Ge- 
bilde vierter  Stufe. 
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6)  Die  Division  der  drei  letzten  Gleichungen  a)  durch 
die  erste  giebt 

x^         aji^'i  +  ^<jo^2    \    ^x^^z'T  ^w'^x 

und  analog  für  die  Gleichungen  b).  Für  x^  und  x,' 
gleich  Eins  entspringen  aus  diesen  Gleichungen  die- 
jenigen, welche  für  Parallelcoordinaten  x,  y,  z  (§  140.) 
den  Uebergang  zu  einem  collinearen  System  bedeuten. 
Man  bilde  die  entsprechenden  speciellen  Gleichun- 
gen für  reciproke  Systeme  und  discutiere  geometrisch 
diese  speciellen  Gleichungen,  wie  die  vorhergehenden 
allgemeinen,  entwickele  insbesondere  die  doppelte 
geometrische  Deutung  ihrer  Coefficienten.   (Vergl.  8.) 

7)  Man  bestimme  die  linearen  Substitutionen,  welche  die 
geometrisch  bestimmte Projectivität  von  zwei  gegebenen 
Gebilden  zweiter  Stufe  ausdrücken;  also  zu  den  Grup- 
pen von  vier  Paaren  entsprechender  Elemente  und 
für  gegebene  von  einander  unabhängige  Fundamental- 
Elemente. 

8)  Die  Untersuchung  der  Coordinatentransforma- 
tion  kann  daran  angeschlossen  werden;  die  Systeme 
sind  congruent  und  die  entsprechenden  Ele- 
mente decken  sich. 

Die  Transformationen  für  Gebilde  zweiter  Stufe 
reichen  als  Beispiel  hin,  denn  die  sich  ergebenden 
Gesetze  sind  allgemein.  Man  erhält  aus  den  allge- 
meinen linearen  Substitutionen 

|üav  =  an x^  +  an x^ -f  «,3 i^-j ,  ^ |ä  =  «1  a  1/+  tf2A|./+  ''3*1:,' 

für  .r.,  =  0,  0:3  =  0,  .Tj  =  -'  ,  respective  |2'=0,  |3'=0, 

'h  '  ^' 

1/=—/  (vergl.  §  133.)  d.  i.  für  ^, ,  respective  «,' 


^i 


r-  '^'i  =  «a   respective  ~f  §a  =  «ia 


und  allgemein  für  A/c  respective  «/ 

,        Xi    =  Ö/A  =    TT  §A  7 
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d.  i.  die  geometrische  Bedeutung  der  Coef- 
ficienten  der  Substitution  als  der  Coordina- 
ten  der  Fundamcntalpunkte  des  alten  Sy- 
stems in  Bezug  auf  das  neue  und  die  Goor- 
dinaten  der  Fundamental-Linien  des  neuen 
Systems  in  Bezug  auf  das  alte.  Dieselben  Er- 
gebnisse folgen  aus  .r/  =  0,  respective  |a  =  0. 

Für  die  construetive  Benutzung  oder  die  Ueber- 
sctzung  in  die  Figur  noch  bequemer  schreiben  wir 

Xi  :  Xj  =  ttik  :  ttjk  und  |;t :  |/  =  mk  :  «,/. 

In  Bezug  auf  die  Einheitelemente  erhalten  wir 
endlich  für  den  Einheitpunkt  des  alten  Systems  in 
Bezug  auf  das  neue  und  für  die  Einhcitlinie  des  neuen 
Systems  in  Bezug  auf  das  alte  respective 

A  =  l  1=1 

A=3  1=3 

Man  führe  diese  .Transformation  für  die  Gebilde 
erster,  dritter  und  vierter  Stufe  (vergl.  4.)  durcli  und 
zeige  besonders,  wie  für  die  Coordinaten  von  Cartcsius 
und  Plücker  unsere  geometrische  Deutung  der  Trans- 
formationscoefficienten  direct  auf  die  gewöhnliehen 
Formeln  führt. 

Man  untersuche  endlich    die    speciellen    linearen 
Substitutionen,    die  man   orthogonale  nennt,    auf 
ihren  geometrischen  Character. 
9)  Die  Projectivität  der  Gebilde  erster  Stufe  wird  aus- 
gedrückt durch 

x{        «11.T1  +  a^^x^  «„  +  ^j.^|' 

d.  i.  «12^^'  —  «22I  +  «iJ'  —  «21  =  0, 

die  allgemeine  lineare  Gleichung  zwischen  zwei  Va- 
riabein.   Man  erhält 

«22  —  «12  5 

Welches  ist  die  Bedeutung  der  ^,  |'  im  Allgemeinen 
(§  132.)  und  welches  die  für  die  elementaren  Coor- 
dinatensy  steme  ? 
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10)  Unter  der  Vorausßetzung,  dass  ^n  =  —  «22  '^^^>  erhält 
man  die  Gleichung  der  Invohition 

«12^^'  +  «II  (S  +  S')  —  «21  =  0. 

11)  Man  zeige,  wie  durch  Voraussetzungen  über  das  voll- 
ständige directe  oder  indirecte  oder  über  das  theil- 
weise  Entsprechen  der  Fundamental -Elemente  die 
allgemeine  Gleichung  der  Projectivität  in  die  ein- 
facheren Formen 

«12^1'  =  Ö21>    «22^  =  ^lll'j 

«12SI' —  «22S  +  «iil' =  0,    «225     —  «iil' +  «21  =0; 

0,2^'  —  «22^  —  «21       =0,      «12SS'  +  «III'  —  «21  =0 

übergeführt  wird.  Die  entsprechenden  Specialisierungen 
der  allgemeinen  Projectivitätsgleichungen  für  die  Ge- 
bilde höherer  Stufen  mögen  untersucht  werden;  ins- 
besondere für  den  Fall  entsprechender  Fundamental- 
elemente. Welches  ist  die  Bedeutung  der  Substitutionen 

12)  Wenn  die  projectivischen  Gebilde  |,  |'  einerlei  Träger 
haben  und  auf  dieselben  Fundamental  -  Elemente  be- 
zogen sind ,  so  giebt  die  für  5  =  1'  aus  der  allge- 
meinen Gleichung  der  Projectivität  entspringende 
Gleichung 

«12 1'  +  («II   —  «22)6  —  «21  =  0 

die  Doppelelemente  in  einander  liegender  projectivischer 
Gebilde;  ebenso  die  Gleichung 

«12?^  +  2/7,j|  —  «2,   =0 

die  Doppelelemente  der  Involution. 

Inwiefern  überträgt  sich  dicss  auf  ungleichartige 
projectivische  Gebilde?  (Vergl.  17.) 

13)  Man  zeige,  dass  in  einander  liegende  coUineare  Gebilde 
zweiter  Stufe  im  Allgemeinen  nicht  mehr  als  drei 
Elemente  entsprechend  gemein  haben  können  und  er- 
weitere den  Satz  und  die  Beweise  für  die  coUincarcn 
Räume. 

Unter  der  Annahme,  dass  die  x/  und  die  Xi  auf 
das  nämliche  System  von  Fundamentalelementen  be- 


I«ll  — 

f^,    «12 

)    «13 

!  a,, 

,    «22 

1^,  ^n 

1^31 

;    «32 

}    «83 
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zogen  sind^  genügen  die   sich  selbst  entsprechenden 
Punkte  durch  ihre  Coordinaten  den  Gleichungen 

aus  denen  sich  für  fi  die   cubischc  Gleichung  ergiebt 


=  0, 


deren  Wurzeln  die  entsprechenden  Coordinatenwerthc 
liefern.  Die  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  sind 
die  Seiten  des  Dreiecks  der  sich  selbst  entsprechen- 
den Punkte. 

Oder  auch:     Der   Ort    der  Durchschnittspunkte 
der  Paare  entsprechender  Strahlen  (vergl.  §§  22.,  25.) 

mcci'  -{-  nxfc  =0,  m{ai^x^  -{■  «12^2  4"  «'3^:3) 
+  n{aki  oc^  +  «ä2  ^2  +  «*8  x^)  =  0 

ist  der  Kegelschnitt 

er  bestimmt  zu  jedem  Strahl  des  einen  Büschels  den 
entsprechenden  des  andern  und  erledigt  die  Construc- 
tion  der  collinearen  Ebenen.  Die  drei  Kegelschnitte 
aber,  welche  für  f,  k  gleich  1,  2;  2,  3;  3;  1  respec- 
tivc  erhalten  werden,  haben  drei  Schnittpunkte 

ar/  =  0;  flT/io:,  +  «18*^2  +  «18^:3  =  0, 

welche  nur  je  zweien  unter  ihnen  angehören,  und  so- 
mit im  Allgemeinen  nur  drei  weitere  Schnittpunkte, 
die  ihnen  gemeinschaftlich  sind ;  es  sind  die  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  der  collinearen  Ebenen.  Jene 
wie  diese  Betrachtung  zeigt,  dass  von  ihnen  immer 
einer  reell  sein  muss  und  dass  die  ihm  gegenüber- 
liegende Seite  des  sich  selbst  entsprechenden  Dreiecks 
es  auch  ist. 

Wie  modificieren  sich  Beweis  und  Satz  für  un- 
gleichartige projectivische  Gebilde  zweiter  Stufe,  näm- 
lich Ebene  und  Bündel? 
14)  Es  ist  zu  zeigen,  dass  für  inoinanderliegende  reciprokc 
Gebilde  zweiter  Stufe  diejenigen  Elemente,    welche 
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in  ihren  entsprechenden  liegen  oder  durch  dieselben 
gehen,  Curven  respective  Kegelflächen  zweiten  Grades 
bilden.    Man  hat  z.  B.  nach  a"^)  aus 

bl  ^l   "r  I2  ^2  T"  b3  ^3  ^^  ^9 

(cr,|  x^  -f-  ft,2a'2  +  «u^a)*^!  "ir  (^21^1    1   «22*^*2  "1   ^23 ''^a)*''^ 

+  («^31  -^'l  +  «^32  ^2  +  «33  ^3)  '^'3  =  0        * 

oder  a^^a:^'^  +  a^.,a:.p  +  «33 ^'3^  +  (<^i2  +  »21)^*1  ^'2 
+  («23  +  «32)^2^3  +  («31  +  «13)^3^1  =  0. 

Diese  Kegelschnitte  dienen  zur  Construction  ent- 
sprechender Elemente,  denn  der  eine  gicbt  die  Gerade, 
welche  einem  beliebigen  Punkte  des  andern  entspricht, 
als  seine  Polare  in  ihm  und  der  andere  analog  den 
Punkt,  welcher  einer  beliebigen  Tangente  des  andern 
entspricht. 

Die  beiden  bezeichneten  Kegelschnitte  sind  in 
doppelter  Berühining  mit  einander  und  die  Berührungs- 
punkte -80  wie  der  Schnittpunkt  ihrer  gemeinsamen 
Tangenten  sind  die  einzigen  Punkte,  denen  dieselben 
Geraden  entsprechen,  ob  man  sie  zum  einen  oder 
andern  der  beiden  reciproken  Systeme  rechnet. 

15)  Wie  lauten  die  analogen  Ergebnisse  für  den  Raum? 

16)  Für  aik  =  €Cfci  entspringt  aus  der  allgemeinen  Reci- 
procität  der  Gebilde  zweiter  respective  dritter  Stufe 
die  Polar-Reciprocität  derselben,  bei  welcher  ein  Ke- 
gelschnitt respective  eine  Fläche  zweiten  Grades  als 
Directrix  erscheint  und  einem  Punkte  dieselbe  Ge- 
rade, respective  dieselbe  Ebene  entspricht,  ob  wir 
ihn  zum  ersten  oder  zweiten  der  reciproken  Systeme 
rechnen.  Die  Directrix  ist  nicht  wesentlich  reell.  Man 
zeige  diess  an  der  Entstehung  des  Polarsystems  im 
Strahlenbündel  und  in  der  Ebene  mittelst  einer  Fläche 
zweiten  Grades  nach  §  94.;  2.,  5.,  7.  und  weise  das 
Orthogonalsystem  der  projicierenden  Strahlen  und  zu- 
gehörigen projicierenden  Normalebenen  oder  ihrer 
Spuren  in  der  Bildebene  (§  10.,  §  23.,  Fig.  43.)  als 
Specialfall  davon  nach  —  nämlich  für  eine  Kugel 
vom  Radius  Null  aus  dem  Centrum  der  Projection. 
(§  95.;  10.) 
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17)  Projectivische  Gebilde  erster  Stufe  liefern,  wenn  sie 
in  der  Form  des  Ineinanderliegens  gleicliartiger  Ge- 
bilde verbunden  werden,  als  ihr  Erzeugniss  das  reelle 
oder  vereinigte  oder  nicht  reelle  Paar  ihrer  Doppcl- 
elemente. 

18)  Die  Verbindung  ungleichartiger  projectivischer  Gebilde 
erster  Stufe,  nämlich  einer  Keihc  und  eines  Büschels 
in  derselben  Ebene,  einer  Reihe  und  eines  Ebenen- 
büschels, eiiles  Strahlenbüschels  und  eines  Ebenen- 
büschels, wenn  der  Scheitel  des  erstem  in  der  Schei- 
telkantc  des  letztem  liegt,  erzeugt  zwei  Elemente  des 
einen  Gebildes,  die  in  ihren  entsprechenden  im  andern 
liegen. 

liO  Die  Verbindung  der  entsprechenden  Elemente  von 
zwei  gleichartigen  projectivischen  Gebilden  erster 
Stufe  aber  verschiedenen  Trägem  liefert  folgendes: 

a)  Zwei  Reihen  in  derselben  Ebene  durch  die 
Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Punkte  und 
zwei  Strahlenbüschel  in  derselben  Ebene  durch  die 
Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden  Strahlen  die  ebenen 
Curven,  die  wir  Kegelschnitte  nennen.  (§  25.) 

b)  Zwei  Strahlenbüschel  von  einerlei  Scheitel  aber 
in  verschiedenen  Ebenen  durch  die  Verbindungsebenen 
entsprechender  Strahlenpaare  und  zwei  Ebenenbüschel 
von  sich  schneidenden  Scheitelkanten  durch  die  Schnitt- 
linien entsprechender  Ebenenpaare  Kegelfi ächen 
zweiten  Grades.  (§  68.) 

c)  Zwei  Reihen  in  sich  kreuzenden  Geraden  durch 
die  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Punkte 
und  zwei  Ebenenbüschel  von  sich  nicht  schneidenden 
Scheitelkanten  durch  die  Schnittlinien  ihrer  entspre- 
chenden Ebenen  die  eine  Regelschaar  eines  ein- 
fachen Hyperboloids.  (§  90.) 

Welche  Erzeugnisse  liefern  die  entsprechenden 
Verbindungen  ungleichartiger  Gebilde  erster  Stufe? 
20)  Die  Verbindungsebenen  der  entsprechenden  Punkte 
von  drei  projectivischen  Reihen  in  sich  kreuzenden 
Geradenerzeugen  eine  developpable  Fläche  drit- 
ter C lasse  (§  84.;  14.);  die  Schnittpunkte   der  ent- 
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sprechenden  Ebenen  von  drei  projectivischen  Büscheln 
mit  sich  kreuzenden  Scheitelkanten  erzeugen  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung.  (§84.-,  13.  §143.;  12.) 

21)  Die  Erzeugnisse  unter  18)^  19)  und  20)  lassen  sich  unter- 
einander und  auf  die  Gebilde  erster  Stufe  projectivisch 
beziehen  durch  Festsetzung  des  Entsprechens  von  drei 
Paaren  ihrer  Elemente  (vergl.  §  29.).  Sie  lassen  sich 
so  auch  zu  neuen  Erzeugnissen  verbinden.  Z.  B.  eine 
Gerade  als  Punktreihe  und  ein  Kegelschnitt  als  zu 
ihr  projectivische  Punktreihe  erzeugen  durch  die  Ver- 
bindungsgeraden entsprechender  Punktepaare  eine  Ke- 
gelfiäche  dritten  Grades  (§  114.)  —  wenn  sie  in  der- 
selben Ebene  liegen^  eine  Curve  dritter  Classe. 

Zwei  projectivische  Kegelschnitte  erzeugen  durch 
die  Verbindungslinien  ihrer  entsprechenden  Punkte- 
paare eine  Regelflächo  vierten  Grades;  ein  Kegelschnitt 
und  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung^  respectivc  zwei 
projectivische  Raumcurven  dritter  Ordnung  eine  Re- 
gelfläche fünften  respective  sechsten  Grades;  etc. 

22)  Zwei  collineare  Ebenen  bestimmen  durch  die  Verbin- 
dungsebenen der  Paare  sich  schneidender  entsprechen- 
der Strahlen  eine  developpable  Fläche  dritter  Classe; 
zwei  collineare  Bündel  durch  die  Schnittpunkte  sol- 
cher Paare  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung.  Die 
entsprechenden  Punkte  der  Ebenen  und  die  entspre- 
chenden Ebenen  der  Bündel  liefern  Strahlensysteme, 
die  zu  jener  Developpabeln  und  dieser  Curve  in  engster 
Beziehung  stehen;  durch  jeden  Punkt  geht  ein  Strahl 
und  in  jeder  Ebene  liegen  drei  Strahlen  des  letzteren 
im  Allgemeinen  und  reciprok  für  das  erstere. 

23)  Zwei  reciproke  Ebenen  respective  Bündel  erzeugen 
durch  die  Verbindungsebenen  der  Punkte  der  einen 
mit  den  entsprechenden  Strahlen  der  andern,  respec- 
tive die  Schnittpunkte  der  Strahlen  des  einen  mit  den 
entsprechenden  Strahlen  des  andern  eine  Fläche  zwei- 
ten Grades  (§  98.;  12.).  Man  zeige,  dass  die  der 
Schnittlinie  der  Ebenen  respective  dem  Scheitclstrahl 
der  Bündel  entsprechenden  Punkte  imd  Ebenen  die 
Berühnmgspunkte   respective    Berührungsebenen    der 
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Fläche  in  den  Trägem  der  erzeugenden  Gebilde  sind 
(vergl.  §  27.;  3.).  Man  begründe  auch  die  Existenz 
der  beiden  Familien  der  Flächen  zweiten  Grades  — 
mit  hyperbolischen  und  mit  elliptischen  Punkten  (§89.) 
—  aus  dieser  Erzeugungsweise. 

24)  Die  Verbindungsebenen  (Schnittpunkte)  der  entspre- 
chenden Punkte  (Ebenen)  von  drei  collinearen  Ebenen 
(Bündeln)  erzeugen  eine  krumme  Fläche  dritter  Classe 
(Ordnung).  Können  diese  Erzeugnisse  und  die  unter 
23)  unter  sich  und  mit  Gebilden  zweiter  Stufe  pro- 
jectivisch  bezogen  werden? 

25)  Zwei  collineare  räumliche  Systeme  erzeugen  durch  die 
VerbindungslinijBn  der  Paare  entsprechender  Punkte 
und  durch  die  Schnittlinien  der  Paare  entsprechender 
Ebenen  einen  StrahlencompleX;  in  welchem  die  durch 
einen  festen  Punkt  gehenden  Strahlen  eine  Kegelfläche 
zweiter  Ordnung  und  die  in  einer  Ebene  liegenden 
eine  Curve  zweiter  Classe  bilden.  Dieselben  Strahlen 
sind  auch  die,  welche  mit  ihren  entsprechenden  in  einer 
Ebene  liegen  oder  durch  denselben  Punkt  gehen. 

26)  Aus  den  einfachsten  Ausdrucksformen  projectivischer 
Gebilde  erster  Stufe  (11),  welche,  insofern  sie  Strahlen- 
büschel sind,  demselben  Gebilde  zweiter  Stufe  ange- 
hören müssen,  nämlich  für  «  =  0,  tt*=0;  »=0,  v*  =  0 
als  die  Gleichungen  der  ihren  Träger  bestimmenden 
Elementenpaare,  d.  h.  als  lineare  Gleichungen  mit 
zwei  Variabein  ä-,-  oder  J,-,  aus 

entspringt  als  Gleichung  des  Erzeugnisses  ihrer  Ver- 
bindung nach  19) 

UV*  —  u*v  =:  0. 

Sind  M  =  0,  M*  =  0  algebraische  Gleichungen  n*^"  Gra- 
des zwischen  den  Coordinaten  or,  oder  §,•  in  Gebilden 
zweiter  oder  dritter  Stufe,  d.  h.  die  Gleichungen  von 
ebenen  Curven,  Kegeln  oder  krummen  Flächen,  deren 
Ordnung  oder  Classe  gleich  n  ist,  so  repräsentiert 

eine  ebene  Curve,   Kegelfläche,   krumme  Fläche  von 
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derselben  Ordnung  oder  Classc,  welche  durch  ein 
Element  bestimmt  ist^  das  sie  enthalten  soU^  wenn 
dieses  den  Gebilden  ti  «=  0^  u*  =^0  nicht  gleichzeitig 
angehört.  Für  Gleichungen  in  den  x,-  nennt  man  ein 
solches  System  ein  Büschel  von  Curven,  Kegeln, 
krummen  Flächen  n**^'"  Ordnung,  für  solche  in  den  & 
eine  Sc  haar  von  Curven,  Kegeln,  krummen  Flächen 
w^*'  Classe. 

Die  Büschel  respective  Schaaren  m  +  Am*  =  0, 
t>  -f-  ^  «'*  =  0  sind  projectivisch  und  erzeugen  durch 
die  gemeinsamen  Elemente  ihrer  entsprechenden  Cur- 
ven,  Kegel,  Flächen  respective  Curven,  Kegel,  Flächen 
von  der  Summe  ihrer  Ordnungen  oder  Classen  als  Ord- 
nung oder  Classe,  welche  die  gemeinsamen  Elemente 
der  Büschel  oder  Schaaren  auch  enthalten. 

27)  Sind  t/,  fi*,  etc.  homogene  Polynome  zweiten  Grades, 
so  hat  man  Büschel  respective  Schaaren  von  Curven, 
Kegeln,  krummen  Flächen  zweiten  Grades.  Verbindet 
man  die  Gleichung  eines  Kegelschnittbüschels  u-\-k  u*=^  0 
mit  der  linearen  Gleichung  ^\X^  ^  ^^x^ -^  ^.J^x^  =  0 
durch  Elimination  von  x^ ,  so  erhält  man  als  Gleichung 
der  Reihe  der  gemeinsamen  Punktepaare  der  Geraden 
und  der  Curven  des  Büschels  eine  Gleichung  von  der 
Form  M-j-A«*  =  0  mit  m,  w*  als  homogenen  Polynomen 
zweiten  Grades  in  x^^  x^y  und  erkennt  dieselbe  als 
Ausdruck  der  Involution,  welche  jene  Paare  bilden. 
(§  25.)  Den  Doppelpunkten  derselben  entsprechen  die 
beiden  Kegelschnitte  des  Büschels,  welche  die  Gorade 
berühren.  Ein  Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades 
schneidet  daher  eine  Gerade  in  einer  involutorischen 
Reihe  und  enthält  zwei  Flächen,  welche  dieselbe  be- 
rühren 5  es  schneidet  eine  Ebene  in  einem  Kegelschnitt- 
büschel und  enthält  somit  drei  Flächen,  welche  diese 
Ebene  berühren,  weil  nach  §  143. ;  9.  ein  Kegelschnitt* 
büschel  drei  Paare  von  Geraden  enthält.  Man  tiber- 
trage diese  Erörterungen  auf  die  Schaaren  von  Curven 
und  Flächen  zweiten  Grades. 

28)  In  analoger  Weise  nennt  man  das  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form  vf^^  +  i,  ti<^^  +  ^2"^'^  =  0   dargestellte 
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System  ein  Bündel  oder  Netz  von  Curven  oder 
Flächen  ihrer  Ordnung  oder  Classe,  als  welche  jede 
durch  zwei  Punkte^  Gerade^  Ebenen^  die  sie  enthalten 
oder  berühren  müssen,  bestimmt  werden;  man  macht 
sie  projectivisch,  indem  man  ihre  Elemente  als  einan- 
der eindeutig  entsprechend  bestimmt.  (Vergl.  §141.;  1.) 
Man  überträgt  dieselben  Betrachtungen  auf  Sy- 
steme von  der  Gleichungsform 

«(<')  -f  A,  «(1)  +  Aj  M^2>  -I 1-  A^, «»  =  0, 

in  welchen  eine  Curve  respective  Fläche  durch  (i  Ele- 
mente bestimmt  wird. 

Man  erläutere  die  Fläche,  welche  das  Erzeugniss 
von  drei  projectivischen  Flächennetzen  ist  (24)  und 
die  Curve,  welche  vier  projectivische  Netze  als  Ort 
der  Schnittpunkte  von  je  vier  entsprechenden  Flächen 
erzeugen. 

145.  Es  ist  in  den  früheren  Entwickelungen  hervorgetreten, 
dass  die  metrischen  Bestimmungen:  Kechtwinkligkeit, 
Gleichwinkligkeit  (§  31.;  9.,  10.),  Halbierung  (§  16.;  1.)  spe- 
cielle  Fälle  projectivischer  Relationen  sind,  und 
insbesondere  dass  diese  Specialisierungen  durch  die 
unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes  und  den  in  ihr 
gedachten  imaginären  Kreis  bedingt  werden.  (§97.) 

So  wie  man  nun  allgemein  Untersuchungen  der  analy- 
tischen Geometrie  vereinfacht,  indem  man  Punkte  und  Ebenen, 
welche  für  dieselben  wichtig  sind,  zu  Fundamentalpunkten 
respective  Fundamentalebenen  oder  als  Einheitpunkt  respec- 
tive Einheitebene  wählt,  oder  sonst  in  das  Coordinatensystem 
aufnimmt,  so  gilt  auch  von  den  auf  metrische  Ver- 
hältnisse bezüglichen  Untersuchungen  der  analy- 
tischen Geometrie,  dass  sie  sich  am  einfachsten 
dann  gestalten,  wenn  dieGrundlagen  der  metrischen 
Bestimmungen  überhaupt  dem  Coordinatensystem 
angehören,  welches  man  benutzt.  Diess  bedingt  also 
die  Voraussetzung,  dass  die  eine  Fundamentalebene  unend- 
lich fem  ist,  wie  sie  den  Systemen  der  Coordinaten  von 
Cartesius  und  Plücker  im  Allgemeinen  entspricht;  und  die 
Vollständigkeit  des  Erfolgs  bedingt  femer,  dass  die  Stellungen 
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der  Coordinatenebenen  respectivc  die  Richtangen  der  Coor- 
dinatenaxen  oder  dass  die  Kanten  und  Ecken;  die  der  unend- 
lich fernen  Fläche  des  Fundamen  taltetraeders  angehören  ^  ein 
Tripel  harmonischer  Pole  und  Polaren  in  Bezug  auf  jenen  imagi- 
nären KreiS;  d.  h.  dass  die  Coordinatenaxen  und  Ebenen  drei 
zu  einander  normale  Gerade  und  Ebenen  sind.  Die  recht- 
winkligen Cartesischen  und  Pliicker'schen  Coor- 
dinatcn  dienen  daher  für  diese  Zwecke  am  besten. 
Von  den  auf  sie  bezüglichen  metrischen  Relationen  gelangt 
man  auch  bequem  zu  den  allgemeinen  für  die  projectivischen 
Coordinaten.  Dass  man  die  Gleichungen  in  Cartesischen  und 
Plücker' sehen  Coordinaten  nach  den  Substitutionen  der  §§  135. 
und  140.  in  homogene  Form  bringen  kann^  sichert  die  Vortheile 
dieser  Homogeneität^  giebt  die  Möglichkeit  der  Anwendung 
des  mächtigen  Instruments  der  Determinanten  und  erweitert 
zugleich  die  Tragweite  und  Geltung  der  gewonnenen  Resultate. 

1)  Für  Cartesische  rechtwinklige  Coordinaten  sind  die 
Winkel  a^  ß,  y  ^  die  der  vom  Anfangspunkt  A^  nach 
einem  Punkte  P(ar,  y,  z)  gehende  Radiusvector  A^  P=  q 
mit  den  Axen  A^X^  ^^F,  A^Z  macht  durch 

—  =  coz  of ,     -  -  =  cos  ß,    —  =  cot  y 
9  9  (f 

ausgedrückt  und  wegen 

^•-  +  y^  +  z^  =  9^ 

ist  (vergl.  §  46.) 

cos^a  -|-  cos'^ß  -\-  cos^y  =  1. 

2)  Ist  dann  p  die  Länge  der  Normale  vom  Anfangspunkt 
auf  eine  Ebene  und  macht  dieselbe  mit  den  Axen 
AiÄ,  A^Yy  A^Z  die  Winkel  a,  ß,  y  respectivC;  so  ist 
für  irgend  einen  Punkt  {x,  y,  z)  dieser  Ebene  die  Summe 
der  orthogonalen  Projectionen  seiner  Coordinaten 
pp^  £»  z,  -PiP,2  =  y,  -^12-^1  =  *'  ^^^  ^^  Perpendikel 
p  diesem  gleich;  d.  h. 

X  cos  cc  '\-  p  cos  ß  -]-  z  cos  y  =  p 

und  die  allgemeine  Gleichung 

Ax  -j-  By-^  Cz  -^  D  =  0 
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kann  durch  Multiplication  mit  einem  Factor 

immer  auf  diese  Form  (Normal  form)  gebracht  werden. 

3)  Für  (x^ ,  y^  y  z^  als  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
und  eine  durch  ihn  zur  Ebene 

X  cos  a  •■{■-  y  cos  ß  '\'  z  cos  y  ==  p 

gelegte  Parallelebene  ist  die  vom  Anfangspunkt  auf 
diese  gefällte  Normale 

=  x^  cos  «  +  yi  cos  ß  -{•  Zy  cos  y 

und  die  Entfernung  von  {x^y  y^y  z^  bis  zur  bezeich- 
neten Ebene  ist 

—  (a;j  cos  a  +  yi  cos  ß  -f-  2,  cos  y  —  p) , 

d.  h.  das  negative  Resultat  der  Substitution  der  Coor- 
dinaten  des  Punktes  in  die  Gleichung  der  Ebene^ 
den  Abstand  der  Ebene  vom  Anfangspunkte  als  po- 
sitiv betrachtet. 

4)  Für  den  Winkel  von  zwei  Ebenen  findet  man 

cos e ^ Ä,Ä^  +  B^^C,C.,    

und  damit  die  Bedingungen  des  Parallelismus 

-«1  -^2  ^^  "^2  -^1  9      ^i  ^2  ™^  -"2  ^1  9      ^1  -^2  '"^  ^2  "^1 

und  der  Rechtwinkligkeit 

A^  A^  "1"  B^  B^  -p  Cj  Cj  ^^  ^• 

5)  Ist  oTj  5  +  yi  ^  +  ^1  ?  +  1  =  0  die  Gleichung  eines 
Punktes  in  rechtwinkligen  Plücker'schen  Coordinaten 
und  sind  l^,  ri^,  ^j  die  Coordinaten  einer  Ebene  in 
demselben  System^  so  hat  die  Letztere  in  Cartesischen 
Coordinaten  die  Gleichung 

und  es  ist  also  ihre  Normalform 

Fiedler,  Danielleode  Geometrie.  37 


578 


Zweiter  Theil. 


l|g  +  *?iy  +  ^»+i_ 


0 


und  somit  der  Abßtand  des  Punktes  {x^ ,  f/i,  Z\)  von  ihr 

Vl'  +  rii'  +  'ti' 

6)  Man  mache  die  analogen  Entwickelungen  für  die  Punkt- 
und  Linien-Coordinaten  in  der  Ebene. 

7)  Sind  dann 

j4^x  -{-  B^y  -{-  C^z  -\-  D^  =0,  abkürzend  x^  =  0, 
^2^  + -^2^  +  ^2^  +  ^2  =  0,  „  a:2  =  0; 

^3^+  ^3^  +  ^3«  +  ^3  =  ^^  V  ^^3  =  0, 

A^x+ B^y+ C^z  + D^  =  0,  „  a:^  =  0 

die  Qleichungen  von    vier   Ebenen  A];  A2,  A3,  A^, 

die    ein    Tetraeder    bilden,    so    kann   die   Gleichung 

jeder  Ebene 

Ax  -{-  By-^-  Cz^  D  =  0 
in  die  Form 

«I  ^1  +  «2^2  +  «3^3  +  ^4  ^4  =  0 
gebracht  werden;  denn  die  Bedingungen 

«1-^1  +  «2^2  +  «3^3  +  «4^4  =  ^^ 
a,  P,  +  «2^2  +  «3^3  +  «4  ^4  =  ^f 
a,Ci  +  «2^2  +  «3^3  +  «4^4  =  ^; 
öj  A  +  «2  A  +  «3  A  +  «4  -^4  =  -^ 

sind  verträglich  und.bestimmen  die  a,,  so  lange  nicht  ist 

Al,     A^y     A^y     A^\ 

Cl    ,      C^    y       C^y       C4 

B,y  2>2,  i>3,  i>4 

Dann  sind  die  Xi  constante  Vielfache  der  senkrechten 
Abstände  eines  Punktes  von  den  Flächen  des  Tetrae- 
ders, d.  h.  sie  sind  von  den  projectivischen  Coordi- 
naten  des  Punktes  nicht  wesentlich  verschieden. 

8)  Sind  die  Gleichungen  von  A|,  •••  in  der  Normalform 
gegeben,  sodass  A,-,  Biy  d  die  cosccf,  cosßiy  cosy,  sind 
(1;  2)  und  Di  den  negativen  Abstand  der  Ebene  A/ 
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vom  Anfangspunkt  bezeichnet,  so  wird  die  Bedingung 
der  Rechtwinkligkeit  zweier  Ebenen 

übergeführt  in 

—  («2«3*+«2*«8)  ^0^(^27  A3)  —  (ö3Öl*+fl3*«l)  ^«^ (^3  ;  ^l) 

—  {a^a*+a*a^)co8{Ai  ,A^)  —  (a^a*+a*a^)  cos{A^,  A4) 

—  («3Ö4*+«3*«4)^0«(-^3;-^4)  =  0. 

Die  Entfernung  eines  Punktes  x%  y',  z  von  der  Ebene 

a,«,  +  02*^2  +  ^8^3  +  «4^4  =  0 
wird  für  ar/  ^  x'  costCi  +  y'  cosßi  +  2'  co^y,-  —  p,-  aus- 
gedrückt durch 

<'l^l'+  ^2^2'+  ^^^^3'+  <»4^4'     . 

Yl^ai^  —  2£^aucos{Ai,  A^| 

9)  Man  wende  diese  Ergebnisse  auf  die  Sätze  in  §143«;  11. 
und  ihre  entsprechenden  für  die  Ebene  in  §  137. ;  2.,  8. 
an,  um  dieselben  anders  auszudrücken. 
10)  Die  Punkte  von  den  Cartesischen^Coordinaten  Xi,  y^'^ 
x^,  y2]  ^37  ^3  bilden  ein  Dreieck;  dessen  doppelter 
Flächeninhalt  durch 

i^2>  y^}  ^ 

I  ^3 ;  y^}  ^ 

ausgedrückt  wird.  Verlegt  man  ohne  Aenderung  der 
Axenrichtung  den  Anfangspunkt  nach  x^,  yi,  so  ver- 
wandelt sich  die  vorige  Determinante  in 


^2  —  ^1}  ^2  ~  yi 

^3     ^\}  ys     y\ 


«2,    *2 

«3;  *3 


=  a^b^  —  a^b^ 


für  «2;  &2  Y  ^3>  ^3  a1^  ^^^  neuen  Coordinaten  der  Punkte 
2,  3  respective.  Ist  aber  0  der  3chnittpunkt  der 
durch  2;  3  gezogenen  Parallelen  zu  den  respectiven 
Axen  der  y  und  der  x,  so  ist 

A123  =  A120  + A230+  A310 

=  i[fl2(*3— ^2)  +  («3— «2)  (*3— ^2)  +  ^3  («2— «3)1 

=  i(«2*8  —  «3*2)- 

37  • 
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11)  Die  Gleichung  der  Ebene  der  drei  Punkte  1,  2,  3  in 
CartesiBchen  Coordinaten  (§  141.,  vergl.  §  136.;  3.) 
giebt  nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile  entwickelt 


X 


Vi ;  2^1 ,  1 

y2}^29 1  +  y 


y^?H 


^1  f  *^i9  * 
^2>  ^2  7  ^ 
^3;  ^3?  ^ 


+  * 


^2)  y^f  ^ 


^x^yiy  ^1 


^2  1  ^2  >  ^2 
^3?  ^3?  ^3 


und  in  dieser  Gleichung  sind  nach  10)  die  Coefficien- 
ten  von  x,  y,  z  die  doppelten  Flächeninhalte  der  Pro- 
jectionen  des  Dreiecks  12  3  auf  die  drei  Coordinaten- 
ebenen*;  d.  h*  für  F  als  Flächenzahl  dieses  Letztem 
und  a,  ßy  y  als  die  Neigungswinkel  der  Ebene  im 
Sinne  von  1 )  respective  gleich  2F  cosa^  2F  cosßj 
2F  cosy.  Die  Vergleichung  mit  der  Normalform  der 
Gleichung  der  Ebene  giebt  für  die  obige  Gleichung 

X'  2F  cosa  -{-y  .  2F  cosß  +  z  '2F  cosy  =  2Fp 

und  damit  die  vollständige  geometrische  Interpretation 
der  Coefiicienten  derselben. 
12)  Ist  dann  x,  y,  z  ein  beliebiger  nicht  in  der  Ebene 
123  gelegener  Punkt  des  Raumes,  so  ist  nach  3) 

—  (x  cosa  -|-  y  cosß  -\-  z  cosy  —  p) 

sein  normaler  Abstand  von  dieser  Ebene  und 

—  2F(x  cosa  +  y  cosß  -|-  z  cosy  —  p) 

das  sechsfache  Volumen  des  Tetraeders^  das  aus  ihm 
über  123  gebildet  wird;  somit  ist  die  Determinante 

l,  X  ^  y  ,  z 
1,  «1,  yi/zi 

1;    ^2  7    y2f    ^2 

M  ^z)  yz?  H 

der  Ausdruck  des  sechsfachen  Volumens  des  durch  die 
vier  Punkte  als  Ecken  bestimmten  Tetraeders.  Wenn 
der  vierte  von  ihnen  in  der  Ebene  der  drei  andern 
liegt;  so  ist  dieses  Volumen  Null  und  man  hat  die 
geometrische  Bedeutung  der  Cartesiscben  Gleichung 
der  Ebene  durch  drei  Punkte. 


Quellen-  und  Literatur-Nachweisungen. 

Einleitung.    Man  vergl.  No.  1.  von  G.  Monge's  „Geometrie  descripiive'S 

Erster  Theil. 

m 

1 — 11.  Zu  diesem  Abschnitt  sind  besonders  zu  erwähnen  die  Schriften 
von  Desargues  (1636),  den  Poncelet  den  „Monge  seines  Jahrhun- 
derts*' genannt  hat,  von  Brook  Taylor  (1719)  und  von  J.  H.  Lam- 
bert (1759),  in  denen  wir  die  strengen  Grundlagen  der  Central- 
projection  finden  —  sämmtlich  vor  Monge. 

Von  Desargues  sind  wie  es  scheint  zuerst  die  Grundlagen  der 
perspectivischen  Raumanschauung  —  der  Ausdruck  sei  gestattet  — 
ausgesprochen;  dass  nämlich  parallele  Gerade  anzusehen  sind  als 
durch  einen  geroeinsamen  Punkt  in  unendlicher  Ferne  gehend, 
parallele  Ebenen  als  sich  schneidend  in  einer  unendlich  fernen 
Geraden;  wonach  die  unendlich  fernen  Elemente  des  Raumes  als 
einer  Ebene,  der  unendlich  fernen  Ebene,  angehörig  betrachtet 
werden  müssen. 

In  Brook  Taylor's  „New  principles  of  linear  perspective'*  (Lon- 
don 1719)  —  italienisch  mit  Zusätzen  von  Franzesco  Jaquier  „Ele- 
menti  di  Perspettiva"  (Rom  1765)  —  findet  man  die  Bestimmungen 
der  Geraden  durch  Durchstosspunkt  und  Fluchtpunkt  und  der  Ebene 
durch  Spur  und  Fluchtlinie,  verbunden  mit  den  nächstliegenden 
einfachen  Anwendungen. 

Ebenso  und  in  umfassenderer  Entwickelung  in  Lamberts  Werk 
„Die  freie  Perspective  oder  Anweisung  jeden  perspectivischen  Auf- 
riss  von  freien  Stücken  und  ohne  Grundriss  zu  verfertigen'*  — 
(Zürich  1759.  Dazu  ein  2.  Theil,  ebenda  1774)  —  besonders  in  dem 
Abschnitt  V  ,,Von  der  Entwerfung  schiefliegender  Linien  und 
Flächen  und  dessen,  was  darauf  vorkommt.** 

Insbesondere  erscheint  die  Enotenlinie  oder  Spur  und  die  Grenz- 
linie oder  Fluchtlinie  der  Ebene  in  den  §§  165,  166  daselbst.  Man 
findet  den  Augenpunkt  H  der  Grenzlinie,  den  Punkt  H  der  Figuren 
10,  11,  15,  16  im  Text  in  §  168,  den  Fluchtpunkt  der  Normalen 
einer  Ebene  in  §  182  und  seine  Verwendung  zur  Bestimmung  der 
in  solchen  Normalen  gelegenen  Strecken  in  den  §§  185  f.  bei  Lam- 
bert. Man  vergleiche  besonders  die  Aufgaben  14  p.  101  und  15  p. 
105  daselbst.  Dieselben  Grundlagen  sind  von  Cousinery  in  der 
Schrift  „G^om^trie  perspective  ou  prinoipes  de  projection  polaire 
appliqu^e  k  la  description  des  corps**  (Paris  1828)  als  neu  darge- 
boten und  als  Erweiterungen  der  Perspective  von  den  Bericht- 
erstattern der  französchen  Akademie  Fresnel  und  Mathieu  aner- 
kannt, sowie  noch  von  Herrn  Chasles,  dem  Geschichtschreiber  der 
Geometrie,  hervorgehoben  worden.  („Geschichte  der  Geometrie.** 
Deutsche  Ausgabe  von  Sohnke,  p.  192.) 

Lambeit*s  Werk  ist  das  vollständigste  und  unserer  Zeit  nächst- 
stehende unter  denen  der  drei  genannten  grundlegenden  Geometer. 
Hier  noch  zwei  specielle  Beziehungen,  nämlich  zu 
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§  9.,  dass  der  Grundsatz  für  die  Winkelmessnng  der  Central projectiou 
bei  Lambert  in  §  216  sich  findet  —  und  zu 

§  10.;  10.,  dass  bei  Brook  Taylor  (Jaqnier's  Uebersetzungp  P- 61)  die  Auf- 
gabe gelöst  ist:  Ans  der  Centralprojection  eines  rechtwinkligen 
Parallelepipeds  den  Hauptpunkt  und  die  Distanz  zu  bestimmen. 

§§  12  und  18.  Unter  den  Anmerkungen  und  Znsätzen  des  zweiten  Theils 
von  Lambert^s  Werk  findet  sich  in  der  VIH.  zum  §  136  des  ersten 
Theils  mit  der  Ueberschrift  „Verwandlung  eines  Gemäldes  für  einen 
andern  Gesichtspunkt"  eine  Construction ,  in  welcher  wir  den  be- 
treffenden Bpecialfall  der  Verschiebung  des  Centrums  erkennen. 
Die  beiden  Constructionen ,  welche  bei  den  Transformationen  des 
Centrums,  der  Bildebene  und  des  Objecta  gleichmftssig  zur  Anwen- 
dung kommen,  sind  zuerst  gegeben  in  meiner  Prog^ammschrift 
(Höhere  Gewerbschule  zu  Chemnitz,  Ostern  1860)  „Die  Central- 
projection als  geometrische  Wissenschaft.**  §  16.  In  weiterer 
Durchführung  gab  ich  sie  in  der  Abhandlung  „Ueber  die  Trans- 
formationen in  der  darstellenden  Geometrie^*  im  9.  Bde.  der  „Zeit- 
schrift für  Math,  und  Physik''  p.  331—55. 

§  12.;  6.  In  der  Schrift  von  Desargues  „Methode  universelle  de  mettre 
en  perspective  les  objects  donn^es  re'ellement"  (Paris  1636)  ~r  siehe 
„Oeuvres  de  Desargues  r^nnies  et  analys^es  par  M.  Poudni"  (Paris 
1864)  t.  I,  p.  55 — 95  —  ist  als  allgemeine  Methode  der  pcrspectivi- 
schen  Projection  die  Auftragung  der  projicierenden  Parallele pipeda 
der  Objectpunkte  in  Bezug  auf  drei  zu  einander  rechtwinklige 
Ebenen  gelehrt.     (Vergl.  auch  §  46.  des  Textes.) 

§  14.  Vergl.  MöbiuB  „Der  barycentrische  Caicul''  (Leipzig  1827).  2.  Ab- 
schnitt „Von  den  Verwandtschaften  der  Figuren"  p.  181-r368;  ins- 
besondere das  7.  Kapitel,  p.  301  f. 

§  16.  Die  Theorie  des  Doppelverhältnisses  findet  man  bei  Möbius  a.  a.  O. 
p.  243 — 265.  Man  vergleiche  Desargues  „Proposition  fondamentale 
de  la  pratique  de  la  perspective"  (Oeuvres  p.  Poudra,  t.  I,  p.  403, 
p.  423). 

§§  16.,  17.    Vergleiche  v.  Staudt  „Geometrie  der  Lage"  §  9,  p.  49  f. 

§  19. ;  7.  Dieser  Satz  findet  sich  zuerst  bei  Desargues  in  den  "Oeuvres'* 
t.  I,  p.  413  und  430. 

§  20.  Involutorische  Reihen  und  Büschel  betrachtete  zuerst  Desargues 
„Brouillon  project  d*une  atteinte  nux  dv^nements  des  rencontres 
d*un  cone  avec  un  plan"  (Paris  1639).  —  Oeuvres  p.  Poudra,  1. 1, 
p.  103—230;  vergleiche  p.  119—157  und  p.  246—260. 

Was  Alles  von  den  Entwickelungen  dieser  Theorie  in  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  dem  Desargues  angehört,  mag  gleich  hier 
angemerkt  werden.  Es  ist  in  §  25.;  1.  der  Satz  über  das  Kegel- 
schnittbüschel und  seine  Transversale;  a.  a.  O.  p.  186.  Dann  in 
§  30.  die  Theorie  der  Pole  und  Polaren;  a.  a.  O.  p.  162.  und 
weiter  p.  186.  In  §  32  am  gleichen  Orte  der  Begriff  eines  Tripels 
harmonischer  Pole  und  auf  den  folgenden  Seiten  die  Lehre  von 
der  Involution  harmonischer  Pole.  Ferner  §  34.  der  Uebergang 
von  der  Polare  zum  Durchmesser  • —  bei  Desargues  a.  a.  O.;  man 
vergleiche  auch  p.  215  und  Fig.  19  des  „Brouillon"  mit  J.  Steiner's 
von  Herrn  Schröter  bearbeiteten  Werke  „Die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte gestützt  auf  projectivische  Eigenschaften"  (Leipzig  1867) 
p.  145  f.,  §  30. 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  der  darstellend  geometrische  Ge- 
sichtspunkt bei  Desargues  die  Uebertragung  dieser  Theorien  auf 
den  Kegel  und  ihre  Erweiterung  für  die  Kugel  so  wie  für  diejenigen 
Flächen  zur  Folge  hatte,  welche  sich  nach  dem  Ausdruck  von 
Desargues  zur  Kugel  ebenso  verhalten,  wie  die  Kegelschnitte  zum 
Kreis,    (a.  a.  O.  p.  214.) 
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§  21.;  <\.  Ich  nenne  die  Schrift  von  Herrn  Ch.  Paulus  ,, Zeichnende 
Geometrie  zum  Kchalunterricht  und  Eum  Privatstudiuin**  (Stuttgart 
1866)  als  eine  elementare  Behandlung  der  Constructionen  iu  der 
£bene,  welche  iu  die  Einsicht  mündet,  dass  die  Symmetrien  ebener 
Systeme  besondere  Fälle  ihrer  Involution  sind. 

Als  eine  gute  Sammlung  der  wichtigsten  planimetrisohen  Con- 
structionen sei  empfohlen:  A.  L.  Busch  „Vorschule  der  darstellen- 
den Geometrie^'  (3.  Aufl.  Berlin  1868). 

§  22.  Vergleiche  v.  Staudt  „Geometrie  der  Lage''  §  10.;  No.  123,  126- 
131,  138. 

§  24.  Vergleiche  J.  Steiner  „Systematische  Entwicklung  der  Abhängig- 
keit geometrischer  Gestalten  von  einander/*  (Berlin  1832.)  §  37., 
p.  134. 

§  29.  Vergleiche  J.  Steiner  „Die  geometrischen  Constructionen  ausge- 
führt mittelst  der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises.  (Berlin 
1833.)  §  20.  y  p.  90  f.  Alle  die  hier  behandelten  Aufgaben  sind 
zum  Studium  zu  empfehlen. 

<^  30.;  1.  Mit  anderer  Auf fassung  findet  man  diese  Construction  bei  Lam- 
bert, a.  a.  O.,  2.  Tbl.  p.  172. 

§  31.  Für  weiteres  Studium:  Seydewitz  ,,Da8  Wesen  der  involutorischeu 
Gebilde  in  der  Ebene  als  gemeinschaftliches  Princip  individueller 
Eigenschaften  der  Figuren/*     (Heiligenstadt  1846.) 

§§  3&.,  86.  Diese  Untersuchungen  sind  Specialfälle  der  Lehre  von  den 
Beziehungen  von  zwei  Kegelschnitten  in  derselben  Ebene;  man 
studiere  dieselbe  in  den  von  Herrn  Schroter  herausgegebenen  Vor- 
lesungen J.  Steiner's  „Die  Theorie  der  Kegelschnitte  ...**  p.  224 — 
430.  Kurz  in  der  Schrift  von  P.  Zech  „Die  höhere  Geometrie.*' 
(Stuttgart  1857.)  p.  .99 — 56.  und  in  Herrn  Gretschers  , .Lehrbuch 
zur  Einführung  in  die  organische  Geometrie"  (Leipzig  1868)  p.  118 f.; 
eudlich  in  Staudt's  „Geometrie  der  Lage*'  p.  165  f.  und  „Beitrage*^ 
§  13.,  §  22. 

§  37.  Die  strengen  Regeln  zur  Construction  der  Reliefs  wurden  empirisch 
zuerst  gegeben  von  J.  A.  Breysig,  Prof.  a.  d.  Kunstschule  in  Magde- 
burg, in  der  Schrift  „Versuch  einer  Erläuterung  der  Reliefper- 
spective.**  (Magdeburg  1798.)  In  mathematischer  Begründung  g|tb 
dieselben  Gesetze  Pendelet  in  dem  Werke  „Trait^  des  properietds 
projectives  des  figures.*'  (Paris  1822;  in  neuer  Ausgabe  1865.  T.  I., 
Supplement  sur  les  propri^tds  projectives  des  figures  dans  Tespace ; 
p.  357—408.)  Man  vergleiche  auch  Möbius*  barycentr.  Calcul  p. 
311—330,  Anger  „Analytische  Darstellung  der  Basrelief- Per- 
spective.'* (Danzig  1834.)  und  Magnus  ,, Sammlung  von  Aufgaben 
und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes.**  (Bcr- 
^  lin  1837.)    p.  72—120. 

§  40.  Für  weitere  und  andere  Ausführungen  vergleiche  man  Herrn 
Poudra^s  „Traitd  de  perspective  rellef.**     (Paris  1862.) 

§  41.  Von  den  Anwendungen  der  Construction  der  Reliefs  in  der  deko- 
rativen Kunst  handelt  ausser  dem  Werkchen  von  Breysig  beson* 
ders  eingehend  Herr  Poudra  a.  a.  O.  p.  65 — 219.  Eind  vollstän- 
dige Durchführung  einer  theatralischen  Dekoration  findet  man  in 
Herrn  de  la  Gournerie^s  „Traite  de  perspective  lin^aire.**  (Paris 
1859.)     p.    247-267    und   Tafel   40—45. 

Für  ihre  optische  Bedeutung  vergleiche  Möbius  „Entwickclung 
der  Lehre  von  dioptrischen  Bildern  mit  Hilfe  der  Collineations- 
Verwandtschaft*'  im  Berichte  der  K.  S.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Leipzig**  1855,  p.  8—32. 

§41.;  4,  5.  Man  vergleiche  die  Abhandlung  von  Herrn  R.  Morstadt 
„Ueber  die  räumliche  Projcction**  in  der  „Zeitschrift  für  Mathem. 
und  Physik**  Bd.  12. 
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§  42.  Zur  Involation  der  Gnudgebilde  erster  8tafe  yei^gleicbe  hier  in 
V.  Staadt^fl  „Geometrie  der  Lage"  §  16.;  ebenda  zar  Involution  der 
Gmndgebilde  zweiter  und  dritter  Stufe  §  17.,  No.  226—229. 

§§  42,  48.  Vergleiche  meine  Note  ,,Ueber  das  System  in  der  darstellen- 
den Geometrie*'  im  8.  Bde.  der  „Zeitsehrift  für  Mathem.  und  Phy- 
sik'' p.  444  f. 

§  44.  Zur  Projectivität  rünmlicher  Systeme  vergleiche  v.  Staudt*s  „Geo- 
metrie der  Lage"  §  10.,  No.  124;  132—137.  Ueber  reciproke  räam- 
Hche  Systeme  den  vierten  Voriiag  des  2«  Bdes.  von  Herrn  Reye'a 
„Die  Geometrie  der  Lage.*'     (Hannover  1868.)    p.  18—26. 

§  58.  Von  der  Aze  der  Affinität  swisohen  den  beiden  orthogonalen  Pro- 
jectionen  desselben  ebenen  Systems  handelte  wohl  zuerst  Herr 
Brassenr  in  den  Abhandlungen  der  Acad.  des  scienees  etc.  de 
Bruxelles.  1863.  „Mdmoire  sur  une  nonvelle  m^thode  d*application 
de  la  geom^trie  descriptive  &  la  recherehe  des  propri^l^s  de  IMten- 
due."  (148  p.,  8  Tafeln.)  Unbekannt  mit  dieser  Schrift  leitete 
mich  1858  die  Betrachtung  der  speviellen  Formen  des  projicierenden 
Parallelepipeds  (§  46. ;  8,  4.)  auf  das  System  der  sechs  Halbierungs- 
ebenen und  der  vier  Halbierungsaxen  des  Projectionssystems  und 
ich  erkannte  das  System  der  Linie  hi  und  der  Punkte  Hi  der 
Ebene  (§47.;  §47,  1.)  und  den  Gebrauch  der  beiden  Affinitätsaxen 
A^.'t",  h^"*'"  derselben.   (§  63.)    Eine  Note  f,Ueber  die  Anwendung 

der  Affinitätsaxen  znr  graphischen  Bestimmung  der  Ebene*'  gab 
ich  in  der  „Zeitschrift  für  Mathem.  und  Physik'*  Bd.  5  (1860)  p.  76., 
Tafel  II.;  eine  andere  „Construction  flÄchengleicher  Fignren** 
ebenda  Bd.  6.,  p.  56. 

Um  dieselbe  Zeit  erschien  die  erste  Ausgabe  von  Herrn  Pohlke*» 
„Darstellende  Geometrie.  Erste  Abthlg."  (2.  Aufl.,  Berlin  1866.), 
in  welcher  in  den  §§  26.,  41.,  66.  die  Bestimmung  der  Affinitätsaxe 
h^''*"  und  in  §  71.  die  Verwendung  derselben  zur  Projection  ebener 

Systeme  gelehrt  ist. 
§  54.;  3.     Siehe  Monge's  „Geometrie  descriptive"  No.  19. 
§  54.;  9.     Man  vergleiche  Herrn  Gugler^s   „Lehrbuch   der  descriptiven 

Geometrie."  (2.  Aufl.  Stuttgart,  1867.)  §  145.,  p.  103. 

§  54.;  16  f.  Siehe  Mongole  „Gdomdtrie  descriptive"  No.  22.  Für  die 
constructive  Behandlung  der  dreiseitigen  Ecke,  der  im  Text  ein 
breiter  Raum  nicht  gewidmet  werden  konnte,  muss  hier  auf  eine 
Darstellung  aufmerksam  gemacht  werden,  die  den  Vorzug  vor  der 
üblichen  entschieden  verdient.  Man  mache  in  den  Kanten  der  drei- 
seitigen Ecke  vom  Scheitel  S  die  Längen  SA  =»  SB  «■  SC  und  lege 
durch  die  Punkte  A^ByC  die  xu  SA^SB^SC  respective  normalen 
Ebenen,  welche  sich  im  Scheitel  5|  der  Polarecke  und  in  den 
Kanten  S^A^^  S^B^,  S^C^  derselben  schneiden,  die  wir  in  den  Flä- 
chen der  Originalecke  in  ^|,  B^,  C^  begrenzt  denken.  Jn  einer  freien 
Axonometrie  etc.  construirt  man  natürlich  <S|^i,  ^i^i,  SyC^  aus  den 
Spuren  der  sich  in  ihnen  schneidenden  Ebenenpaare  der  Flächen- 
Winkel  a,  ß,  y  in  den  drei  Flächen  der  Ecke  und  daraus  ergiebt 
sich  auch  die  Darstellung  der  ganzen  Figur  in  der  Umlegung  in 
eine  Ebene;  also  ebenso  ihr  Netz  und  Modell.  Ihre  Anschauung 
giebt  unmittelbar  die  allgemeinen  Grundgesetze  der  Ecke. 

Die  vollständige  Symmetrie  der  Construction  macht  sie  gleich 
geeignet  zur  Lösung  der  verschiedenen  Aufgaben  über  die  dreiseitige 
Ecke.  Es  sei  bemerkt,  dass  in  den  Kreis  Vierecken  an  der  Polar- 
ecke SiAiBCt,  S^B^CAu  SiCiAB^  die  Diagonalen  SfA^S^B^^ 
SiC  sind  und  dass  dieselben  mit  dem  Scheitel  S  congruente  recht- 
winklige Dreiecke  bilden  von  der  Hypotenuse  ^iS, ,  welche  zur 
Ebene  ABC  normal  ist  und  der   als  Höhe  der  Radius  des  dem 
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Dreieck  ABC  nmschriebenen  Kreises  entopricht.    (Vergleiche  „Zeit- 
schrift far  Mathem.  and  Physik/'   Bd.  8.,  p.  448.) 

Wenn  man  ^j  in  eine  Kante  der  Originalecke,  s.  B.  nach  C  ver- 
legte, so  fallen  Bi  und  J^  auch  dahin,  die  Kreisrierecke  SBA^C^ 
SCAfBi  SiBfCAt,  S^CxABx  verwandeln  sich  in  rechtwinklige 
Dreiecke,  Si  Ax  B  Cf  wird  su  einem  Punkte  reduciert  und  muss  durch 
ein  schiefwinkligeB  Dreieck  ersetzt  werden;  nur  SACxB  bleibt  als 
Kreisviereek  bestehen  und  man  erhält  die  übliche  Construction,  in 
welcher  die  natürliche  Verbindung  mit  dem  sphärischen  Dreieck 
gelöst  und  die  Anschauung  der  Polarecke  sehr  gestört  ist  —  denn 
nur  eine  von  ihren  Kanten  ist  noeh  vorhanden.  Noch  mehr  aller- 
dings wird  die  Anschauung  erschwert  durch  die  Verlegung  des 
Scheitels  ^i  nach  Sy  ebenso  wie  die  Modellbildung. 

£s  ist  characteristisch  für  das  Verhftltniss  der  beiden  constructi- 
ven  Darstellungen,  dass  man  aus  der  unsymmetrischen  letzteren 
neben  dem  mtis-Sata  der  sphärischen  Trigonometrie  die  Formel 
cos  y-dna-tinb*^  cos  c  —  cos  b  •  cos  c  erhält,  während  sich  aus  der 
beseichneten  symmetrischen  Construction  direct  die  Gauss -De - 
lambre'schen  Gleichungen  und  die  Neper'schen  Analogien  ergeben, 
der  Hauptschatz  der  für  die  Rechnung  bequemen  Formeln. 
§  67  f.  Die  Transformationen  in  der  darstellenden  Geometrie  sind  Gegen 
stand  sehr  verschiedener  Auffassungen  und  Würdigungen  gewesen. 
Olivier  und  nach  ihm  andere  haben  sie  zum  Uauptmittel  der  con- 
8tructiven  Lösungen  selbst  der  Grundprobleme  der  darstellenden 
Geometrie  gemacht;  man  vergleiche  für  diese  Richtung  Herrn 
Tresca*s  „Trait^  ^Idmentaire  de  g^ometrie  descriptive'*  (Paris, 
2.  ^d.  1864.)  und  Herrn  Pohlke^s  „Darstellende  Geometrie.**  Ihnen 
ist  von  Herrn  de  la  Goumerie  (vergL  die  Vorrede  zum  ersten  Bande 
des  „Traittf  de  g^om^trie  descriptive**)  und  Andern  entgegengesetzt 
worden,  dass  die  Methode  trotz  ihres  Alters  —  sie  geht  auf 
Desargues*  „Pratique  du  Trait  k  preuves*'  zurück  —  weder  in  der 
Praxis  der  Stereotomie  noch  in  der  Theorie  sich  solcher  hohen 
Bedeutung  würdig  erwiesen  habe.  Gerechte  Schätzung  scheint  mir 
die  Lehre  von  den  Transformationen  in  der  übrigens  vor  Olivier 
datierenden  Darstellung  von  Herrn  Gugler  „Lehrbuch  der  descripti- 
ven  Geometrie.**  Erster  Abschnitt,  IV.  Kap.  erhalten  zu  haben. 
Ich  fasse  sie  einfach  als  Mittel  zur  Beseitigung  wesentlich  techni- 
scher Schwierigkeiten  wie  ich  diess  in  der  schon  unter  §§  12.,  13. 
genannten  Abhandlung  gethan  habe;  eine  grundlegende  Bedeutung 
für  die  darstellende  Geometrie  kann  ich  ihnen  ans  pädagogischen 
Gründen  nicht  zuweisen,  nach  meiner  Erfahrung  ist  es  besser  erst 
in  dem  festen  Projectionssystem  sich  ganz  heimisch  zu  machen, 
ehe  man  dasselbe  in  Bewegung  zu  setzen  und  zu  verändern  unter- 
nimmt. Dann  sind  die  ^Lösungen  durch  Transformation  sehr  nütz- 
liche Uebungen.  (Vergl.  §  59.)  Die  Construction  des  Mittelpunkts 
der  einem  Tetraeder  eingeschriebenen  Kugel  bietet  ein  gutes  Bei- 
spiel für  den  Gebranch  der  Parallelverschiebungen;  siehe  Monge's 
„G^om^trie  descriptive**  No.  92. 
§  60.  Ich  hoffe,  dass  die  Verbindung  der  Axonometrie  mit  der  Lehre 
von  den  Transformationen  als  naturgemäss  wird  erachtet  werden. 

Man  vergleiche  besonders  in  J.  H.  Lamberts  „Freie  Perspe- 
ctive** den  7.  Abschnitt:  „Von  der  perspeotivischen  Entwerfung 
ans  einem  unendlich  entfernten  Gesichtspunkte.**  p.  149 — 167.  und 
Fig.  XXVI.  Dazu  die  ausführliche  Behandlung  in  Herrn  Pohlke's 
„Darstellende  Geometrie. **|f).  72 — 100.  Von  den  deutschen  Schriften, 
welche  über  Axonometrie  speciell  in  neuerer  Zeit  erschienen  sind, 
nenne  ich  die  älteste,  Herrn  Möllinger^s  „Isometrische  Projections- 
lehre  (Perspective).'*    (Solothum  1840.)  und  die  neueste  von  Herrn 
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Delabar   „Die   PoUr-  und   Parallel  perspective/*     (Preiburg  1870.) 
Die  Einführung^  einfacher  Verhältnisse  zwischen  den  Maassstäben 
l^ab   J.    Weisbach    in   dem    Anfsatze:    „Die    monodimetrische   und 
anisometrische  Projectionsmethode**  in  „Polytechnische  Mittheilun- 
gen von  Volz  und  Karmarsch"  1844;  eine  elementare  und  practische 
IJarstellung  des  ganzen  Verfahrens   derselbe    in    „Anleitung   zum 
azonometrischen  Zeichnen.**    (Freiberg  1857.)    Man  vergleiche  dazu 
die  Abhandlungen  von  Herrn  Schlömilch  in  der  Zeitschrift  „Der 
Ctvilingenieur.**    Bd.  2.    p.  196.  und  in  „Zeitschrift  für  Mathem.  und 
Physik.**    Bd.  4.,  p.  861. 
§  Ol.   Der  Hauptsatz  des  §  verdient  den  Namen  des  Pohlke*schen  Satzes; 
man   vergleiche  die   Darstellung   desselben  in   der   8chrift   seines 
Entdeckers  a.  a.  O.    2.  Aufl.    §  147.  und  dazu  die  Abhandlungen 
von  Herrn  H.  A.  Schwarz  im  68.  Bde.   des  „Journal  f.  d.  r.  u.  a. 
*  Mathem.**,  der  den' ersten  elementaren  Beweis  des  Satzes  gab ;  von 
Herrn  Th.  Reye  in  der  ,,Vierte]jahrsschrtft  der  Naturforschenden 
Gesellschaft  zu  Zürich**  1866,  p.  350.  und  die  von  v.  Deschwanden 
am  gleichen  Orte,  1861.  p.  264.;  1862,  p.  159.  und  1864,  p.  223. 
Den  wesentlichen  Gang  und  den  Hauptinhalt  dos  ersten  Theils  gab 
ich  in  der  Absicht,   zu  verwandten  Bestrebungen  anzuregen  in  der  Ab- 
handlung  „Die  Methodik  der  darstellenden  Geometrie  zugleich  als  Ein- 
leitung in  die  Geometrie    der  Lage**    182  p.,  3  Tafeln,   im  55.  Bde.   der 
„Sitzungsberichte  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften.**   (Wien  1867.) 

Zweiter  Theil, 

§  09.  Siehe  zu  den  Anwendungen  der  Eigenschaften  der  Rotations- 
cylinder  Mongo*s  „Geometrie  descriptive.**  No.  31. 

§  70.  Kür  die  Beispiele  dieses  §  vergleiche  man  J.  Steiner's  „Vorlesun- 
gen über  synthetische  Geometrie.  I.  Tbl.  Die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte in  elementarer  Darstellung  bearb.  von  Dr.  Geiser.**  (Leipzig 
1867.)   §  24.,  p.  161. 

§  72.;  4.  Vergleiche  Herrn  de  la  Gournerie*s  „Trait^  de  g^ometrie  de- 
scriptive.**   t.  II.,  Nr.  474.,  p.  69. 

§  70.;  6.  Vergl.  die  Note  von  Herrn  Reye  in  der  „Zeitschrift  für  Mathem. 
und  Physik.**    Bd.  15.,  p.  64. 

§  78.;  18.  Vergleiche  Herrn  Molin^s  Abhandlung  in  „Journal  de  Mathem. 
p.  Liouville.**  t.  L,  2iiane  s^rie,  p.  265.  Oder  die  Schrift  von  Hrn. 
W.  Schell  „Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung.** 
(Leipzig  1859.)    Hierfür  insbesondere  p.  86  f. 

§  81.  Die  für  die  Curven  dritter  Ordnung  eingeführten  Benennungen 
gab  in  einer  lesenswerthen  Abhandlung  im  10.  Bde.  des  „Archiv 
der  Mathematik  und  Physik**  (1847)  Seydewitz.  Für  weiteres  ver- 
gleiche meine  deutsche  Bearbeitung  von  Rev.  G.  Salmon*s  „Ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes.**   Bd.  IL,  p.  89  f. 

§§  82 — 84.  Vergleiche  die  kurze  und  classlsche  Abhandlung  von  Herrn 
A.  Gayley  „Lionville's  Journal  de  Mathem.**  t.  X.,  p.  245.  (1845);  dazu 
weiter  die  von  Rev.  G.  Salmon  in  „Cambridge  and  Dublin  Ma- 
them. Joum.**   Vol.  V.,  p.  24.  (1850.) 

§  85.  Im  Znsammenhange  hiermit  und  nach  Zuziehung  der  Ergebnisse 
der  §§  100.,  101.  studiere  man  die  No.  544.,  555.  von  v.  Standes 
,, Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage.** 

§  80.  Die  Durchdringung  von  zwei  Kcgelflächen  zweiten  Grades  mit 
einer  gemeinsamen  Hauptebene  ist  in  fast  allen  Lehrbüchern  der 
darstellenden  Geometrie  behandeN,  ohne  dass  jemals  die  einfachen 
und  weitreichenden  Ergebnisse  daran  geksnpft  wSren,  zu  denen  sie 
führt;  man  vergleiche  auch  Herrn  de  la  Gournerie*s  „Trait^.*, 
t.  L,  p.  §  247.,  Tafel  88.     In  demselben  Werke  t.  IL,  Chap.  IL 
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ist  mit  Analytischen  Hilfsmitteln  die  developpable  Fläche  unter- 
sucht, welche  zwei  Ke^lschnitten  umschrieben  ^ist,  jedoch  ohne 
Käck Wirkung  respective  Beziehung  auf  jene  dualistich  entsprechen- 
den Probleme. 

Erwähnt  sei  zu  dieser  Construction  die  sie  mit  betreffende  Ab- 
handlung von  Herrn  Wiener  „Ueber  scheinbare  Unstetigkeit  geo- 
metrischer Constructionen,..*'  in  der  „Zeitschrift  für  Mathem.  und 
Physik."   Bd.  12.,  p.  375.;  No.  16  f. 

§§  90-92.  In  Herrn  de  la  Qournier's  ^,Traitä"  wird  die  Theorie  des 
Hyperboloids  gegeben  in  t.  II.,  Livre  sept.,  Ghap.  IV.,  No.  681  — 
743.,  die  des  hyperboltechen  Paraboloids  aber  in  den  No.  585 — 612. 

§  93.  Man  vergleiche  in  J.  Steiner's  ,, Systematische  Entwickelung/* 
§  57.  p.  242—247. 

§  94.  Vergleiche  von  Staudt  „Geometrie  der  Lage"  §  25. ;  „Beiträge" 
§  2.,  §  32.  Ich  nenne  noch  die  gedrängte  Darstellung  in  Zech  „Die 
höhere  Geometrie."  (Stuttgart  1857.)  p.  59  f. 

§  94.;  9.    Siehe  Monge*s  „G^om^trie  descriptive.''    No.  36.,  37. 

§  97.  Die  Centralprojection  der  Flächen  zweiten  Grades  auf  eine  Kreis- 
schnittebene behandelt  Herr  Pelz  im  „Archiv  für  Mathem.  und 
Physik."    Bd.  62.,  p.  313. 

§  99.;  11.  Als  gute  Znsammenstellung  der  Hauptergebnisse  bezüglich 
der  stereographischen  Projection  erwaline  ich  ausr  Herrn  Baltzer^s 
„Elemente  der  Mathem."    2.  Bd.    5.  Buch;  §  5.,  15—21. 

§  100.  Zu  den  einfachen  Systemen  von  Flächen  zweiten  Grades  ist  zu 
studieren  v.  Staudt  „Beiträge."    §  36.  und  §  37. 

§  102.  und  108.  Für  das  Studium  der  Lehre  von  den  Krümmungsver- 
hältnissen  der  Flächen  ist  auf  die  grundlegenden  Abhandlungen 
von  Enler,  Monge  und  Gauss  zu  verweisen;  die  tüchtige  Darstel- 
lung der  Elemente  in  Herrn  de  la  Gournerie*s  „Trait^"  t.  III., 
Livre  YIII.  verdient  Hervorhebung. 

§§  106  f.  Für  die  Theorie  der  windschiefen  Regelflächen  vergleiche  man 
meine  deutsche  Bearbeitung  von  Rev.  G.  Salmon*s  „Analyt.  Geom. 
des  Raumes."  Bd.  2.,  p.  2&f.;  besonders  auch  in  Bezug  auf  die 
Literatur. 

§  110.;  9.,  10.  Man  vergleiche  Herrn  de  la  Gournerie's  „Trait^"  t.  III., 
No.  882 — 887.;  überhaupt  die  sorgfältige  Darstellung  der  Lehre 
von  den  „Surfaces  gauches"  ebenda  t.  II.,  No.  140 — 218. 

§  111.;  10.  Die  allgemeine  Theorie  der  hier  für  den  Fall  der  geraden 
Ersengenden  berührten  Familie  von  Flächen  ist  als  Theorie  der 
„Surfaces  helicoides"  bebandelt  in  Herrn  de  la  Gournerie^s 
„Trait^"  t.  HL,  No.  956—967.  und  No.  1042—1058.;  es  folgen  da- 
selbst auf  den  ersten  Abschnitt  die  Theorie  der  developpabein 
und  der  Schraubenregelflächen  bis  No.  1041. 

§  114.  Die  Regelflächen  dritten  Grades  sind  in  der  „Analyt.  Geom.  des 
Raumes**  Bd.  2.,  p.  384.  behandelt;  man  vergleiche  die  Monogra- 
phie von  Herrn  Emil  VVeyr:  „Geometrie  der  räumlichen  Erzeug- 
nisse ein-zwei-deutiger  Gebilde  insbesondere  der  Regelflächen  dritter 
Ordnung."    (Leipzig  1870.) 

§  114.;  2  bis  4.  Man  studiere  die  Abhandlung  von  Herrn  Cremona  „In- 
tomo  alla  curva  gobba  dell  quart*  ordine  per  la  qnale  passa  nna 
sola  superficie  di  secondo  grado."    (Annali  dl  Matematica"  t.  IV.). 

§  118.    Vergleiche  Monge's  „Gdomdtrie  descriptive"  No.  30. 

§  122.  Vergleiche  für  die  Darstellung  in  Centralprojection  Cou8inery*s 
„G^om^trie  perspective"  p.  67.  und  80.  Tafel  VI.  mit  *Herrn 
Niemtschik^s  Abhandlung  „Directe  Construction  der  Contouren  von 
Rotationsflächen  in  orthogonalen  und  perspectivischen  Darstellun- 
gen." Wien  1866.  (Sitzungsberichte  der  mathem.  naturw.  Classe 
d.  k.  k.  Akad.  Bd.  52.) 
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§§  124.,  125.  Für  constractive  Darchführangen  vergleiche  man  Herrn 
TÜBcher^s  Werk  „Die  Lehre  der  geometriechen  Beleuchtongs-Con- 
stracüonen/*  Wien  1862.;  für  den  besonderen  Fall  des  dreiaxigen 
EUipeoides  die  Abhandlung  von  Herrn  Eoutnj  im  y,Archiv  der 
Mathem.  and  Physik*'  1866.  £ine  beachtenswertbe  mathematische 
Studie  über  die  Isophoten  gab  Herr  Burmester  in  swei  Abhand- 
lungen in  der  ^Zeitschrift  für  Mathematik  und  PhysiV  Bd.  13.  und 
14.;  ein  eigenes  Werk  desselben  Verfassers  ist  in  Vorbereitung. 

§  126.;  4.  Zum  Studium  diene  die  Abhandlung  von  Herrn  Vialla  ,,Me- 
moire  sur  la  vis  Saint-Gilles*'  im  ,,Joamal  de  lYcole  polyt.**  t.  XXI, 
p.  191.  (6  pl.)  Paris  1858. 
181 — ^146.  Die  Hauptmomente  dieser  Entwickelung  verö£fentlichte  ich 
zuerst  in  der  „Vierteljahrsschrift  der  Naturforsch.  Gesellschaft  zu 
Zürich  *  Bd.  15. ,  p.  152  f.  Man  vergleiche  für  die  Grundidee  v. 
Staudt  „Beiträge''  2.  Heft.  (1857.)  §.  29.,  p.  261—267.  und  W.  Ha- 
milton „Elements  of  Quaternions."  (London  1866.)  p.  24.  und  p.  62. 
Durch  weitere  Ausführungen,  Aufnahme  der  Discussion- der  Be- 
deutung homogener  Gleichungen  s wischen  den  Coordinaten  (§§  137., 
143)  und  der  analytischen  Ansdrucksweise  der  projectivischen  Be- 
ziehung der  Gebilde  der  verschiedenen  Stufen  (§  144.),  woraus  auch 
die  Lehre  von  der  Transforipation  der  Coordinaten  vollständig  und 
einfach  hervorgeht,  so  wie  durch  sahireiche  Beispiele  aus  dem  gan- 
zen Gebiete  suchte  ich  diesen  Schlussabschnitt  xu  einer  Einfüh- 
rung in  die  analytische  Geometrie  der  Lage  zu  gestalten, 
wie  sie  dem  durch  die  vorhergehenden  Entwicklungen  erreichten 
Standpunkte  entspricht.  Vielleicht  kann  sie  zeigen,  dase  auch 
hier  das  Allgemeinste  zugleich  das  einfachste  und  selbst  für  das 
Verständniss  der  gewöhnlichen  Cordinatenmethode  das  Vortheil- 
hafteste  ist. 
182.,  184.,  189.  Es  mag  die  Frage  erörtert  werden,  wie  sich  die 
Identität  £ii  xi  »  0  in  dem  Falle  gestaltet,  wo  die  Einheit-Ele- 
mente nicht  harmonisch  sondern  nach  andern  Doppel  Verhältnissen 
durch  die  Fundamental  -  Elemente  getrennt  werden.  Man  vergl. 
auch  Herrn  Chasles^  „Geometrie  snperieure."  (Paris  1866.)  p. 
306—361. 

§  135.    Vergl.  die  „Theoria  analytica  generalis  projectionis  centralis"  in 
Jacobi^s  Abhandlung  „De  Transformatione  integralis  duplicis  inde 
Bnitis..."    (Jonmal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathem.  Bd.  8.,  p.  338—341.) 

§  187.  Beispiel  2.  Vergl.  damit  Herrn  v.  Hessens  „Vier  Vorlesungen  aus  der 
analytischen  Geometrie."  (Leipzig  1866.)  Satz  17.  and  Herrn  P.  Ser- 
reVs  prätentiöse  „Geometrie  de  direotion.'^   (Paris  1869.)  p.  130. 

§  142.  Als  erste  Anwendung  der  sechs  homogenen  Coordinaten  der  Ge- 
raden im  Raum  ist  zu  nennen  die  Abhandlung  von  Herrn  A.  Cayley 
Ueber  eine  neue  analytische  Darstellung  einer  räumlichen  Cnrve 
„Quarterly  Journal  of  Math."  Vol.  III.,  p.  225.  (1859.)  und  Vol.  V., 
p.  87.;  dieselben  erscheinen  darin  rein  analytisch  als  Abkürzungen 
für  häufig  begegnende  Ausdrücke,  aber  mit  der  sie  verbindenden 
identischen  Relation. 

Allgemein  bekannt  sind  die  sechs  Coordinaten  eines  Strahls  durch 
die  grosse  Abhandlung  von  Plücker  geworden  „On  a  new  Geometry 
of  Space."  (Philosoph.  Transactions"  1865.,  Vol.  155.;  p.  725.)  und 
durch  sein  Werk  „Neue  Geometrie  des  Raumes."  (Leipzig  1868 — 9.), 
welches  Herr  Dr.  Klein  herausgab.  Sie  sind  darin  geometrisch 
'aber  auf  Grundlage  der  Cartesius-Plücker'schen  Coordinaten  also 
nicht  in  homogener  Form  gegeben.  Die  geometrische  Entwich e- 
lung  der  homogenen  Coordinaten  des  Strahls,  aus  der  auch  die 
volle  geometrische  Durchsichtigkeit  ihrer  Transformationen  sich 
ergiebt  (§  144.;  7.)  ward  bisher  nicht  dargestellt. 
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Für  weitere  Studien  vergleiche  man  besonders  die  Abhandlungen 
▼on  Herrn  A.  Caylej  „On  the  six  Coordinates  of  a  Line^'  in  „Trans- 
actions  of  the  Cambridge  Philos.  Society/'  (1868.)  Vol.  XL,  2.,  von 
Herrn  Battaglini  in  den  „Rendicondo  d.  R.  Acad.  di  Scienze  Fisiche 
e  Matern,  di  Napoli"  (1866.))  welche  im  6.  Bande  seines  „Giornale 
di  Matematiche''  (1868.)  p.  24.  und  239.  wieder  abgedruckt  und 
die  der  Herren  Klein  und  Clebsch,  welche  in  „Mathematische 
Annalen*'  Bd.  1.  und  2.  enthalten  sind.  Ausserdem  die  schöne  ge* 
haltreiche  Untersuchung  von  Herrn  Kummer  in  den  Abhandlungen 
der  Berliner  Akademie  von  1866  „Ueber  die  algebraischen  Strahlen- 
systeme, insbesondere  über  die  der  ersten  und  zweiten  Ordnung*' 
(4^%  120  p.)  und  die  ihr  1859  vorangegangene  „Allgemeine  Theorie 
der  geradlinigen  Strahlensysteme.''  („Journal  für  d.  r.  u.  a.  Math." 
Bd.  57.,  p.  189.)  (Im  Auszuge  in  meiner  deutschen  Bearbeitung  von 
Rev.  G.  Salmon*8  „Analyt.  Geom.  des  Raumes."  Bd.  2.,  p.  212 — 2S1.) 

§  148.;  Beisp.  13.  Man  vergleiche  die  Sätze  von  Herrn  Cremona  in 
„Comptes  rendns."  t.  54.  (1862),  p.  604.  und  die  Abhandlung  von 
Herrn  Schwarz  „Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math."  Bd.  64.  (1865)  p.  1. 
Die  Sätze  des  erstem  wurden  bewiesen  von  den  Herren  S.  Dino 
und  E.  d'Ovidio  im  „Giornale  di  Matem."  von  Battaglini.  Bd.  3. 
(1866)  p.  100. 

§  144.  Man  vergleiche  die  Darstellung  von  Magnus  in  seiner  „Samm- 
lung von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geom.  d. 
Raumes."  p.  72  f.  und  p.  120  f.  oder  die  auf  die  Ebene  beschränkte 
aber  in  homogenen  Gleichungen  gegebene  in  meiner  Bearbeitung 
von  Rev.  G.  Salmon's  „Analyt.  Geom.  d.  Kegelschnitte."  2.  Aufl. 
p.  507 — 516.  Für  die  Discussion  der  Projectivitätsgleichung  von 
Gebilden  erster  Stufe  ebenda  p.  322  f.  und  p.  405  f. 

Die  allgemeinen  Coordinatentransformationen  (Beisp.  7.)  sind  über- 
raschender Weise  noch  nirgends  in  diesen  Zusammenhang  gestellt 
worden»  jedenfalls  weil  die  geometrische  Deutung  der  Coefficienten 
der  allgemeinen  linearen  Substitution  nicht  gewonnen  war.  Für 
die  Transformation  der  Coordinaten  der  geraden  Linie  im  Raum 
vergleiche  man  jedoch  Herrn  A.  Cayley^s  oben  citierte  Abhand- 
lung „On  the  six  Coordinates  of  a  Line."  Art.  76.,  77.,  wo  die 
Deutung  der  Coefficienten  der  Transformation  als  Coordinaten  der 
Kanten  des  einen  Fundamental-Tetraeders  im  andern  ausgespro- 
chen ist,  jedoch  ohne  unsere  geometrische  Erklärung  der  Coordi- 
naten selbst  und  ohne  die  zweite  Deutung,  die  wir  erhalten. 

Zu  den  Beisp.  20—22.  studiere  man  in  Herrn  Reye's  ,>Die  Geo- 
metrie der  Lage."  2.  Abtheilung.  (Hannover  1868.)  p.  68—106.; 
zu  22.  ebenda  p.  26  f. ;  zu  28.  ebenda  p.  127  f.  und  zu  24.  p.  116  f. 
Auch  in  diesen  Bereichen  ist  die  anschauliche  Darstellung  ein 
werthvolles  Hilfsmittel  für  das  Verständniss  der  Theorie.  Ich  wähle 
zur  Erläuterung  ein  Beispiel  aus  der  Lehre  von  der  Projectivität 
der  Gebilde  erster  Stufe  und  ihrer  Erzeugnisse.  Die  Punkte  eines 
Kegelschnittes  K  seien  in  zwei  projectivische  Reihen  zweiter  Ord- 
nung bestimmt  durch  drei  Paare  A^A';  ByB'\  CfC  geordnet,  der 
Kegelschnitt  also  als  Vereinigung  von  zwei  projectivisehen  Curven 
zweiter  Ordnung  gedacht.  Durch  denselben  werde  ein  einfaches 
Hyperboloid  mit  seinen  beiden  Regeischaaren  gelegt  und  dieselben 
projectivisch  aufeinander  bezogen  durch  Vermittelung  der  Reihen 
AfByC;  A\  B\  C',  indem  die  durch  jene  ersten  Punkte  gehenden 
Erzeugenden  g^t  gt*  ffs  den  durch  die  letzten  gehenden  Erzeugenden 
der  andern  Schaar  IfJ^y  /,  zugeordnet  werden;  die  Darstellung  wird 
leicht  mittelst  des  Umrisskegelschnitts  gemacht.  Bezeichnen  wir 
dann  den  Schnittpunkt  und  die  Ebene  von  gi  mit  tk  durch  Aik 
respectlve  Au-  (vergl.  §  90.  p.  317.),  so  bestimmen  die  drei  Punkte 
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•^tii  -^ni  ^sz  <l^c  Ebene  8  desjenig^en  Kegelsclinitts  nnd  die  Ebenen 
A||,  Afs,  Ass  oder  die  drei  Geraden  A^^  A^^,  A^^  A^i,  Af^  A^  die 
Spitze  S  desjenigen  Kegels  vom  zweiten  Grade,  welche  beide  zn 
den  projectiyischen  Regeischaaren  zugleich  perspectivisch  sind. 
Nun  sind  die  Geraden  AA\  BB\  CCf^  etc.  die  Spuren  der  Ebenen 
dieser  Kegelfläche  in  der  Ebene  von  K  nnd  wenn  j  die  Durch- 
schnittslinie  der  Ebene  8  mit  der  Ebene  von  K  bezeichnet,  so 
findet  in  den  auf  dieser  Geraden  gelegenen  Punkten  F^^  F^  von  K 
doppelte  Berührung  statt  zwischen  K  nnd  der  von  der  Geraden  XX' 
umhüllten  Spur  jenes  Kegels.  Diese  Punkte  sind  die  Doppelpunkte 
der  projectivischen  Reihen  in  K.    (Vergl.  §  29.) 

Wenn  die  Ebene  von  K  den  Scheitel  S  des  Kegels  der  vorigen 
Betrachtung  enthält,  so  gehen  die  Geraden  A  A\  B  B\  etc.  durch 
einen  und  denselben  Punkt  und  das  von  ihnen  gebildete  Strahlen- 
•  büschel  ist  mit  dem  Kegelschnitt  K  in  doppelter  Berührung  nach 
der  Geraden  «,  in  welcher  die  Ebene  von  K  mit  8  sich  achneidet. 
Die  projectivischen  Reihen  AjA*\  B^B';  etc.  sind  in  Involution, 
5  ist  der  Pol  und  s  die  Polare  derselben.  (§  30.)  Diese  elemen- 
taren Lehren  werden  so  in  wichtiger  Weise  ergänzt.  Die  Fragen 
nach  den  gemeinsamen  Elementenpaareu  von  zwei  Involutionen 
(%  35.;  13.),  von  einer  Involution  und  zwei  projectivischen  Gebil- 
den oder  von  zwei  Paaren  projectivischer  Gebilde  desselben  Trä- 
gers, erhalten  von  da  ihre  vollständige  und  anschauliche  Beant- 
wortung. 

Die  graphische  Durchführung  dieser  Betrachtungen  ist  nach  dem 
früher  Entwickelten  leicht  und  gewiss  von  Werth  für  das  Ver- 
ständniss  dieser  Darstellung,  die  man  (vergl.  H.  PfaflTs  „Neuere 
Geometrie.**  Tbl.  I.,  p.  76.  und  anderwärts)  sonst  in  einigen  Zeilen 
abgemacht  und  eben  darum  wohl  unvollständig  gegeben  hat.  Man 
wird  dieselben  Constructionen  zur  Durchführung  der  dualistisch 
entsprechenden  Untersuchung  geeignet  finden.  Mit  analogen  Dar- 
stellungen mag  V.  Standt  „Beiträge*^  §§  4.,  5.  p.  44  f.  begleitet 
werden. 

Beisp.  21.  Zum  Studium  seien  empfohlen  die  Abhandlungen  von 
Herrn  Cremona  „Sülle  superficie  gobbe  dl  quarto  grado**  [„Istitnto 
dl  Bologna.'*  t  VUI.,  2.  serie  (1868)],  von  Herrn  Caylej  „On  cer- 
tain  skew  surfaces,  otherwise  scroUs**  [„Transactions  of  Uie  Cam- 
bridge Philos.  Societj**,  Vol.  XI.,  (1868)]  und  von  Herrn  Schwarz 
„Ueber  die  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades"  [„Journal  f.  d. 
r.  n.  a.  Math."   Bd.  67.,  p.  23.  (1867)]. 

Beisp.  28.  Ueber  die  Durchführung  dieser  Theorien  stndiere  man 
die  Kapitel  V — ^IX.  des  2.  Tbelles  der  deutschen  Ausgabe  von 
Herrn  Cremona^s  im  Vorwort  erwähnten  Werken  „Gmndzüge  einer 
allgemeinen  Theorie  der  Oberflächen  in  synthetischer  Behandlung." 
(Berlin  1870.) 


Berichtigrungen  und  Zusätze. 

paff.    Zeile 

9      7  T.  u.  -   Nach  oder  schalte  ein  n  und 

19      4  und  20,  8  v.  o.  lies  C  statt  (S 

19      3  V.  n.      Statt  mit  ihr  seihst  lies  mit  dem  Bilde 

23      8  V.  o.      Statt  a  lies  a*;  vergl.  die  Note  zn  Fig.  13.  p.  XXVI. 

35    11  „  „      Statt  AB'  lies  A' B' 

37     17  „  ,f      Statt  Strecken  lies  Strecke 

76     13  „  „      Fehlt  der  Hinweis:  Vergl.  §  20. 

79  Fig.  50.     Statt  C  im   Kreise  A*  B' D'  lies  C;   zur  Ellipse 

AB  CD  gehört  der  Buchstabe  K. 

82      2  f.  v.o.  lies  in  Zeile  2  und  6    7',  statt  T";   in  3   TT,,    7',r,;   in 

5  und  7  T  statt  7^ 

97     15  V.  u.     lies  P'  stett  T' 

113,  114;  Fig.  70.,  71.     Die  Scheitel  der  Büschel  harmonischer  Po- 

laren,  deren  einer  Rechtwinkelstrahl  nach  T^  geht,  bil- 
den eine  gleichseitige  Hyberbei  durch  die  Brennpunkte, 
lies  §  77.  statt  §  76. 
lies  Projectionsebene 
lies  3.)  statt  11.) 
lies  Cyltnder-Flächen 

Fig.  137.    Man  bestimme  die  Gegenaxen  der  CoUineation, 
in  welcher  die  Cnrven  L'  und  //,'  stehen,  aus  den  Paaren 
von  entsprechenden  Geraden  7/,  r;  g{y  q\ 
252  Anfg.  1^)    Man  construiere  den  Schnitt  der  developpabelii 

Schraubenfläche  mit  einer  Schmiegnngsebene  ihrer  Doppel- 
curve. 
257  zu  Aufg.  6.)     M^n  characterisiere    die  Abwickelung   des 

unter  45"  zur  Axe  einer  solchen  developpabeln  Schrauben* 
fläche  (/Jas 45°)    geführten  ebenen  Schnittes   hinsichtlich 
ihrer  Inflezionspunkte. 
344     10  y.  u.      lies  statt  ein  Durchmesser  einem  Durchmesser  parallel 
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16  V.  0. 

186 

20  „  „ 

188 

Ö  n  1» 

208 

14  „  „ 

220 

592  Berichtigungen  und  Zusätze. 

pa^.    Zeile  , 

365      8  y.  Q.     streiche  die  Worte  parallele  oder 

418  zu  Aufg.  11.)     Die  anschmiegenden  Hyperboloide  far  die 

Wölbfl&che  des  schiefen  Durchgangs,  die  ihren  verschie- 
denen Erzeugenden  entsprechen  und  seine  yerticale  Axe 
enthalten,  gehen  auch  durch  seine  gerade  Leitlinie, 
lies  entsteht  statt  besteht, 
lies  von  den  Richtungen  statt  von  denen 
lies  der  statt  die 
lies  ihre  statt  ihrer. 
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